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Исследуемая гибридная аффинная система возникает при применении импульсного управ-
ления специального вида к цепочке четырех интеграторов. Цель управления – стабилизиро-
вать систему в начале координат так, чтобы система приближалась к состоянию равновесия
по заданной желаемой (целевой) траектории. Целевая траектория определена неявно как тра-
ектория интегратора второго порядка, стабилизируемого с помощью обратной связи в виде
вложенных сатураторов. Задача исследования – найти диапазон изменения коэффициентов
обратной связи, при которых система глобально устойчива. Показано, что задача сводится к
более простой задаче установления устойчивости линейной системы второго порядка с пере-
ключениями с зависящим от состояния законом переключений. Доказано, что последняя
устойчива при любом законе переключений.

DOI: 10.31857/S0002338823040108, EDN: OCWYZV

Введение. Гибридными системами называют динамические системы, которые демонстриру-
ют как непрерывное, так и дискретное поведение, т.е. системы, состояния которых могут ме-
няться не только непрерывно, но и скачками [1]. Исследуемая в статье гибридная аффинная си-
стема возникает при применении импульсного управления специального вида для стабилизации
цепочки четырех интеграторов. Задача стабилизации цепочек интеграторов широко обсужда-
лась в литературе в течение нескольких последних десятилетий (например, [2–6] и приведенные
там ссылки). Интерес к данной проблематике обусловлен тем, что управления, разработанные
для цепочек интеграторов, легко обобщаются на более широкие классы систем [5]. Более того,
во многих приложениях исходные модели, например модели механических планарных систем,
заданы в виде цепочек интеграторов.

Задачей настоящего исследования было нахождение управления, глобально стабилизирую-
щего интегратор 4-го порядка, при дополнительном условии асимптотического следования
вдоль желаемой траектории при приближении к состоянию равновесия. Целевая траектория
определена неявно как траектория более простой эталонной системы 2-го порядка, расширен-
ная до четырехмерного пространства. В качестве эталонной системы рассматривается цепочка
двух интеграторов, замкнутая заданной обратной связью в виде вложенных сатураторов с коэф-
фициентами обратной связи, выбранными так, чтобы обеспечить желаемые характеристики це-
левой траектории. Искомая обратная связь, обеспечивающая глобальную стабилизацию инте-
гратора 4-го порядка, получена в виде суммы кусочно-непрерывного и импульсного управления.
Показано, что система, замкнутая такой обратной связью, является гибридной аффинной систе-
мой.

Настоящая публикация не претендует на разработку общего метода или инструмента для ис-
следования гибридных систем и/или систем с переключениями. Рассматривается конкретная,
нетривиальная гибридная аффинная система. Цель работы – установить условия ее глобальной
устойчивости. Так как система нелинейна, к ней неприменимы хорошо известные методы ис-
следования линейных систем, основанные, например, на критериях Михайлова и Рауса–Гурви-
ца. Известные же методы исследования устойчивости нелинейных систем напрямую неприме-
нимы к гибридным системам и системам с переключениями, для которых разработан ряд специ-
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альных методов [1, 7–9]. Однако ни один из обсуждаемых в цитированной выше литературе
методов оказался неприменим к рассмотренной в статье гибридной аффинной системе. Полу-
ченное доказательство глобальной устойчивости основано на сведении исходной задачи к иссле-
дованию устойчивости более простой системы 2-го порядка с переключениями. Цель статьи, та-
ким образом, состоит в следующем: 1) разработать новый закон управления, стабилизизирую-
щий интегратор 4-го порядка; 2) показать, что замкнутая система является гибридной системой;
3) исследовать глобальную устойчивость полученной гибридной системы.

В разд. 1 статьи формулируется задача стабилизации интегратора 4-го порядка при дополни-
тельном условии асимптотического следования вдоль заданной траектории и предлагается об-
ратная связь, обеспечивающая желаемые характеристики процесса перехода к состоянию равно-
весия. Показано, что система, замкнутая такой обратной связью, является гибридной аффинной
системой с зависящим от состояния законом переключения. Главный результат работы пред-
ставлен в разд. 1. Исследование устойчивости рассматриваемой гибридной системы сведено к
исследованию устойчивости линейной системы 2-го порядка с переключениями. Доказатель-
ство устойчивости последней при любых законах переключения, что гарантирует глобальную
устойчивость исходной системы, приведено в Приложении, где также доказан вспомогательный
результат о глобальной устойчивости интегратора 2-го порядка, замкнутого обратной связью в
виде вложенных сатураторов. В разд. 3 приведены результаты численных экспериментов, иллю-
стрирующих изложение.

1. Потановка задачи. Постановку задачи разобьем на два этапа.
1.1. С т а б и л и з а ц и я  и н т е г р а т о р а  4-г о  п о р я д к а. Рассмотрим интегратор 4-го по-

рядка:

(1.1)

где , и поставим задачу нахождения управления U(x), стабилизирующего систе-
му в начале координат и при этом обеспечивающего желаемое асимптотическое поведение тра-
ектории системы. Для более точной формулировки последнего условия рассмотрим вспомога-
тельную задачу стабилизации интегратора 2-го порядка:

(1.2)
с помощью непрерывного управления U1, обеспечивающего экспоненциальное убывание откло-
нения  в окрестности нуля с заданной скоростью (показателем экспоненты) λ при дополни-
тельных ограничениях

(1.3)
Для стабилизации системы (1.2) применим негладкую обратную связь U1 в виде вложенных сату-
раторов:

(1.4)

где  – функция насыщения:  при  и  при . Ограничения
(1.3) выполняются, если положить  и , а желаемое значение экспоненциальной
скорости убывания отклонения  обеспечивается соответствующим выбором коэффициентов 
и  [10]. Систему (1.2), (1.4) будем называть эталонной системой.

Вблизи нуля система (1.2), (1.4) линейна: ,  и имеет в нуле
устойчивое положение равновесия при любых , . Если , то x = 0 – фокус;
иначе – узел. Последний случай представляется более практичным, так как не приводит к осцил-
ляциям вокруг нуля, поэтому далее будем считать, что коэффициенты контроллера удовлетворя-
ют неравенству .

Обратные связи в виде вложенных сатураторов применялись в ряде работ по стабилизации
цепочек интеграторов ([2, 3, 10–13] и приведенные там ссылки). Однако авторам не известны ра-
боты, результаты которых могли бы быть использованы для установления устойчивости системы
(1.2), (1.4). Общий случай n-мерного интегратора обсуждается, например, в [2, 3]. Глобальная
устойчивость системы, замкнутой обратной связи в виде n вложенных сатураторов, при этом бы-
ла доказана только для случая, когда предельные значения вложенных функций насыщения удо-
влетворяют определенным неравенствам [2], Theorem 2.1, которые не выполняются для обрат-
ной связи (1.4). В [11, 12] для стабилизации интегратора 2-го порядка применяется обратная

   1 2 2 3 3 4 4= , = , = , = ( ),x x x x x x x U x
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1 2 3 4[ , , , ]x x x x x
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связь вида (1.4), отличающаяся от (1.4) тем, что аргументом внутреннего сатуратора является
скорость , а не отклонение , как в (1.4) (в [12] аргумент внешнего сатуратора дополнительно
зависит от квадрата скорости ). Доказательство глобальной устойчивости в обеих работах ос-
новано на существовании функции Ляпунова в виде суммы квадратичного и интегрального чле-
нов. Для системы (1.2), (1.4), однако, указанный прием не применим, так как функцию Ляпунова
такого вида не удается найти.

Условия глобальной устойчивости системы (1.2), (1.4) сформулированы в следующей лемме,
доказательство которой приведено в Приложении.

Л е м м а  1. Пусть ,  и . Тогда система (1.2), замкнутая обратной связью
(1.4), глобально устойчива.

Чтобы уменьшить количество параметров, будем выбирать коэффициенты  и  в (1.4) при
заданных значениях ресурса управления  и максимальной скорости  из однопараметриче-
ского семейства, параметризованного показателем :

(1.5)
При таком выборе коэффициентов характеристическое уравнение системы (1.2), (1.4) имеет два
одинаковых корня: , т.е. начало координат является устойчивым вырожденным уз-
лом, а система (1.2), (1.4) в окрестности нуля принимает вид

(1.6)

Кроме того, без потери общности положим далее  и  ( ).
Возвращаясь теперь к исследуемой системе (1.1), наложим на ее решение дополнительное

условие

(1.7)

и будем искать стабилизирующее управление для интегратора 4-го порядка в виде

(1.8)

где ,  и  – производные функции  в силу системы (1.2). Требование (1.7) формали-
зует наше желание получить такое решение системы (1.1), первые две компоненты которого 
и  ведут себя аналогично компонентам решения уравнения 2-го порядка (1.2).

Как и в случае коэффициентов  и , ограничимся для простоты выбором  и  из однопа-
раметрического семейства и при этом масштабируем их с помощью показателя  [14]:

уменьшив таким образом количество параметров до двух:  и . Далее докажем, что обратная
связь (1.8) стабилизирует интегратор 4-го порядка, и определим диапазон изменения параметров

 и , для которых замкнутая система (1.1), (1.8) глобально устойчива и при этом выполняются
условия (1.7). Покажем сначала, что система (1.1), (1.8) является гибридной аффинной системой.

1.2. Э к в и в а л е н т н а я  г и б р и д н а я  а ф ф и н н а я  с и с т е м а. Рассмотрим разбиение
плоскости  на три множества (рис. 1). Ко множеству  отнесем все точки, в которых оба
сатуратора не насыщены:

(наклонная полоса, ограниченная пунктирными линиями на рис. 1). Множество  состоит из
точек, в которых насыщен внутренний сатуратор, а внешний сатуратор не достигает насыщения:

(две горизонтальные полосы на рис. 1). Множество

включает в себя все точки, в которых достигает насыщения внешний сатуратор, т.е.
. Границу между всеми тремя множествами обозначим : .

2w 1w
2
2w

> 0ik = 1,4i ≥3 4 1 24k k k k
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Из формулы (1.4) с учетом (1.5) видно, что  – кусочно-линейная функция:

Производные  в силу системы (1.2) определены формулами

и на множествах Di, , принимают вид:

Подставляя выражения для ,  и  в уравнение замкнутой системы (1.1), (1.8), получаем аф-
финную систему с переключениями:

(1.9)

где , ,  и , ,  – постоянные матрицы и векторы соответственно:

1U

−λ − λ ∈
− λ + ∈
− + ∈

2
1 2 1 2 1

1 2 1 1 2 2

2 1 1 1 2 3
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Рис. 1. Разбиение фазовой плоскости на множества ,  и .
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и , , .
Переключения между системами зависят от состояния, согласно закону

(1.10)

Так как  меняется скачком при пересечении границы , функция  претерпевает разрыв вто-
рого рода в этот момент, а управление U(x) имеет как кусочно-непрерывную, так и импульсную
составляющие. На множестве  (jump set [1]) вектор состояния меняется скачком, так что
отображение (1.9) (f low map [1]) следует дополнить отображением

(1.11)

(jump map [1]), где  и  – значения вектора состояния до и после скачка соответственно,
 и  – скачок функции  при пересечении траекторией границы .

Таким образом, представления (1.1), (1.8) и (1.9), (1.11) эквивалентны, т.е. замкнутая система
(1.1), (1.8) является гибридной, и исследование ее устойчивости сводится к исследованию гло-
бальной устойчивости системы (1.9), (1.11).

2. Доказательство глобальной устойчивости. Легко видеть, что области  и  не включают на-
чала координат и вторая и третья системы в (1.9) не имеют стационарных положений равнове-
сия. Следовательно, необходимым условием устойчивости начала координат является гурвице-
вость матрицы A1. Вычисляя характеристический полином A1 и применяя критерий Раусса–Гур-
вица или Льенара–Шипарда [15], нетрудно доказать что эта матрица гурвицева при любых 
и . Далее будет показано, что эти условия не только необходимы для глобальной устойчиво-
сти системы (1.9), но и достаточны. Для этого сначала будет показано, что задача исследования
устойчивости рассматриваемой гибридной системы 4-го порядка сводится к исследованию
устойчивости системы 2-го порядка с переключениями. Затем будет доказано, что последняя
устойчива при любом законе переключения.

2.1. С в е д е н и е  и с с л е д о в а н и я  у с т о й ч и в о с т и  г и б р и д н о й  с и с т е м ы  4-г о
п о р я д к а  к  и с с л е д о в а н и ю  у с т о й ч и в о с т и  с и с т е м ы  2-г о  п о р я д к а  с  п е р е -
к л ю ч е н и я м и. Для начала избавимся от разрывной переменной , введя новые переменные
состояния  и  вместо  и :

Так как скачки  и  при пересечении границы  компенсируют друг друга, переменная 
непрерывна, так что ее можно дифференцировать в обычном смысле. Введем обозначения

 и  для производных функций  и  в силу системы (1.1), сохранив обозначения с
помощью точки над символом для производных этих функций в силу системы (1.2). Для произ-
водных  и  в силу (1.1) имеем:

   
   
   −λ ξ + λ
   
   −λ ξ − λξ   

2 2
3 3 2 1

2 2

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0

= , = sign( sat( /2))0 0 0 1 0
10 0 2

A b x x

ξ ξ − ξ −1( ) = ( 3)( 1)c ξ ξ − ξ −2( ) = 2( 2)( 1)c ξ ξ − 2
3( ) = ( 2)c

 ∈ ×


σ ∈ ×
 ∈ ×

2
1

2
2

2
3

1, ,

( ) = 2, ,

3, .

x D R

x x D R

x D R


1U Γ 

1U

Γ × 2R

+ − + Δ ∈ Γ
1 1 2 1 2= ( , ) , ( , ) ,x x U x x q x x

−x +x
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1 1 2( , )U x x 
1 1 2( , )U x x Γ

2D 3D
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ξ > 3
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δ1 δ2 3x 4x
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
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∂ ∂ ∂ ∂ ∂
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1 1 3 2 3 4 1 1 1 1 1 2 3 4
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Переписывая (1.9) в новых переменных, получаем

(2.1)

(2.2)

Из (2.1) видно, что компоненты решения ,  стремятся к решению эталонной системы (1.2) то-
гда и только тогда, когда  стремится к нулю. Это условие выполняется, когда нулевое решение

-подсистемы (2.2) глобально устойчиво. Принимая во внимание, что частные производные 
и  не зависят от :

видим, что -подсистема представляет из себя линейную систему с переключениями:

(2.3)

где  и Ci – постоянные матрицы:

(2.4)

(2.5)

(2.6)

а закон переключения i(x) зависит от состояния x-подсистемы: , когда .
2.2. У с т о й ч и в о с т ь  с и с т е м ы  2-г о  п о р я д к а  с  п е р е к л ю ч е н и я м и. Хотя матри-

цы  в правой части (2.3) не зависят от переменных  и , решение -подсистемы (2.3) зависит
от динамики x-подсистемы, так как от состояния -подсистемы зависят моменты переключения
в (2.3). Тем не менее, оказывается, что динамика x-подсистемы не влияет на устойчивость систе-
мы (2.3). А именно справедлива следующая лемма, доказательство которой приведено в Прило-
жении.

Л е м м а  2. Система с переключениями (2.3) устойчива при любых законах переключения то-
гда и только тогда, когда  и .

Устойчивость системы (2.3) при произвольных переключениях означает, что она устойчива и
при любом зависящем от состояния законе переключения. Следовательно, условия λ > 0 и 
достаточны для глобальной устойчивости гибридной системы (1.9), (1.11). Принимая во внима-
ние, что, как установлено в начале данного раздела, эти условия необходимы для глобальной
устойчивости, получаем следующее утверждение.

Т е о р е м а. Нулевое решение гибридной системы (1.9), (1.11) глобально устойчиво тогда и
только тогда, когда λ > 0 и .

3. Численные примеры. С целью иллюстрации рассмотрим стабилизацию интегратора 4-го по-
рядка с помощью обратной связи (1.8) с параметрами  и  (  и ). Пре-
дельные значения управления и скорости эталонной системы с обратной связью (1.4) были

− δ 1 2 2 1 1 2 1= , = ( , ) ,x x x U x x
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принятыми равными единице: , а значения  и  двух других коэффи-
циентов выбраны так, чтобы обеспечить целевую экспоненциальную скорость убывания откло-
нения .

Рисунки 2 и 3 демонстрируют графики переменных состояния для начальных условий  =
= –5.0, ,  и . Начальные невязки, таким образом, равны

 и . На рис. 2 показаны от-
клонения и скорости ( , ) и ( , ) исследуемой и эталонной систем, а на рис. 3 для сравнения
представлены переменные  и  и функции  и . Видно, что невязки  и 
быстро убывают и становятся практически равными нулю при . Первые две компонен-
ты вектора состояния интегратора 4-го порядка ведут себя аналогично переменным состояния
интегратора 2-го порядка в том смысле, что графики одного из них могут быть получены из гра-
фиков другого сдвигом вдоль оси времени: , , for  (рис. 2). Время за-
держки  зависит как от параметров  и , так и от начальных условий.

Наконец, для демонстрации отсутствия устойчивости нулевого решения при  на рис. 4
показаны графики  и  для . Из рисунка видно, что система останавливается на неко-
тором расстоянии от начала координат.

Заключение. Рассмотрена задача стабилизации цепочки четырех интеграторов при дополни-
тельном условии следования вдоль целевой траектории вблизи состояния равновесия. Целевая
траектория определена неявно как траектория эталонной системы. В качестве эталонной систе-
мы взят интегратор 2-го порядка, стабилизируемый с помощью обратной связи в виде вложен-
ных сатураторов. Предложен новый закон управления в виде комбинации кусочно-непрерыв-
ной и импульсной составляющих. Показано, что система, замкнутая таким законом управления,
является гибридной аффинной системой и что задача исследования ее устойчивости сводится к
исследованию устойчивости более простой системы 2-го порядка с переключениями. Определе-
на область значений параметров обратной связи, обеспечивающих глобальную устойчивость ис-
следуемой системы.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Д о к а з а т е л ь с т в о  л е м м ы  1. Доказательство не зависит от конкретных значений ресурса
управления ( ) и максимальной скорости ( ). Поэтому без потери общности положим их рав-
ными единице. При замыкании системы (1.2) обратной связью (1.4) получаем кусочно-линей-
ную систему, определенную уравнениями

(П.1)

2 4= = 1k k 1 = 0.75k 3 = 3.0k

λ = 1.5

1(0)x
2(0) = 0.5x −3(0) = 0.5x −4 = 1.0x

δ −1 1 1 2 3(0) = ( (0), (0)) (0) = 1.5U x x x δ −
2 1 1 2 4(0) = ( (0), (0)) (0) = 1.0U x x x

1x 2x 1w 2w
3x 4x 1 1 2( , )U x x 

1 1 2( , )U x x δ1 δ2

≈> 3dt t

≈ −( ) ( )i i dx t w t t = 1,2i > dt t
dt λ ξ

ξ ≤ 3
1x 2x ξ = 2.0

4k 2k

− − 1 2 2 3 1 1 3 2= , =x x x k k x k x

Рис. 2. Графики отклонений и скоростей ( , ) и ( , ) исследуемой и эталонной систем ( ).
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в области  и уравнениями

(П.2)

(П.3)

в  и  соответственно. Условие леммы означает, что начало координат является устойчивым
узлом уравнения (П.1). Пусть корни характеристического уравнения равны  и , где

.
Доказательство леммы основано на хорошо известном факте из теории динамических систем

2-го порядка [16]. Множество -предельных точек (т.е. предельных точек положительных по-
лутраекторий) ограниченных траекторий системы может состоять только из точек равновесия,
траекторий, соединяющих точки равновесия, и замкнутых траекторий. Так как рассматриваемая
система имеет единственную точку равновесия (устойчивый узел в начале координат) требуется

1D

− + 1 2 2 3 2 1= , = ( sign( )),x x x k x x

− + 1 2 2 2 1 1= , = sign( sat( ))x x x x k x

2D 3D
−λ1 −λ2

λ ≤ λ1 20 <

ω

Рис. 3. Графики переменных  и  и функций  и  ( ).
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доказать, что любая траектория, во-первых, принадлежит ограниченному множеству и, во-вто-
рых, не может быть замкнутой кривой.

Из уравнения (П.2) и рис. 1, легко видеть, что любая траектория, начинающаяся в , за ко-
нечное время попадает в . В  интегральными кривыми системы (П.3) являются параболы

, двигаясь вдоль которых система попадает либо в , либо в
. Другими словами, любая траектория через конечное время обязательно попадает в  (но не-

обязательно после этого остается в нем). Следовательно, с учетом ограниченности множества 
никакая траектория не может уйти в бесконечность. Отсюда также следует, что никакая замкну-
тая траектория не может целиком лежать в  или , или в их объединении . В силу
условий леммы, очевидно также, что не существует замкнутой траектории, целиком лежащей в
области . Таким образом, любая замкнутая траектория, если существует, должна дважды пере-
секать область D, делящую множество  на две разомкнутые области  и , лежащие выше и
ниже области D, в которых управление принимает предельные значения –1 и +1 соответственно.
Для краткости, будем называть сегменты траекторий, принадлежащих множеству , в
котором управление не насыщено, и множеству , в котором управление достигает насыщения,
ненасыщенными и насыщенными сегментами. Следовательно, любая замкнутая траектория
должна состоять из четырех – двух насыщенных и двух ненасыщенных – сегментов, причем дви-
жение вдоль такой траектории должно быть направлено по часовой стрелке. Возможны только
три следующих варианта локализации таких сегментов на фазовой плоскости:

1) ненасыщенные сегменты целиком лежат во втором и четвертом квадрантах;
2) ненасыщенный сегмент начинается в первом (третьем) квадранте на множестве  и закан-

чивается во втором (четвертом) квадранте;
3) ненасыщенный сегмент начинается в первом (третьем) квадранте на множестве  и закан-

чивается во втором (четвертом) квадранте.
Рассмотрим эти три случая отдельно.
1. Функция

положительна всюду, за исключением начала координат, где она равна нулю. Производная V в
силу системы (1.2) определена формулой

(П.4)

где . Определим знак  на каждом из вышеперечисленных сегментов. В первом квад-
ранте ; поэтому . Часть траектории, лежащая во втором квадрате, в общем случае

2D
1D 3D

− + +2
1 2 1 1 2( ) = sign( sat( )) ( )/2x t x k x x t C 1D
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+ 2
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V x x

+
2 1 1= (sign( ) ( )),V x x U x
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−1( ) = 1U x  = 0V

Рис. 5. Эллипс  и траектория центра эллипса  при изменении  от 3 до .
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состоит из трех участков: часть насыщенного сегмента, на котором , ненасыщенный
сегмент и участок насыщенного сегмента, на котором . На первом из них ; на вто-
ром , так как , и на третьем . Аналогично находим, что на
участках траектории, лежащих в третьем и четвертом квадрантах, производная либо отрицатель-
на, либо равна нулю. Это означает, что после прохождения всех четырех сегментов система по-
падает в ту же точку фазовой плоскости с другим значением функции V, что невозможно. Следо-
вательно, замкнутая траектория такого типа не может существовать.

2. Рассмотрим для определенности первый квадрант. Докажем, что, если траектория входит в
область  в первом квадранте, то она уже не выйдет из нее и, таким образом, не может быть за-
мкнутой. Войдя в  в первом квадранте, траектория пересечет ось  на интервале , где

 – абсцисса точки, в которой верхняя граница множества  пересекает ось  (рис. 1).
Траектория может выйти из области  только если она пересечет асимптоту  уравне-
ния (1.6), что невозможно. Действительно, асимптота пересекает нижнюю границу области  в
точке с координатами , абсцисса которой больше, чем . Следовательно, весь уча-
сток асимптоты, принадлежащий вертикальной полосе , полностью лежит в области

, так что траектория не может выйти из  и стремится асимптотически в начало координат.
3. В третьем случае часть множества  лежит в первом и третьем квадрантах. Такое располо-

жение возможно только при малых значениях , когда расстояние от прямой линии 
( ) до верхней (нижней) границы , равное , больше единицы, т.е. при . Рассмот-
рим, для определенности, первый квадрант. Войдя в  в первом квадранте, траектория пересе-
чет ось  и затем в полосе  пересечет границу  между множествами  и .
Отметим, что асимптота и нижняя граница  пересекают эту линию в точках с ординатами

, , и  соответственно. Так как , имеем  и,
следовательно, . Отсюда следует, что весь участок асимптоты, лежащий в вертикальной
полосе , полностью лежит в , так что траектория не может его пересечь, а значит,
и выйти из , и асимптотически стремится в начало координат, как и в предыдущем случае.
Лемма 1 доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о  л е м м ы  2. Необходимость. Для того чтобы система (2.3) была устойчи-
ва при любых переключениях, необходимо, чтобы все три матрицы ,  и  были гурвицевы.
Для  матрица  – гурвицева при любых ;  – при  и  и  – при . Отсю-
да, очевидно, следует необходимость условия леммы.

Достаточность. Для того чтобы нулевое решение -подсистемы (2.3) было глобально устой-
чиво, достаточно чтобы существовала общая квадратичная функция Ляпунова   для
всех трех линейных систем (2.3), т.е. существовала положительно-определенная матрица , удо-
влетворяющая трем линейным матричным неравенствам (л.м.н.) [7, 17]:

(П.5)

Из гурвицевости матриц Ci, , при  следует, что каждое отдельное л.м.н. в (П.5) имеет
решение. Докажем, что их общее решение существует.

Будем искать матрицу  в виде , где  и [18]

(П.6)

 и . Последнее неравенство, обеспечивающее положительную определенность
матрицы P, выполняется для всех точек на плоскости , лежащих выше параболы 
(рис. 5). Множество решений каждого неравенства в (П.5) в пространстве переменных  –
конус, а его проекция на плоскость r = 1 – эллипс:

(П.7)
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где P определена формулой (П.6). Общая функция Ляпунова для всех трех систем (2.3) существу-
ет, если пересечение трех эллипсов не пусто, т.е. существует точка , принадлежащая всем
трем эллипсам (П.7). Покажем, что центр эллипса  удовлетворяет этому условию при любых

.
Подставляя (П.6) в первое л.м.н. в (П.5), получаем

(П.8)

Матрица Q1 положительна определена тогда и только тогда, когда

(П.9)

и ее детерминант положителен. Второе условие после несложных, но громоздких вычислений
сводится к неравенству

(П.10)

где ,

Сравнивая (П.10) с каноническим уравнением эллипса

где O1 – вектор координат центра эллипса, получаем

(П.11)

Координата , очевидно, удовлетворяет условию (П.9) при любых . Докажем, что
 при любых . Легко проверить (см., например, доказательство в [18]), что эллипс

 не зависит от параметра  и определен формулой [18]

(П.12)

На рис. 5 показаны граница эллипса  и парабола , отделяющая область, в которой
матрица P положительно определена, а также кривая, описываемая точкой , при изменении
ξ от 3 до бесконечности. Как видим, кривая полностью лежит внутри эллипса и, следовательно,

 при любых . Заметим, что центр  стремится к центру , когда
.

Докажем теперь, что  при любых . Подставляя (П.6) во второе л.м.н. в (П.5), по-
лучаем

(П.13)
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МОРОЗОВ, ПЕСТЕРЕВ

Условие  выполняется, если матрица , получающаяся подстановкой  и
 в (П.13) вместо  и  соответственно, положительно определена при любых . Из нера-

венства (П.9) следует, что первый диагональный элемент  положительный. Проверим знак
детерминанта матрицы . Имеем

Подставляя  и  вместо  и  в последнюю формулу, находим

где  – полином:

(П.14)

сведя таким образом задачу к доказательству строгой положительности этого полинома при
. Легко убедиться с помощью непосредственной проверки, что  преобразуется к виду

(П.15)

Так как каждое слагаемое в правой части (П.15) положительно при ,  также положитель-
но. Лемма 2 доказана.
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