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Рассматривается задача построения множеств достижимости, т.е. множеств терминальных
состояний, в которые можно перевести систему из начала координат за фиксированное вре-
мя, и 0-управляемости, т.е. множеств начальных состояний, из которых систему можно пере-
вести в начало координат за фиксированное время, для стационарных линейных дискретных
систем с суммарным ограничением на управление. Доказано представление множеств дости-
жимости и 0-управляемости в виде линейных преобразований суперэллипсоидальных мно-
жеств конечной и бесконечной размерности. Предложен конструктивный метод описания
искомых множеств на основе аппарата опорных полуплоскостей, в том числе и для предель-
ных множеств достижимости и управляемости. В случае евклидовых пространств описание
получено в явном виде. Приведены примеры. Для трехмерной системы управления движени-
ем спутника на околокруговой орбите произведено моделирование множеств достижимости.

DOI: 10.31857/S0002338823050086, EDN: OHKBDH

Введение. При исследовании динамических систем зачастую приходится учитывать различ-
ные ограничения, наложенные на управляющие воздействия, что приводит к тому, что далеко не
все терминальные состояния являются достижимыми из заданного начального даже за беско-
нечное время. В результате классических условий управляемости Калмана оказывается недоста-
точно, чтобы сделать вывод о достижимости того или иного терминального состояния. В связи с
чем представляется актуальной разработка методов, позволяющих формировать конструктивное
описание множеств достижимости, т.е. множеств терминальных состояний, в которые можно
перевести систему из начала координат, и 0-управляемости, т.е. множеств начальных состояний,
из которых систему можно перевести в начало координат, за конечное число шагов, а также
оценки предельных множеств достижимости и 0-управляемости [1]. Процедура построения про-
извольных множеств управляемости, для которых терминальное состояние не фиксировано, мо-
жет быть за счет сдвига системы координат сведена к задаче построения множеств 0-управляе-
мости. Множества 0-управляемости и достижимости могут быть использованы в ряде задач оп-
тимального управления для формирования позиционного управления для систем с дискретным
временем [2–4].

На данный момент известны результаты построения множеств достижимости и 0-управляе-
мости для линейных систем с дискретным временем и ограничениями на функцию управления
в смысле -нормы. В частности, доказано, что в случае линейных ограничений на управление
множества достижимости и 0-управляемости за конечное число шагов представляют собой мно-
гогранники [2]. Для их предельных аналогов сформулированы необходимые и достаточные усло-
вия ограниченности [5], а в ряде частных случаев предложены конструктивные методы форми-
рования внешних оценок на основе аппарата опорных полупространств [6, 7] или принципа
максимума [8]. Также к новым результатам относится описание предельных множеств достижи-

1 Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда (проект № 23-71-01014).
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мости и 0-управляемости в виде многогранников для систем с ограничениями на функцию
управления в смысле -нормы [9].

Однако для более общего случая lp-нормы с произвольным значением параметра 
известные результаты являются неприменимы, что связано в первую очередь со строгой выпук-
лостью ограничений и невозможностью представления искомых множеств в полиэдральной
форме. Напротив, эффективным оказывается их описание на основе аппарата суперэллипсои-
дальных множеств конечной [10, 11] и бесконечной размерностей, что тесно связано со строго
выпуклым анализом [12, 13], выпуклым программированием [14], теорией нормированных про-
странств [15] и линейных операторов [16].

В статье изучаются вопросы построения множеств достижимости и 0-управляемости с сум-
марным ограничением на управление в смысле lp-нормы. Удается в явном виде описать опорное
полупространство и точку касания для произвольного множества достижимости или 0-управля-
емости за конечное или бесконечное число шагов. Это позволяет применить аппарат полиэд-
ральной аппроксимации [17–19] для описания внутренних и внешних оценок искомых мно-
жеств в виде многогранников и использовать их для решения различных задач управления дис-
кретными системами.

В разд. 1 производится постановка задачи. В разд. 2 изучаются различные свойства образов
конечномерных и бесконечномерных суперэллипсоидальных множеств при линейном отобра-
жении в . В разд. 3 доказывается, что каждое множество 0-управляемости и достижимости
представимо в виде образа суперэллипсоидального множества при линейном невырожденном
преобразовании, что позволяет сформулировать их свойства на основе результатов разд. 2 и кон-
структивно описать опорную гиперплоскость для произвольного опорного вектора. Существен-
ным является доказательство необходимых и достаточных условий ограниченности предельных
множеств достижимости и 0-управляемости. В разд. 4 для частного случая евклидовых про-
странств описание множеств достижимости и 0-управляемости построено явно в виде эллипсо-
идальных множеств. В разд. 5 приведены примеры, демонстрирующие полученные теоретиче-
ские результаты. В разд. 6 рассмотрена система управления движением спутника на околокруго-
вой орбите, для которой построены множества достижимости на основе разработанных методов.

1. Постановка задачи. Рассматривается линейная система с дискретным временем и ограни-
ченным скалярным управлением:

(1.1)

где ,  – вектор состояния системы,  – скалярное управление,
,  – матрицы системы,  – параметр, определяющий тип суммарного

ограничения на управление.

В ряде случаев будет использовано предположение о том, что система (1.1) управляема по
Калману, т.е. выполнено условие

(1.2)

Хотя некоторые свойства будут также справедливы и для систем (1.1), не удовлетворяющих (1.2).

Обозначим для произвольного  через  множество достижимости системы (1.1),
т.е. множество тех состояний, в которые можно перевести систему (1.1) за N шагов из 0 посред-
ством выбора допустимого управления:

(1.3)
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Аналогично для произвольного  через  обозначим множество 0-управляемости си-
стемы (1.1), т.е. множество тех начальных состояний, из которых можно перевести систему (1.1)
за N шагов в 0 посредством выбора допустимого управления:

(1.4)

Цель статьи – построить множества (1.3) и (1.4) и описать их свойства. В том числе интерес
представляют предельные свойства множеств (1.3) и (1.4), т.е. необходимо изучить свойства пре-
дельных множеств  достижимости и 0-управляемости системы (1.1) соответствен-
но. Здесь  – множество тех состояний, в которые можно перевести систему (1.1) за конечное
число шагов из 0 посредством выбора допустимого управления:

(1.5)

Аналогично  – множество тех начальных состояний, из которых можно перевести систе-
му (1.1) за конечное число шагов в 0 посредством выбора допустимого управления:

(1.6)

2. Дополнительные построения. Предельные множества  и  могут быть представлены с
точностью до замыкания в виде проекции шара из нормированного пространства lp на конечно-

мерное подпространство . Пространство числовых последовательностей lp и норма в нем опре-
деляются следующим образом [15, разд. 1, §2, Гл. III]:

Числа p и q являются двойственными по Гельдеру:

Пространство  будем полагать евклидовым, наделенным скалярным произведением по фор-
муле:

Линейную, выпуклую и коническую оболочки произвольного множества  обозначим че-
рез ,  и  соответственно. Под , ,  и  будем понимать размер-
ность, множество граничных точек, множество внутренних точек и замыкание . Для произ-
вольного линейного подпространства  обозначим через  его ортогональное дополне-
ние, т.е. множество всех векторов из , ортогональных каждому вектору из . Также для
произвольной матрицы  под  будем понимать ее ядро:
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Обозначим через  суперэллипсоидальное множество размерности N:

Для произвольной последовательности  и произвольного  определим матрицу
 и множество :

Л е м м а  1. Пусть . Тогда

Доказательство леммы 1 и всех последующих утверждений приведено в Приложении.

По построению  представляет собой образ  при воздействии линейного

отображения :

(2.1)

Л е м м а  2.  – выпуклое, замкнутое и ограниченное множество. Если ,
то  строго выпукло.

Лемма 2 является следствием более общего свойства выпуклых множеств: при любом линей-
ном преобразовании относительно внутренние точки выпуклого множества преобразуются в от-
носительно внутренние точки образа выпуклого множества. В случае если линейное отображе-
ние является сюръекцией (т.е. описывается матрицей полного ранга), а исходное множество
имеет непустую внутренность, то относительно внутренние точки заменяются в утверждении на
внутренние [12, теорема 6.6].

Вектор  называется опорным к выпуклому множеству  в точке  [13,
1.8, Гл. 1], если

Нормальным конусом  выпуклого множества  в точке  называется множе-
ство всех векторов, опорных к  в :

Для произвольной внутренней точки  нормальный конус представляет собой пустое
множество:

Согласно определению нормального конуса, справедлив критерий принадлежности некоторой
точки  внутренности выпуклого множества : включение  верно тогда и
только тогда, когда .

Л е м м а  3. Пусть . Тогда для любого  верно, что:

1) ;
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Леммы 1–3 определяют основные свойства множеств достижимости (1.3) и 0-управляе-
мости (1.4), такие, как строгая выпуклость, гладкость границы и монотонность. Более того, при
помощи леммы 3 можно восстановить произвольную точку на границе множества и гиперплос-
кость, опорную к множеству в данной точке, чего достаточно для построения сколь угодно точ-
ных внутренних и внешних полиэдральных оценок исследуемого множества [17]. Однако в слу-
чае описания предельных множеств достижимости и 0-управляемости данные утверждения ока-
зываются неэффективны. Принципиальным вопросом в изучении множеств (1.5) и (1.6)
являются необходимые и достаточные условия их ограниченности.

Пусть  – шар радиуса 1 с центром в 0 в lp:

Рассмотрим последовательность векторов  из  в качестве линейного оператора

:

Вообще говоря, оператор  может быть определен не на всем пространстве lp. Через 
обозначим множество всех векторов, на которых  определен. В ряде случаев будет существенно
наличие свойства сюръекции , для выполнения которого достаточно предположить аналогич-
ное условию (1.2) равенство

(2.2)

Последовательность  можно рассмотреть в качестве упорядоченного набора n числовых после-

довательностей , :

(2.3)

Поэтому  является элементом пространства . Исследование ограниченности опе-

ратора  связано со свойствами последовательностей , его формирующих. В частности,
важнен класс всех , удовлетворяющих представлению (2.3), в котором для каждого 

справедливо условие . Такой класс обозначим через , а через  – образ шара 
при воздействии отображения :

(2.4)
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В общем случае множества  и  не совпадают. Покажем это на следующем

примере.
П р и м е р  1. Пусть n = 1,  – произвольная нефинитная последовательность.

Рассмотрим . Тогда

В силу неравенства Гельдера гиперплоскость  является опорной к . Так как 
представляет собой строго выпуклое множество, то существует единственная точка касания

:

Действительно,

Тогда , но при этом не существует , такого, что , так как последова-
тельности  и  по построению не являются финитными. Окончательно получим, что

Существенным в примере 1 является свойство строгой выпуклости множества , из кото-
рого следует единственность точки касания любой опорной к  гиперплоскости. Аналогич-
ные рассуждения для  некорректны.

Результат примера 1 справедлив для произвольного .
Л е м м а  6. Пусть

Тогда для всех , таких, что  не финитна, верно включение

С л е д с т в и е  1. Пусть справедливы предположения леммы 6. Тогда равенство
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верно тогда и только тогда, когда последовательности  финитны.

Л е м м а  7. Допустим, что . Тогда равенство

верно тогда и только тогда, когда для всех 

Л е м м а  8. Пусть выполнено условие (2.2), . Тогда для любого  верно, что:

1) ;

2) для произвольного  справедливы соотношения

Лемма 4 определяет необходимые и достаточные условия того, чтобы предельное множество

 оказалось ограниченным. Следствие 1 и лемма 7 вместе предлагают необходимые и

достаточные условия, которые надо наложить на последовательность , чтобы данное предель-
ное множество оказалось замкнутым или открытым. При этом лемма 5 гарантирует, что с точно-
стью до замыкания оно будет совпадать с , а лемма 8 позволяет восстановить произволь-
ную точку на границе этого множества и гиперплоскость, опорную к нему в данной точке, чего
достаточно для построения внутренних и внешних полиэдральных аппроксимаций .

3. Свойства множеств достижимости и 0-управляемости. На основе результатов разд. 0 имеется
возможность описать структуру множеств достижимости (1.3) и 0-управляемости (1.4).

Л е м м а  9. Пусть семейства множеств  и  для системы (1.1) определяют-
ся соотношениями (1.3) и (1.4) соответственно, . Тогда:

1) если , то справедливо равенство

2) если , , то верно равенство

Т е о р е м а  1. Пусть семейства множеств  и  для системы (1.1) определя-
ются, согласно (1.3) и (1.4) соответственно: Тогда:

1) если , то ;

2) если , то , ;

3)  – выпуклое, замкнутое и ограниченное множество;

4) если выполнено условие (1.2) и , то для любых  и  верны соот-
ношения:
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5) если , то пункты 1–4 также справедливы и для семейства множеств .
В п. 4 граничная точка  определяется соотношениями

Жордановым базисом матрицы A называется набор линейно независимых векторов h1, ...,

, который задает преобразование подобия матрицы A в ее вещественную жорданову ка-
ноническую форму [20, разд. 3.4, Гл. 3]. Такой базис единственен с точностью до ненулевых со-
множителей и порядка векторов , и каждый базисный вектор соответствует некоторой
жордановой клетке, т.е. некоторому собственному значению матрицы A. Если разбить элементы
жорданова базиса на три множества по критерию того, соответствуют ли они собственному зна-
чению матрицы A большему, равному или меньшему 1 по модулю, то получится определить сле-
дующие три инвариантных подпространства:

Т е о р е м а  2. Пусть множество  определяется соотношением (1.5). Тогда  ограниче-
но тогда и только тогда, когда

Если  ограничено и справедливо условие (1.2), то:

1)  строго выпукло;

2) для любых 

3) для любых  верны соотношения:

4) опорная функция  иммет вид

−
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Т е о р е м а  3. Пусть множество  определяется соотношением (1.6). Тогда  ограниче-
но тогда и только тогда, когда

Если  ограничено и справедливо условие (1.2), то:

1)  строго выпукло;

2) для любых 

3) для любых  верны соотношения:

4) опорная функция  иммет вид

С л е д с т в и е  2. Пусть множества ,  определяются соотношениями (1.5) и (1.6) соот-
ветственно. Тогда:

1) если все собственные значения матрицы A меньше по модулю, чем 1, то  ограничено;

2) если все собственные значения матрицы A больше по модулю, чем 1, то  ограничено.
Хотя теоремы 2 и 3 предлагают необходимые и достаточные условия ограниченности мно-

жеств (1.5) и (1.6), использование данных утверждений может быть затруднено в связи с необхо-
димостью построения жорданова базиса A. В свою очередь следствие 2, будучи лишь достаточ-
ным условием ограниченности, позволяет обойтись исключительно вычислением собственных
значений матрицы A. Также применение теорем 2 и 3 для построения опорных полупространств
к множествам (1.5) и (1.6) проблематично в общем случае, так как требует вычисления точной
суммы ряда. С другой стороны, теоремы 2 и 3 определяют опорные функции множеств (1.5) и
(1.6) в случае их ограниченности явным образом.

4. Частный случай евклидовых пространств. Рассмотрим случай p = 2. Данное допущение поз-
воляет описать множества  и  в терминах скалярного произведения. С учетом (2.1)
и (2.4) верно равенство , откуда в силу леммы 9 следует, что каждое из
множеств (1.3)–(1.6) является линейным преобразованием шара , что позволяет яв-
ным образом описать их структуру.

Л е м м а  10. Пусть справедливо (2.2), , . Тогда верно представление

С учетом леммы 9 лемма 10 позволяет описать множества достижимости  и 0-управля-
емости  системы (1.1), удовлетворяющей условию (1.2), явно в виде эллипсоидальных мно-
жеств для любого . Также процедуру их построения благодаря лемме 9 можно проводить
рекуррентно.

Л е м м а  11. Пусть , выполнено условие (1.2) и . Тогда существуют положитель-
но определенные и симметрические матрицы , такие, что
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где

Согласно леммам 9 и 5, множества (1.5) и (1.6) в случае их ограниченности, необходимые и до-
статочные условия которой определяются теоремами 2 и 3, с точностью до замыкания совпадают
с образом шара  при некотором линейном преобразовании, т.е. являются эллипсои-
дальными множествами. При этом их структура может быть вычислена в результате решения ал-
гебраического дискретного уравнения Риккати [21].

Т е о р е м а  4. Пусть  и выполнено условие (1.2). Тогда:
1) если  ограничено, то

где положительно определенная и симметрическая матрица  удовлетворяет матрич-
ному уравнению

2) если  ограничено, то

где положительно определенная и симметрическая матрица  удовлетворяет матрич-
ному уравнению

5. Примеры. В данном разделе приведены примеры множеств 0-управляемости и достижимо-
сти для различных систем. В качестве иллюстраций множеств используются их внутренние по-
лиэдральные оценки, построенные на основе п. 4, 5 теоремы 1:

В случае pn = 2 искомые множества будут построены точно при помощи лемм 10 и 11.
П р и м е р  2. Рассмотрим систему (1.1) размерности n = 2 со следующими матрицами:

(5.1)

На базе п. 4 теоремы 1 построим множества достижимости для различных значений  и
. Графически результаты проиллюстрированы на рис. 1–4.

П р и м е р  3. Рассмотрим систему (1.1) размерности n = 2 со следующими матрицами:

(5.2)

Согласно п. 4 теоремы 1, построим множества достижимости для различных значений  и
. Графически результаты представлены на рис. 5–8.

П р и м е р  4. С учетом леммы 9 и условий (5.1) на рис. 1–4 приведены множества 0-управля-
емости системы (1.1) c матрицами
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Аналогично, в силу леммы 9 и условий (5.2), на рис. 5–8 изображены множества 0-управляемо-
сти системы (1.1) c матрицами

6. Система управления спутником. Рассмотрим систему управления движением спутника, рас-
положенного на околокруговой орбите, представленную в [22]. Предполагается, что коррекция
орбиты осуществляется посредством двигателей импульсной тяги. Корректирующие импульсы
направлены по касательной к траектории движения и исполняются без ошибок через равные
промежутки времени. На энергетические ресурсы двигателей наложены суммарные ограниче-
ния.

Круговая орбита, на которой должен находиться спутник, описывается значениями радиуса
орбиты r0, радиальной скорости  и трансверсальной скорости . Обозначим отклонения ре-
альных значений радиуса орбиты и составляющих скорости от номинальных параметров движе-
ния следующим образом:

Линеаризованная система дифференциальных уравнений, представляющая движение спутника,
согласно [22], имеет вид

(6.1)
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Рис. 1. Множества  для системы (1.1), (5.1), 
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Поскольку управление подается импульсно через равные промежутки времени , то можно
рассматривать в качестве наблюдаемых параметров системы вектор состояния x(k) =
=  в моменты времени , т.е. непосредственно перед выполнением

-го корректирующего импульса, . Данное предположение позволяет решить
систему линейных дифференциальных уравнений (6.1) явно и перейти к конечно-разностным
соотношениям вида (1.1) с матрицами системы:

Для исследования на ограниченность предельных множеств управляемости и достижимости по-
строим жорданов базис матрицы A и вычислим ее собственные значения:

Отсюда следует, что , и, согласно теоремам 2 и 3, рассматриваемая система управле-
ния обладает неограниченными предельными множествами достижимости и управляемости.
Если предположить, что на мощность корректирующих импульсов наложены суммарные квад-
ратичные ограничения, т.е. p = 2, то возможно построить множество достижимости, согласно
леммам 9 и 10. При выборе  и  множество , изображенное на рис. 9, пред-
ставляет собой эллипсоид, описываемый следующей матрицей квадратичной формы:

0 > 0t

Δ Δ Δ T
0 0 0( ( ), ( ), ( ))R Tr kt kt ktv v 0kt

+( 1)k ∈ ∪ {0}k N

− + − + − +   
   
      − − − −   

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

cos 2 sin 2 cos 2 2 cos 2
= sin cos 2 sin , = 2 sin .

cos 1 sin 2 cos 1 2 cos 1

t t t t
A t t t b t

t t t t

±
− −     
     − λ λ
          
     

0
1 2 3 1 2,3

2 1 0
= 0 , = 0 , = 1 , = 1, = e .

1 1 0

it
h h h

∈ 3
=1 =b L R

= 20N 0 = 0.25t =2(20)

− 
 − −
  − 

20

0.1210 0.0151 0.1686
= 0.0151 0.0247 0.0217 .

0.1686 0.0217 0.2486
H

Рис. 2. Множества  для системы (1.1), (5.1), 
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Заключение. Обсуждаются некоторые свойства множеств достижимости и 0-управляемости
для стационарной линейной дискретной системы с суммарным ограничением на управление.

Представлены общие свойства образов суперэллипсоидальных множеств при линейных пре-
образованиях. В частности, получено конструктивное описание этих множеств через аппарат
опорных полупространств в виде леммы 3. Сформулированы необходимые и достаточные усло-
вия ограниченности, замкнутости или открытости предельных множеств достижимости и
0-управляемости (леммы 4–7).

Продемонстрировано, что множества достижимости и 0-управляемости за конечное число
шагов могут быть описаны в виде образа суперэллипсоидального множества при фиксирован-
ном линейном преобазовании, а их предельные аналоги представляют собой с точностью до за-
мыкания образ шара из lp при линейном отображении в . Данный факт позволяет воспользо-
ваться общими свойствами для описания множеств достижимости и 0-управляемости. Приведе-
но точное описание множеств достижимости и 0-управляемости в виде эллипсоидальных
множеств.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Для произвольных  и выпуклого тела , содержащего 0 в качестве внутренней точ-
ки, обозначим через  функционал Минковского [15, разд. 3, §2, Гл. III]:

Произвольное замкнутое выпуклое тело , содержащее 0 в качестве внутренней точки, в
силу теоремы Минковского [15, теорема 3, разд. 3, §2, Гл. III] допускает представление

(П.1)

n
R

∈ nx R ∈8
n

R

μ 8( , )x

μ ∈8 8( , ) = inf{ > 0 : }.x t x t

∈8
n

R

∈ μ ≤8 8= { : ( , ) 1}.nx xR

Рис. 3. Множества  для системы (1.1), (5.1), 
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Л е м м а  12. Пусть  – выпуклые и компактные тела, содержащие 0 в качестве
внутренней точки. Включение  верно тогда и только тогда, когда для произвольного

 справедливо неравенство

Д о к а з а т е л ь с т в о  л е м м ы  12. Пусть , . Тогда по определению функцио-
нала Минковского

Допустим, что для всех  справедливо неравенство

Тогда в силу (П.1)

Лемма 12 доказана.

Л е м м а  13. Пусть . Тогда для любого  верно неравенство

⊂8 81 2, n
R

⊂8 81 2

∈ nx R

μ ≥ μ8 81 2( , ) ( , ).x x

⊂8 81 2 ∈ nx R

∈ μ ⊂ μ8 8 8 81 1 1 2( , ) ( , ) ,x x x

μ ≥ ∈ μ8 8 81 2 2( , ) inf{ > 0 : } = ( , ).x t x t x

∈ nx R

μ ≥ μ8 81 2( , ) ( , ).x x

∈ μ ≤ ⊂ ∈ μ ≤8 8 8 81 1 2 2= { : ( , ) 1} { : ( , ) 1} = .n nx x x xR R

2 1> > 0p p ∈ \{0}nx R

   
≥   

   
 

1 2

1 2

1/ 1/

=1 =1
| | | | .

p pn n
p p

i i
i i

x x

Рис. 4. Множества  для системы (1.1), (5.1)
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Д о к а з а т е л ь с т в о  л е м м ы  13. Для произвольного  рассмотрим функцию
:

Функция  f на области определения явлется непрерывно дифференцируемой. Тогда для доказа-
тельства леммы 13 достаточно показать, что  для всех . Обозначим через  функ-
цию следующего вида:

∈ \{0}nx R

+∞ →:(0; )f R
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Рис. 5. Множества  для системы (1.1), (5.2), 
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так как для всех 

Лемма 13 доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о  л е м м ы  1. В силу леммы 13 для каждого  справедливо нера-
венство

Поскольку для произвольного 

то, согласно лемме 12, верно включение . С учетом представления (2.1) также
справедливо включение .

Лемма 1 доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о  л е м м ы  2. Пусть , . В силу (2.1) существуют u1,

, такие, что , . Поскольку  выпукло, то λu1 + (1 – λ)u2 .
С учетом (2.1)

т.е.  выпукло.

= 1,i n

 
≤  
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Рис. 6. Множества  для системы (1.1), (5.2), 
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Предположим, что . Поскольку при  множество  строго выпукло,

то , т.е. существует открытый шар . Тогда в
силу (2.1)

Так как , существует открытый шар

т.е. . Следовательно,  по определению строго выпуклое.

Замкнутость и ограниченность следует из того факта, что по определению  представ-
ляет собой образ замкнутого и ограниченного множества  под действием непрерывного

линейного отображения  [15, разд. 2, §5, Гл. IV].

Лемма 2 доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о  л е м м ы  3. Как показано в [4], лемма 5 для произвольного выпуклого
и компактного множества , линейного ограниченного оператора  и точки

 справедливо равенство

Если в данном равенстве положить , , то получим соотношения

(П.2)
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Рис. 7. Множества  для системы (1.1), (5.2), 
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Так как при  функционал Минковского множества  является гладкой функ-
цией по первому аругменту:

то нормальный конус множества  в любой граничной точке  представляет собой
коническую оболочку градиента функционала Минковского в точке  [12, теорема 25.6]:

С учетом того, что  и , в силу (П.2) верны равенства

Поскольку , то уравнение

имеет либо одно, либо нуль решений. Иначе говоря,

При этом в случае  с учетом определения нормального конуса справедлива ниж-
няя оценка:

Отсюда следует первое утверждение леммы 3.
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Рис. 8. Множества  для системы (1.1), (5.2)
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Для доказательства второго утверждения леммы 3, согласно определению опорного вектора,
достаточно показать, что  является точкой максимума  при условии .

Учитывая, что

получим следующую цепочку равенств:

Второе утверждение леммы 3 доказано.

Д о к а з а т е л ь с т в о  л е м м ы  4. Представим  следующим образом:

где  – некоторые линейные функционалы.
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Рис. 9. Множество  для системы управления движением спутника
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Пусть верно включение . В силу [15, разд. 3, §3, Гл. IV] для всех  функционалы

 являются ограниченными и определенными на всем lp, т.е.

Отсюда, согласно определению ограниченного оператора [15, разд. 2, §5, Гл. IV], следует огра-
ниченность множества  в  в смысле нормы

Поскольку  – конечномерное пространство, то все нормы в нем эквивалентны [15, разд. 3,
Гл. III], а следовательно,  ограничено в  в смысле любой нормы.

Пусть , что равносильно существованию , такого, что . Согласно [15, разд. 3,

§2, Гл. IV],  не является ограниченным функционалом в lp, что с учетом [15, разд. 2, §1, Гл. IV] пред-

полагает его неограниченность на . Тогда найдется последовательность , на

которой функционал  определен, но при этом неограничен, т.е. для всех  можно подо-
брать число  такое, что

С другой стороны, в силу сходимости ряда существует , такое, что

Тогда

(П.3)

Пусть

Тогда верно включение , так как для каждого  последовательность

 финитна. Однако с учетом (П.3) справедливы соотношения

Поскольку , согласно (2.4), то множество  неограничено в смысле нор-

мы , а следовательно, неограничено в  в смысле любой нормы в силу их эквивалентности.
Лемма 4 доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о  л е м м ы  5. Пусть , т.е. существует , такой, что

. Откуда в силу (2.1) существует , удовлетворяющий равенству

Но тогда , что в силу (2.4) равносильно включению . Отсюда
следует, что
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Поскольку по условию  является ограниченным оператором, то с учетом (2.4) множе-
ство  замкнуто, так как является образом замкнутого множества . Тогда

Произвольный  – предельная точка множества . Согласно (2.4), найдется

, такой, что . Для каждого  определим :

По построению . Тогда в силу (2.1) верно включение

При этом в смысле любой нормы в  с учетом неравенства Гельдера справедливы соотношения

Сходимость выполняется, потому что оба сомножителя являются остатками сходящихся ря-

дов [23, разд. 4, §1, Гл. III], где ряд  сходится, поскольку , а ряд  сходится, так

как . Получаем

Лемма 5 доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о  л е м м ы  6. Пусть  не финитна для некоторого
. Вычислим норму :

Тогда по определению  и в силу (2.4)

Рассмотрим следующую гиперплоскость:

По построению

В силу неравенства Гельдера [15, разд. 2, §1, Гл. IV]
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Тогда гиперплоксть  является опорной к множеству  в точке . Так как 
представляет собой строго выпуклое множество при , то  – единственная точка каса-
ния [4, лемма 3]:

Другими словами, для любой  верно неравенство . Следо-
вательно,  имеет единственный прообраз при отображении , но при этом не суще-

ствует , такого, что , так как последовательности  и  по условию не являются
финитными. Окончательно получим, что

Лемма 6 доказана.
Д о к а з а т е л ь с т в о  с л е д с т в и я  1. Доказательство следствия 1 вытекает непосредственно

из леммы 6 и того факта, что в случае финитности всех  существует , такой, что

Л е м м а  14 ([3]). Для любого  вектор

является единственным решением оптимизационной задачи

Д о к а з а т е л ь с т в о  л е м м ы  7. Рассмотрим произвольный

Пусть для всех  выполнено условие . Тогда существует  такой,
что , что в силу (2.1) и (2.4) эквивалентно существованию , тако-
го, что верно равенство

Рассмотрим произвольный . Тогда с учетом леммы 14

При этом u* – единственная точка максимума, т.е. для всех  верны соотношения

(П.4)

Следовательно, не существует , такого, что . Равенство  верно
тогда и только тогда, когда . Это эквивалентно следующим условиям:
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что в силу условия  равносильно неравенствам

Получили противоречие. Иначе говоря, равенство  невозможно, что с учетом (П.4) и опре-
деления нормального конуса означает, что для всех 

Тогда из определения нормального конуса , т.е.

что с учетом леммы 5 приводит к равенству

Пусть существует , такой, что

Тогда

Выберем произвольный  и построим  следующего вида:

В силу леммы 14

Поскольку с учетом (2.4) , то, согласно определению нормального конуса,
, откуда следует, что

Однако по построению u* финитна и . Тогда

Лемма 7 доказана.
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Д о к а з а т е л ь с т в о  л е м м ы  8. В силу [15, разд. 3, §2, Гл. IV]  является линей-
ным и ограниченным оператором. Согласно [4], лемма 5, для строго выпуклого множества 
и произвольного  верно равенство

где через  обозначен оператор, сопряженный к  [15, разд. 5, §5, Гл. IV]. В силу (2.2)
справедливо условие . Так же, как продемонстрировано в [4], пример 1,

Тогда с учетом представления (2.4)

Поскольку справедливо условие (2.2), уравнение

имеет либо одно, либо нуль решений, т.е.

При этом в случае  с учетом определения нормального конуса справедлива нижняя
оценка:

Отсюда следует первое утверждение леммы 8.
С другой стороны,

Здесь последнее равенство обусловлено леммой 14.

С учетом определения  второе утверждение леммы 8 доказано.

Д о к а з а т е л ь с т в о  л е м м ы  9. Доказательство леммы вытекает непосредственно из опре-
делений (1.3), (1.4) и определения множеств  и .

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1. Пункт 1 следует из определения множеств достижимости
(1.3) и управляемости (1.4) пункт 2 – из лемм 1 и 9, пункт 3 – из леммы 2, пункт 4 – из лемм 2 и
3 и п. 1 леммы 9. Аналогично пункт 5 вытекает из тех же лемм при использовании п. 2 леммы 9.

Теорема 1 доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  2. Рассмотрим ограниченность . Пусть  –
жорданов базис матрицы A, а вектор b допускает разложение . Обозначим че-
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рез  невырожденную матрицу, задающую преобразование подобия A к ее вещественной
жордановой форме [20, разд. 3.4, Гл. 3]:

(П.5)

где каждый блок  соответствует либо вещественному собственному значению  матри-
цы A и имеет вид

(П.6)

либо соответствует паре комплексно-сопряженных собственных значений  матрицы A и
имеет вид

(П.7)

Заметим, что в случае (П.7)  четное. Также в силу представления (П.5) включения
 и  равносильны.

Согласно определению жорданова базиса, . Сгруппируем координаты век-
тора  в соответствии с размерностями и расположением жордановых клеток в разложении
(П.5) и введем следующие обозначения:

С учетом разложения (П.5) для любых  верно соотношение

1. В случае (П.6) для всех  справедливо представление

где здесь и везде далее через  обозначено число сочетаний из k по  j:

Получим представление
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Если  и , то также справедливы оценки

Откуда с учетом определения пространства lq и критериев сходимости числовых рядов [23,
разд. 4, §1, Гл. III] следует, что .

Пусть  и существует , такой, что . Без ограничения общности будем пола-
гать, что  или . Тогда

т.е. .
Если , то при любых значениях  и 

т.е. .
Получаем, что в случае (П.6) включение

справедливо тогда и только тогда, когда либо , либо .

2. В случае (П.7) учтем, что  четное, и введем обозначения

Для всех  справедливо представление

Следовательно, получим представление
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Откуда с учетом определения пространства lq и критериев сходимости числовых рядов [23,
разд. 4, §1. Гл. III] следует, что  и .
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Пусть  и существует , такой, что . Без ограничения общности будем по-
лагать, что  или . Тогда

т.е. . Отсюда с учетом неравенства Минковского следует, что хотя
бы одна последовательность  или  не принад-
лежит lq.

Если , то при любых значениях ,  и 

т.е. .
Получаем, что в случае (П.7) включение

справедливо тогда и только тогда, когда либо , либо .

Окончательно, включения  и , равносильные, со-
гласно (П.5), справедливы тогда и только тогда, когда  для всех , кото-
рые соответствуют собственным значениям матрицы A по модулю не меньшим 1, т.е. .
В силу лемм 4, 5 и п. 1 леммы 9 данный факт эквивалентен ограниченности .

С учетом определения (1.5) и леммы 5 множество  с точностью до замыкания совпадает с

, если . Тогда остальные свойства  следуют из леммы 8. А выражение
для опорной функции вытекает непосредственно из ее определения:

Теорема 2 доказана.
Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  3. Рассмотрим вопросы ограниченности . Если

, то у матрицы A существует собственный вектор , соответствующий собственно-
му значению . Тогда, согласно (1.4) верно включение , что с учетом (1.6) при-
водит к включению , откуда следует, что  неограничено. Если , то су-

ществует матрица , собственные значения которой взаимнообратны собственным значениям
A [20, Гл. I]. Отсюда ясно, что доказательство теоремы 3 аналогично доказательству теоремы 2,
если заменить A на .

Д о к а з а т е л ь с т в о  с л е д с т в и я  2. Доказательство следствия 2 вытекает из теорем 2, 3 и
того факта, что  тогда и только тогда, когда все собственные значения матрицы A отлич-
ны от нуля [20, утверждение 1.1.7].

Обозначим через  оператор, сопряженный к линейному и ограниченному опера-
тору  [15, разд. 6, §5, Гл. IV].

Л е м м а  15. Пусть линейные и ограниченные операторы , ,
, такие, что  является линейным, ограниченным, положительно опреде-

ленным и самосопряженным оператором, где
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Тогда

Д о к а з а т е л ь с т в о  л е м м ы  15. В силу положительной определенности и самосопряжен-
ности оператора H оператор H22 также является положительно определенным и самосопряжен-
ным. Тогда  для всех ,  обратим [16, разд. 4, гл. X]. Рассмотрим цепочку
равенств

Лемма 15 доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о  л е м м ы  10. Для случая  выберем , опре-

делим матрицу  и оператор :

В силу (2.2) оператор  обратим. Тогда

Поскольку

где  для  и  для , положительно определенный и самосопря-
женный оператор  допускает представление, описанное в лемме 15:

Отсюда, согласно лемме 15, представление множества  для случая N = n следует непосред-
ственно. Для случая N > n при учете того, что в силу финитности последовательности B справед-
ливо соотношение

вытекает представление

При этом, согласно тождеству Шермана–Моррисона–Вудбери [24, §5.1, Гл. 5], верно равенство

Лемма 10 доказана.

Л е м м а  16. Пусть  – симметрическая и положительно определенная матрица,  –
произвольный вектор,  – эллипсоид:
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Тогда

Д о к а з а т е л ь с т в о  л е м м ы  16. По построению  является выпуклым множеством и
. Построим функционал Минковского . Согласно определению, вычисление функ-

ционала Минковского сводится к решению следующих эквивалентных оптимизационных задач:

С учетом (П.1)

Лемма 16 доказана.
Д о к а з а т е л ь с т в о  л е м м ы  11. Представления (4.1) корректны в силу лемм 9 и 10. С уче-

том (2.1) справедлива цепочка равенств

Здесь последнее равенство обусловлено леммой 16 и равенством

В силу леммы 9 описание  строится аналогично при замене A на  и b на .
Лемма 11 доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  4. Представление  и  в форме эллипсоидальных
множеств в случае их ограниченности следует из леммы 15 с учетом леммы 9 и предположе-
ния (1.2).

Согласно лемме 9, и представлению (2.4), верны равенства

Откуда в силу леммы 16 следуют представления для  и  через соответствующие алгебра-
ические дискретные уравнения Риккати.

Теорема 4 доказана.
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