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Изучается механическая система с двумя степенями свободы, состоящая из двух абсолютно
твердых тел (материальных точек), соединенных между собой невесомым прямолинейным
вязкоупругим стержнем, который может растягиваться или сжиматься. Тела могут двигаться
поступательно вдоль неподвижной прямой. К одному из них прикладывается ограниченная
по абсолютной величине управляющая сила, вектор которой направлен вдоль стержня. По-
строено непрерывное кусочно-линейное по времени управление, которое переводит систему
из одного положения равновесия в другое за время, “близкое” к минимально возможному.
В отсутствие вязкости при построенном квазиоптимальном по быстродействию управлении
нежелательные вибрации тел не возбуждаются ни в переходном процессе, ни по его оконча-
нии. В отличие от оптимального по времени релейного управления, построенное непрерыв-
ное управление является также и робастным по отношению к неопределенности конструк-
тивных параметров.
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Введение. Исследуемая в работе система содержит два абсолютно твердых тела, соединенных
прямолинейным невесомым вязкоупругим стержнем, который может сжиматься или растяги-
ваться. Эта система моделирует симметричное относительно оси твердое тело, вытянутое вдоль
этой оси и обладающее податливостью вдоль нее. К одному из абсолютно твердых тел, располо-
женных на концах этого осесимметричного тела, прикладывается единственная внешняя управ-
ляющая сила, ограниченная по абсолютной величине. Вектор этой силы направлен вдоль стерж-
ня, соединяющего между собой оба тела. Эта сила должна переместить приведенную выше си-
стему из ее начального равновесного состояния в другое состояние – также равновесное.
Управление строится в виде непрерывной функции времени.

Математическая модель изучаемой системы с двумя степенями свободы состоит из линейных
дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами. В спектре системы есть дву-
кратное нулевое собственное значение. Если в стержне учитывается вязкость, то в спектре систе-
мы есть также два действительных собственных значения или пара комплексно-сопряженных.
В отсутствие вязкости система имеет только пару нулевых и пару чисто мнимых собственных
значений.

Оптимальное по быстродействию ограниченное управление линейной стационарной систе-
мой представляет собой разрывную функцию времени [1–3] (bang-bang control). Система, содер-
жащая две материальные точки, наделенные массами, исследуется в ряде публикаций (см., на-
пример, [4–11]). Среди них есть работы, в которых строится оптимальное по времени управле-
ние [4, 7, 8], оптимальное с точки зрения расхода топлива [8], а также управление, при котором
в системе не возбуждаются нежелательные колебания или минимизируется их амплитуда [5, 9].
В [10, 11] построено ограниченное управление системой с двукратным нулевым собственным
значением и парой чисто мнимых.

Изучаемая задача представляет интерес с точки зрения проблем управления космическими ап-
паратами, роботами-манипуляторами, конструкция которых обладает податливостью и которые
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должны маневрировать как можно быстрее и без значительных структурных вибраций во время
маневров и/или после них [5]. В [12] построено управление перемещением упругого манипуля-
тора, которое также позволяет избежать возбуждения нежелательных вибраций при его работе.

В монографии [13] рассматриваются общие проблемы управления колебательными процесса-
ми, разработаны методы синтеза оптимального управления ими, в том числе приближенные. За-
метим, что в статье [14] предлагается классификация управляемых систем с двумя степенями
свободы.

Хорошо известно [6, 7], что разрывное управление, например оптимальное по быстродей-
ствию, не является робастным, поскольку при неточном знании параметров системы его ис-
пользование может привести к неприемлемо большим отклонениям движения системы от жела-
емого. В настоящей статье построено в виде непрерывной функции времени управление, “близ-
кое” к оптимальному по быстродействию. Это управление переводит систему из заданного
положения равновесия в другое положение равновесия – желаемое. При неточном знании пара-
метров системы использование непрерывного управления приводит к меньшим отклонениям
движения системы от желаемого, нежели в случае применения разрывного управления. При по-
строенном здесь непрерывном управлении не возникают, в частности, нежелательные колеба-
ния одного тела относительно другого ни в переходном процессе, ни после его окончания. Авто-
рам настоящей статьи представляется, что развитый здесь метод построения непрерывного во вре-
мени квазиоптимального по быстродействию управления, при котором удается реализовать
движение системы, близкое к желаемому, может быть использован и в других задачах.

1. Механическая система и ее математическая модель. На рис. 1 показана схема механической
системы с двумя степенями свободы, управление которой изучается в настоящей работе. Вдоль
оси координат  могут перемещаться два абсолютно твердых тела массы  и , соединенные
вязкоупругим невесомым стержнем (упругий стержень на рис. 1 изображен в виде пружины).
Расстояния этих тел от начала координат O обозначены через  и , коэффициент жесткости
стержня – через k, а коэффициент вязкости – через d. Длина стержня в нейтральном состоянии
равна l. К первому телу массы  приложена управляющая сила 

Уравнения движения показанной на рис. 1 системы имеют вид:

(1.1)

Управляющую силу F(t) будем считать допустимой, если она описывается кусочно-непрерывной
функцией времени t, ограниченной по абсолютной величине:

(1.2)

Множество допустимых управляющих воздействий обозначим через .
Пусть при  имеет место тождество

(1.3)

и система находится в равновесии, так что

(1.4)

В состоянии (1.4) длина стержня равна l и он находится в нейтральном положении. При условиях
(1.4) система остается в равновесии до тех пор, пока имеет место тождество (1.3). Будем считать,
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что цель управления  состоит в том, чтобы к некоторому моменту времени T перевести
систему (1.1) из равновесия (1.4) в другое положение равновесия:

(1.5)

где  – заданная постоянная величина. Отметим, что при  (в состоянии (1.5)) длина
стержня так же, как и при  должна быть равна l, т.е. он должен находиться в нейтральном
положении. Другими словами, конфигурации системы в состояниях (1.4) и (1.5) совпадают, т.е.
при t = 0 и t = T имеет место равенство

(1.6)
Чтобы упростить параметрический анализ, приведем систему к безразмерному виду.
2. Уравнения движения в безразмерных переменных. Уравнения (1.1), прежде всего, перепишем

в виде

(2.1)

где

(2.2)

Теперь введем в рассмотрение безразмерное время  и безразмерную управляющую силу u(τ):

(2.3)

Опустив громоздкие промежуточные выкладки, получим вместо (2.1) уравнения движения, опи-
санные в безразмерных переменных (2.2) и (2.3):

(2.4)

Безразмерные параметры b1, b2 и b3 в уравнениях (2.4) выражаются через исходные размерные
следующим образом:

(2.5)

Штрих в уравнениях (2.4) означает однократное дифференцирование по безразмерному вре-
мени , а два штриха – двукратное. Вместо размерного конечного момента времени  будем ис-
пользовать безразмерный момент времени

(2.6)

Если коэффициент вязкости , то и  (см. выражения (2.5)).
3. Уравнения движения в нормальных координатах. Запишем теперь уравнения движения (2.4)

в так называемых “нормальных” [15] координатах. Для этого введем переменные  и  следую-
щим образом:

(3.1)

Дифференцируя соотношения (3.1) по безразмерному времени  дважды, получим выражения
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Подставив в каждое из выражений (3.2) производные  и  из уравнений (2.4), выпишем два ис-
комых уравнения в нормальных координатах  и  (промежуточные выкладки здесь опущены):
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Во втором из уравнений (3.3) содержатся, по существу, только два безразмерных параметра, ко-
торые обозначим через  и :

(3.4)

Поэтому уравнения (3.3) можно записать более компактно:

(3.5)

З а м е ч а н и е. Система (1.1) может быть записана в “нормальных” координатах, несмотря на
то, что, наряду с консервативной силой, к ней приложена и диссипативная. Заметим, что в рабо-
те [16] получены необходимые и достаточные условия приводимости одновременно трех матриц
к диагональному виду, при этом рассматриваются также и системы с диссипацией.

Если коэффициент вязкости в стержне  то  а значит, и 
Уравнения (3.5) связаны одно с другим только управлением u(τ). В отсутствие управления, т.е.

при  уравнения (3.3) становятся однородными и “распадаются” на независимые:

(3.6)

Собственные значения системы (3.6) с двумя степенями свободы удовлетворяют уравнениям:

(3.7)

Уравнения (3.7) имеют четыре корня:

(3.8)

Таким образом, среди четырех собственных значений (3.8) всегда есть пара нулевых. Если под-
коренное выражение во втором из соотношений (3.8) положительно, то существуют также два
действительных отрицательных собственных значения. Если же это подкоренное выражение от-
рицательно, то существует пара комплексно-сопряженных собственных значений c отрицатель-
ной действительной частью:

(3.9)

Величины  и  очевидным образом выражаются через исходные параметры при помощи фор-
мул (3.4), (3.8). Величина  представляет собой частоту собственных колебаний системы в без-
размерном времени , величина  – период этих собственных колебаний, а величина 
характеризует скорость их затухания. Если коэффициент диссипации  то  и  а
выражение для частоты  (безразмерной) принимает вид

(3.10)

Заметим, что частоту  собственных колебаний можно находить не только чисто теоретиче-
ски, но и экспериментально – при наличии соответствующей установки. Определение частоты
экспериментальным путем иногда оказывается более удобным и надежным.

Рассматривая первое из соотношений (3.1), легко убедиться в том, что координата  с точно-
стью до постоянного множителя  описывает положение центра масс изучаемой
двухмассовой системы. Что касается координаты , то она с точностью до постоянного слагае-
мого l и множителя 1/l определяет расстояние между двумя телами (материальными точками)
с массами  и .

Из начальных (при ) условий (1.4), записанных в переменных ,  и их производных, c
помощью соотношений (3.1) находим начальные (при ) условия для переменных  и их
производных , 
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Из конечных (при ) условий (1.5), записанных в переменных ,  с помощью соотно-
шений (3.1) получаются следующие конечные (при ) условия для переменных ,  и про-
изводных: , 

(3.12)

Разрешив уравнения (3.1) относительно переменных  и , можно найти выражения декар-
товых координат через нормальные  и .

4. Синтез непрерывного квазиоптимального по времени управления, не возбуждающего в системе
вибраций. При синтезе закона управления механическими системами часто приходится учиты-
вать ограниченность ресурсов управления. При этом могут предъявляться определенные требо-
вания к качеству управляемых процессов. Например, требование, чтобы цель управления была
достигнута, по возможности, быстро, требование избежать в управляемой системе возникнове-
ния нежелательных вибраций, требование робастности управления, т.е. требование, чтобы
управление обеспечивало удовлетворительное качество функционирования системы, несмотря
на ограниченность ресурсов управления и на то, что его параметры зачастую отличаются от ис-
пользуемых при расчетах.

Рассматриваемая в настоящем разделе задача состоит в построении ограниченного условием
(2.3)  непрерывного управления  которое переводит систему (3.3) с двумя степе-
нями свободы из заданного начального равновесного положения в заданное конечное равновес-
ное положение за время , “близкое” к минимально возможному . При оптимальном по быст-
родействию управлении системой (3.3), которое является разрывным, в переходном процессе
возникают нежелательные колебания по переменной . Эти колебания затухают лишь к концу
переходного процесса. Для того, чтобы подобные вибрации не возникали, длительность пере-
ходного процесса можно “несколько” увеличить путем замены участков, на которых управление
претерпевает разрывы, на участки непрерывного управления, длительность каждого из которых
равна периоду собственных колебаний. При этом, как показано далее, заданное конечное равно-
весное состояние достигается медленнее, но “ненамного”. Забегая вперед, заметим, что время до-
стижения конечного состояния превышает минимально возможное менее чем на один период 
собственных колебаний системы. Искомое квазиоптимальное по быстродействию управление

 построим аналитически.
Допустим вначале, что податливость в системе отсутствует, т.е. стержень, соединяющий два

тела, не деформируется. Тогда расстояние между телами в процессе перемещения системы оста-
ется постоянным, иначе говоря, имеет место тождество

(4.1)
В этом случае речь идет об управлении движением системы с одной степенью свободы, матема-
тическая модель (3.3) которой становится максимально простой – в ней остается только одно
дифференциальное уравнение второго порядка с двойным нулевым собственным значением

(4.2)
В выражениях (4.2) указано ограничение на управление  приведенное в соотношениях (2.3).

Пусть начальное (при ) состояние системы (4.2) , а желаемое конечное
(при ) состояние , , где  – заданная величина. Хорошо из-
вестно [1–3], что система (4.2) приводится из начального в конечное состояние за минимально
возможное время  при помощи релейного управления с тремя переключениями, одно из ко-
торых происходит в начале процесса управления, другое – в его середине и третье – в конце:

(4.3)

При этом минимально возможное время приведения равно [1–3]

(4.4)
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При  (см. формулы (2.3)) выражение (4.4) упрощается:

(4.5)

Оптимальное по быстродействию релейное управление вида (4.3) показано на рис. 2. При
управлении (4.3) функции η1(τ) и  с течением времени изменяются непрерывно, производ-
ная  совершает одно колебание. Покажем, что переменная η2(τ) при управлении (4.3) также
колеблется.

Оценим влияние разрывов в управлении (4.3) на поведение функции η2(τ) при . Для этого
рассмотрим управление с разрывом в одной единственной точке τ = 0:

(4.6)

График “мгновенно” изменяющейся (в момент времени τ = 0) функции (4.6) показан на рис. 3.

В соответствии с условиями (3.11) начальные (при τ = 0) значения нормальной координаты 
и ее производной  равны нулю:

(4.7)

Второе из уравнений (3.3) при d = 0 (в отсутствие вязкости) принимает вид

(4.8)

=0 1u

θ = ηmin 12 .g
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η τ1'( )

τ ≥ 0
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0 при τ 0,
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Рис. 2. Оптимальное по быстродействию управление (4.3) системой (4.2) с одной степенью свободы
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Рис. 3. Изменение во времени разрывной функции (4.6)
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Частота  свободных колебаний системы (4.8) описывается равенствами (3.10). При управлении
(4.6) и начальных условиях (4.7) решение неоднородного уравнения (4.8), как нетрудно показать,
имеет следующий вид:

(4.9)

Из рассмотрения соотношений (4.9) вытекает, что при управлении (4.6) функция  и соответ-
ственно ее производная  при  совершают колебания с частотой  свободных колебаний.

Конструкции многих механических систем обладают податливостью. При функционирова-
нии подобных систем в них часто возникают нежелательные колебания. Для борьбы с подобны-
ми вибрациями используются различные способы. Большинство из этих способов связано с га-
шением уже возникших вибраций. В то же время в работах [17–20] предлагаются способы управ-
ления механическими системами, при использовании которых удается предотвращать
нежелательные вибрации как в переходном процессе, так и после его окончания. В указанных
публикациях построены законы управления, предотвращающие колебания в некоторых кон-
кретных системах.

Для того, чтобы избежать колебаний величин   вместо управляющей функции
(4.6), возрастающей при  “скачкообразно” от значения  до значения , рассмот-
рим непрерывную функцию . Пусть эта функция  на интервале , длина которо-
го равна периоду  собственных колебаний, возрастает от значения  до значения

, изменяясь линейно во времени, а затем при  остается постоянной:

(4.10)

График изменения функции (4.10) показан на рис. 4.
При управлении (4.10) уравнение (4.8) как легко убедиться, имеет следующее решение:

(4.11)

ω

( ) ( ) ( )
< < 

 = = − ≥ ≥ 

2 20 0
2

0 при τ 0,  0 при τ 0,
'η τ η τ

1 cos ωτ при τ 0 , sinωτ при τ 0.
ωω

u u

τ2η ( )
τ2'η ( ) >τ 0 ω

τ2η ( ), τ2'η ( ),
=τ 0 = 0u = 0u u

τ( )u τ( )u ≤ τ ≤ ϑ0
ϑ = π ω2 = 0u

= 0u u ≥ ϑτ

( )

≤
= ≤ ≤ ϑϑ

≥ ϑ

0

0

 0 при τ 0,

τ τ при 0 τ ,

 при τ .

uu

u

( ) ( )

( ) ( )


 τ ≤
 ωτη τ = τ − ≤ τ ≤ ϑ ωω ϑ
 τ ≥ ϑ
ω

τ ≤
η τ = − ωτ ≤ τ ≤ ϑ
ω ϑ

τ ≥ ϑ

0
2 2

0
2

0
2 2

0 при 0,
sin при  0 ,

при .

0 при 0,

' 1 cos при 0 ,

0 при .

u

u

u

Рис. 4. График непрерывной функции (4.10)
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Решение  (см. формулы (4.11)) на интервале (0, ϑ) монотонно возрастает, поскольку внутри
этого интервала производная  положительна. При  управляющий сигнал  стано-
вится постоянным –  (см. выражение (4.10)). При этом и решение  будет постоян-

ным –  (в отличие от случая, когда управление  претерпевает разрывы). Из вы-
ражений (4.11) и сказанного выше следует, что при показанном на рис. 4 управлении (4.10) ка-
кие-либо колебания по переменной  не возникают.

На рис. 5 приведен график непрерывного во времени управляющего сигнала . Этот график
получен из изображенного на рис. 2 путем замены участков с разрывами управления на участки
непрерывного и (одновременно) линейного во времени изменения управления. Длительность
каждого из этих трех участков выбираем равной периоду  собственных колебаний. Длитель-
ность участков постоянства управления  при этом надо уменьшить так, чтобы конечное по-
ложение центра масс системы не изменилось.

Аналитическое описание трапециевидного управления  (см. рис. 5) выглядит следующим
образом:

(4.12)

Нетрудно убедиться в том, что при управлении (4.12) колебания переменной  не возбуждаются
не только в интервале  но и на всем промежутке .

Оценивая время  приведения системы в конечное положение с помощью трапециевидного
управления (4.12), можно показать, что имеет место следующее соотношение:

(4.13)

Напомним, что в формуле (4.13)  – минимальное время приведения только центра
масс системы в конечное положение  с помощью релейного управления (4.3), а  – период
собственных колебаний.

Очевидно, что время  приведения рассматриваемой системы (3.5) с двумя степенями
свободы в конечное положение при использовании оптимального управления больше, чем для
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Рис. 5. Непрерывное трапециевидное управление
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системы, в которой материальные точки не могут двигаться одна относительно другой. Поэтому
имеют место следующие неравенства:

(4.14)

Из соотношений (4.13) и (4.14) вытекают неравенства:

(4.15)

Неравенства (4.15) означают, что время, затрачиваемое на приведение системы (3.5) в конечное
положение с помощью трапециевидного управления, превосходит минимально возможное ,
однако менее чем на период собственных колебаний системы.

5. Численные исследования. Для оценки эффективности и робастности предложенного “тра-
пециевидного” управления проведем численное моделирование движения системы. Зафиксиру-
ем расстояние , на которое требуется переместить центр масс системы: .

Будем сравнивать трапециевидное управление вида (4.12) (см. рис. 5) с оптимальным по быст-
родействию для данной задачи. Известно [7], что оптимальное управление является релейным и
содержит четыре участка, на которых управление принимает максимальное по модулю значе-
ние. Отметим, что конечных формул, определяющих моменты переключения, получить не уда-
ется. Однако эти моменты несложно найти численно при заданных значениях параметров систе-
мы и величины .

На рис. 6 представлены зависимости от времени оптимального и трапециевидного управле-
ния u, координат  и , а также скорости . Расчеты проведены при значении безразмерной
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Рис. 6. Траектории при оптимальном (пунктирные линии) и трапециевидном управлениях
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частоты собственных колебаний . Кривые, полученные при оптимальном управлении,
изображены пунктирными линиями, а кривые, найденные при трапециевидном управлении, –
сплошными.

Сравнивая траектории при оптимальном управлении и трапециевидном, убеждаемся в том,
что времена, затрачиваемые на перемещение центра масс при оптимальном и трапециевидном
управлении, близки, хотя, как и следовало ожидать, при трапециевидном управлении это время
несколько больше, нежели при оптимальном (рис. 6). Что касается относительных колебаний
тел, описываемых переменной , то при оптимальном управлении их больше, чем при трапеци-
евидном, и они имеют существенно бόльшую амплитуду. Относительные скорости тел при оп-
тимальном управлении также заметно больше. При трапециевидном управлении переменная 
совершает одно “полное” колебание. Другими словами, упругий стержень в процессе перемеще-
ния всей системы сначала сжимается, затем растягивается, и в конце возвращается в исходное
нейтральное положение, причем без какого-либо перерегулирования. Как при оптимальном, так и
при трапециевидном управлении в течение всего переходного процесса имеет место неравенство
x1(t) < x2(t). Таким образом, предложенное трапециевидное управление, будучи непрерывным,
позволяет предотвратить колебания друг относительно друга двух связанных упругим стержнем
тел.

В реальной системе частота собственных колебаний и коэффициент вязкости могут быть из-
вестны с некоторой погрешностью. Обсудим влияние таких неточностей в определении пара-
метров системы на характер движения.

5.1. Р о б а с т н о с т ь  п о  о т н о ш е н и ю  к  ч а с т о т е  с о б с т в е н н ы х  к о л е б а н и й.
Предположим, что фактическое значение частоты собственных колебаний в p раз больше, чем
значение, используемое в законе управления. Будем считать, что демпфирование в системе от-
сутствует. Разница в частотах, очевидно, не скажется на движении центра масс системы. Однако
она повлияет на относительное движение точек: и при оптимальном, и при трапециевидном за-
коне управления оно, вообще говоря, не прекратится после того, как управление “отработает”,
и возникнут незатухающие колебания.

На рис. 7 представлена амплитуда  относительных колебаний точек в зависимости от фак-
тического значения частоты для случая p = 1.1 (т.е. ошибка в определении частоты составляет
10%). Сплошная линия отвечает трапециевидному управлению, а пунктирная – оптимальному.

Расчеты проводились для значений собственной частоты, при которых длина участков посто-
янного управления больше нуля, т.е. .

Таким образом, за исключением достаточно узких окрестностей дискретного набора частот
амплитуда относительных колебаний при трапециевидном управлении существенно меньше,
чем при оптимальном.

5.2. Р о б а с т н о с т ь  п о  о т н о ш е н и ю  к  в я з к о с т и. Предположим теперь, что коэф-
фициент вязкости для стержня не равен нулю. Пусть в законе управления вязкие свойства стерж-
ня не учитываются. Данное обстоятельство, очевидно, не сказывается на движении центра масс.
Но в общем случае после завершения процесса управления (т.е. при ) тела еще будут
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Рис. 7. Амплитуда относительных колебаний тел в зависимости от частоты
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двигаться друг относительно друга (при неподвижном центре масс). Обозначим через  модуль
максимального отклонения величины  от нуля при .

На рис. 8 приведены зависимости  от собственной частоты при безразмерном коэффици-
енте вязкости . Сплошная линия соответствует трапециевидному управлению, а пунктир-
ная – оптимальному. Расчеты также были проведены только для таких частот, при которых

.

При трапециевидном управлении значения  существенно меньше, чем при оптимальном
(за исключением окрестностей некоторых частот). Кроме того, как следует из рассмотрения
рис. 8, величина  при трапециевидном управлении весьма быстро убывает с ростом частоты.

Таким образом, трапециевидное управление является более робастным (по отношению к не-
точному определению собственной частоты и коэффициента вязкого трения для стержня), чем
оптимальное управление.

Заключение. Математическая модель рассматриваемой механической системы приведена к
двум уравнениям относительно безразмерных переменных  и , которые представляют собой
нормальные координаты. Величина  характеризует положение центра масс системы, состоя-
щей из двух тел, а  – взаимное расположение этих тел. Каждая из указанных двух координат
описывается своим уравнением. Эти два уравнения связывает только управление, ограниченное
по модулю. При оптимальном по быстродействию управлении этой системой (релейном) в пе-
реходном процессе возникают нежелательные колебания координаты . Построено непрерыв-
ное кусочно-линейное (трапециевидное) управление, в котором длительность каждого участка
линейности равна периоду собственных колебаний переменной . Показано, что это управле-
ние позволяет предотвратить относительные колебания тел. При этом построенное трапецие-
видное управление остается близким к оптимальному по быстродействию и является робастным
по отношению к неопределенности конструктивных параметров.
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