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Радиационный теплоперенос в газообразной среде печей и топок представляет собой важнейший
теплообменный процесс, от которого зависит эффективность работы промышленных установок.
Это объясняет большой интерес инженеров-теплотехников к современным методам численного
моделирования радиационного переноса. Теплоперенос в высокотемпературных газах математи-
чески описывается дифференциальным уравнением радиационного переноса совместно с транс-
портными уравнениями тепловой конвекции. Основная проблема состоит в том, что трехатом-
ные газы, такие как водяной пар и углекислый газ, излучают и поглощают радиационную энер-
гию селективно, вследствие чего их коэффициенты поглощения становятся переменными в
пространственных координатах. Благодаря достижениям последних десятилетий в инфракрас-
ной спектроскопии были созданы благоприятные условия для разработки хорошо обоснованных
моделей, позволяющих находить коэффициенты поглощения важнейших трехатомных газов.
Полинейный расчет радиационного переноса в миллионе спектральных линий уступил место
модели узкой полосы спектра с коррелированным коэффициентом поглощения и затем глобаль-
ным полноспектровым моделям. Наряду с моделями коэффициента поглощения совершенству-
ются методы численного решения дифференциального уравнения радиационного переноса. Как
результат, в настоящее время более десятка различных моделей и методов могут применяться для
расчета теплообмена излучением в промышленных установках. Предлагаемый обзор частично
устраняет недостаток публикаций, в которых сравниваются разные подходы к численному иссле-
дованию радиационных проблем. В нем прослеживается, вплоть до нашего времени, более чем
двадцатилетнее последовательное развитие математических моделей радиационного теплопере-
носа в селективных газах. Основные методы итерационного решения дифференциального урав-
нения радиационного переноса также включены в обзор. В то же время, чтобы не усложнять ана-
лиз моделей, в обзоре не отражена избыточная информация, относящаяся к граничным условиям
и к рассеиванию лучей. Для обеспечения однозначности используемых понятий обзор предваря-
ется короткой теоретической справкой.
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Радиационный теплообмен часто использует-
ся в промышленных установках, поэтому инже-
нерам нужны простые и достаточно точные мате-
матические модели для численного исследования
высокотемпературных энергетических и техноло-
гических процессов.

Первоначально методы расчета радиацион-
ного теплопереноса были основаны на традици-
онных теоретических и экспериментальных зна-
ниях [1, 2]. Быстрое развитие вычислительной
техники позволило применять численное моде-
лирование для виртуального воспроизведения

тепловых процессов. Новые модели и методы
рассмотрены в нескольких обзорных статьях,
например [3, 4].

Основные проблемы моделирования радиаци-
онного переноса возникают из-за селективного
излучения и поглощения энергии трехатомными
газами, вследствие чего спектральный состав лу-
чей изменяется по их длине. Некоторые пробле-
мы возникают также из-за необходимости иссле-
довать одновременно огромное количество лу-
чей, проходящих во всех направлениях в объеме
селективной среды.

ТЕПЛО- И МАССООБМЕН,
СВОЙСТВА РАБОЧИХ ТЕЛ И МАТЕРИАЛОВ
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Для преодоления этих трудностей были пред-
ложены хорошо обоснованные усложненные
модели. Хотя более простые численные подходы
имеют обычно меньшую точность, тем не менее
они также находят применение в вычислитель-
ном исследовании высокотемпературных про-
цессов. Кроме того, такие численные подходы
могут легче вписываться в универсальные алго-
ритмы моделирования теплопереноса одновре-
менно излучением и конвекцией, что упрощает
математические модели и уменьшает объем
компьютерных вычислений.

Главная цель данной статьи состоит в том, что-
бы помочь инженерам ориентироваться в разно-
образии численных методов, применяемых для
моделирования теплопередачи излучением. По-
этому в статье только кратко рассматриваются
наиболее представительные модели и методы без
их углубленного анализа. Способы постановки
граничных условий, необходимых для однознач-
ности вычислительных результатов, практически
исключены из обзора. Рассмотрены только излуча-
ющие и поглощающие газы, не содержащие ча-
стиц, способных рассеивать лучи. Изложены также
некоторые теоретические понятия с целью исклю-
чить расхождения в их интерпретации. (Опытные
специалисты могут пропустить этот раздел, рас-
сматривая его как справочный.)

ИСПОЛЬЗУЕМЫЕ ПОНЯТИЯ
И ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Для сохранения адекватности обзора в нем при-
менены те же обозначения, что и в большинстве
рассмотренных источников. Коэффициент погло-
щения среды обозначается, как правило, симво-
лом k, напрямую входящим в англоязычные назва-
ния многих статей и математических моделей.

Как известно, абсолютно черное тело испуска-
ет тепловое излучение, зависящее в его полном
спектре только от температуры:

где Ib – интенсивность излучения в полном спек-
тре абсолютно черного тела, Вт/(м2 ∙ ср); σ – по-
стоянная Стефана‒Больцмана, Вт/(м2 ∙ К4); T –
термодинамическая температура, К.

Как и другие радиационные свойства, интен-
сивность излучения имеет спектральную зависи-
мость от волнового числа η, которое представляет
собой обратную функцию длины электромагнит-
ной волны. Спектральная интенсивность Ibη из-
лучения абсолютно черного тела, изменяющаяся
в соответствии с функцией Планка, представлена
кривой 1 на рисунке. Такой же спектр характерен
для равновесного излучения в замкнутой системе
нечерных тел, находящихся при одинаковой тем-
пературе. Кривые 2 и 3 на рисунке a показывают
зависимости спектральной интенсивности серого
излучения Iη от волнового числа η: они изменяются
пропорционально функции Планка (кривая 1), об-
разуя два идеализированных серых спектра с раз-
ными уровнями собственного излучения среды.

Трехатомные газы, такие как углекислый газ
CO2 или водяной пар H2O, испускают и поглощают
радиационную энергию селективно в миллионах
спектральных линий, находящихся, в основном, в
широких вибрационно-вращательных полосах.
Широкие полосы разделены в спектре “окнами”,
где излучение почти не поглощается. При увеличе-
нии оптической толщины газового объема спек-
тральная интенсивность Iη в широких полосах
спектра возрастает, приближаясь к значениям Ibη, в
то время как излучением в “окнах” спектра можно
пренебречь. Такой идеализированный антисерый
спектр показан на рисунке б. Он состоит из абсо-

( )= σ π 4,bI T

Идеализированные серый (а) и антисерый (б) спектры. 
1 – функция Планка Ibη при 1500 К; 2, 3 – интенсивности излучения двух серых спектров; 4 – полосы поглощения
антисерого спектра; 5 – спектральные “окна”
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лютно черных полос поглощения, разделенных
полностью прозрачными “окнами”.

В нерассеивающей газообразной среде измене-
ние спектральной интенсивности Iη вдоль ордина-
ты s, совпадающей с направлением луча, определя-
ется спектральным дифференциальным уравнени-
ем [3]:

где Iηs – спектральная интенсивность излучения
среды вдоль ординаты s, Вт/(м ∙ ср); kη – спек-
тральный коэффициент поглощения, м‒1.

Интегрирование этого спектрального уравне-
ния по всему спектру приводит к дифференци-
альному уравнению радиационного переноса, ко-
торое лежит в основе различных математических
моделей. Для селективно излучающего и погло-
щающего газа оно может быть записано следую-
щим образом:

(1)

где Is – интенсивность излучения, распространяю-

щегося вдоль луча, Вт/(м2 ср);  ‒

планковский коэффициент поглощения, сред-
ний по спектру, м‒1, зависящий только от радиа-
ционных свойств газа и его температуры;

 – локальный коэффициент по-

глощения, м‒1, изменяющийся вдоль луча.
Особенность локального коэффициента погло-

щения ks состоит в том, что он зависит от спектраль-
ного распределения интенсивности падающего из-
лучения Iηs, что сильно затрудняет его определение.

Уравнение (1) может быть проинтегрировано
по сферическому телесному углу ω = 4π. Резуль-
тат представляет собой уравнение сохранения ра-
диационной энергии, которое при известной ди-
вергенции вектора потока излучения можно было
бы рассматривать как вторую форму уравнения
радиационного переноса:

(2)

где  ‒ вектор потока излучения, Вт/м2;
 ‒ сферическое падающее излучение,

Вт/м2;  ‒ локальный коэффици-

ент поглощения, м‒1, средний по сферическому
телесному углу.

Дивергенция вектора потока излучения, взятая
с отрицательным знаком, рассматривается как объ-
емный радиационный источник тепла:

(3)
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Радиационный источник тепла Srad, Вт/м3, не-
обходим для вычисления распределения темпера-
туры газа в расчетной области с помощью диффе-
ренциального уравнения конвективного тепло-
переноса, пример которого записан далее:

где τ – время, с; xi – пространственные координа-
ты, м; h – энтальпия газа, Дж/кг; ui – компоненты
скорости, м/с; ρ – плотность газа, кг/м3; λeff – эф-
фективная теплопроводность газа, Вт/(м ∙ К); QV –
объемное тепловыделение при горении, Вт/м3.

Это уравнение дает представление о вкладе ра-
диационного источника тепла Srad в алгоритм рас-
чета температурного поля. Начальные и гранич-
ные условия к нему формулируются при числен-
ном решении конкретной задачи.

МЕТОДЫ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 
КОЭФФИЦИЕНТОВ ПОГЛОЩЕНИЯ 

СЕЛЕКТИВНЫХ ГАЗОВ
Экспериментальное определение коэффици-

ентов поглощения трехатомных газов, выполнен-
ное в 30-х годах прошлого столетия, было обоб-
щено в [1]. Исследовалась способность изотерми-
ческого газа поглощать энергию из узкого пучка
лучей, испускаемого абсолютно черным телом
той же температуры. Первый член в правой части
уравнения (1), примененного к этому пучку лу-
чей, равняется нулю, а само уравнение при таком
упрощении может быть сведено к формуле погло-
щательной способности Ā изотермического газа:

(4)

где Iabs – поглощенная часть интенсивности излу-
чения на длине пути l пучка лучей; k – изотерми-
ческий коэффициент поглощения, средний на
этой длине.

Уравнение (4) может использоваться также
для определения излучательной способности га-
за. Когда изотермический газ испускает столько
же энергии (Iemi), сколько поглощает (Iabs), его из-
лучательная способность Ē(l) равняется его по-
глощательной способности Ā(l), т.е.

(5)

Формулы (4) и (5) предназначались для прак-
тически замкнутых объемов изотермического од-
нородного газа, в которых эффективная длина
луча leff была определена как радиус эквивалент-
ной полусферы [1]. Тем не менее, средний изо-
термический коэффициент k мало подходит для

= =

 ∂ρ∂ρ ∂ ∂+ − λ = + ∂τ ∂ ∂ ∂ 
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применения в уравнениях (1) или (2), в которых ло-
кальные коэффициенты поглощения ks и kω зависят
от радиационных свойств неизотермических газов
и спектрального состава падающего излучения.

В настоящее время, когда спектральные коэф-
фициенты поглощения трехатомных газов могут
быть получены из спектроскопических данных
высокого разрешения [5], решение уравнения ра-
диационного переноса полинейным методом
LBL (line-by-line) дает наиболее точные результа-
ты. Но этот численный метод, примененный
приблизительно к миллиону спектральных ли-
ний, является столь трудоемким, что его резуль-
таты используются только в качестве эталона в
простейших радиационных задачах. На практи-
ке инженеры обращаются к приближенным зна-
чениям коэффициентов поглощения.

Коэффициенты поглощения
в узких полосах спектра

Когда стало доступно довольно большое коли-
чество результатов спектроскопических исследо-
ваний, были предложены и реализованы модели
узкой полосы спектра. В статистической узкопо-
лосной модели SNB (statistical narrowband) [6] по-
лагается, что функция Планка Ibη может рассматри-
ваться как постоянная величина Ibi в малых спек-
тральных интервалах Δηi. Тогда для каждой i-й
узкой полосы спектра может быть определен “сгла-
женный” планковский коэффициент поглощения
kbi, а также вычислен средний коэффициент погло-
щения ki. Необходимые для этого спектральные
параметры трехатомных газов получены на ос-
нове спектроскопических данных высокого раз-
решения [7].

Усреднение узкополосных коэффициентов по-
глощения kbi и ki по спектру изотермического газа
приводит к локальному планковскому коэффици-
енту поглощения kb для уравнения (1) и к среднему
изотермическому коэффициенту поглощения k
для уравнений (4) и (5):

(6)

где Ibi – значение функции Планка в i-й узкой по-
лосе; n – общее число узких полос; T – темпера-
тура газа; l – длина луча.

Таким образом, в модели SNB используются
изотермические коэффициенты поглощения ki,
средние по длине лучей, что ограничивает способы
решения уравнения радиационного переноса. Для
преодоления этого недостатка была развита более
совершенная узкополосная модель c коррелиро-
ванными коэффициентами поглощения SNBCK
(statistical narrowband correlated-k), в полосах ко-

( ) ( )
= =

= = 
1 1

1 1; , ,
n n

b bi bi i bi
i ib b

k T k I k T l k I
I I

торой применен алгоритм расчета локальных ко-
эффициентов поглощения ksi [8].

Сравнительные тестовые расчеты для высоко-
температурных смесей CO2 и H2O показали, что ре-
зультаты, полученные с помощью модели SNBCK,
находятся в хорошем соответствии с эталонными
результатами модели LBL [9]. Несмотря на это,
были разработаны менее точные широкополос-
ные модели в связи с тем, что узкополосный под-
ход, требующий нескольких сот решений спек-
трального уравнения радиационного переноса,
является вычислительно затратным. Затем было
обосновано несколько глобальных моделей по-
вышенной точности.

Коэффициенты поглощения в полном спектре

Одной из первых была предложена модель SLW с
основанной на спектральных линиях взвешенной
суммой серых газов (spectral-line-based weighted sum
of gray gases), коэффициенты поглощения и веса ко-
торой были найдены по спектроскопическим ба-
зам данных высокого разрешения [10]. Чтобы ме-
тод SLW мог быть лучше согласован с простран-
ственными изменениями температуры, несколько
групп “горячих” и “холодных” спектральных ли-
ний с различными минимальными энергетически-
ми уровнями были выделены в модели с функцией
распределения поглощения ADF (absorption distri-
bution function) [11].

Во всех глобальных моделях выполняется опе-
рация k-распределения (k-distribution) для предот-
вращения повторного вычисления одинаковых
значений спектрального коэффициента поглоще-
ния в линиях спектра. С этой целью используются
кумулятивные функции распределения [12]. В ре-
зультате перестроенный спектральный коэффици-
ент поглощения kη монотонно увеличивается в
функциональном пространстве. Когда кумулятив-
ные частоты и соответствующие им веса функции
Планка становятся известными, спектральные ко-
эффициенты поглощения могут быть проинтегри-
рованы численно и усреднены в полном спектре.

Модель k-распределения в полном спектре
FSK (full spectrum k-distribution) [13] и ее разно-
видности содержат в себе лучшие достижения уз-
кополосных и глобальных подходов. Они стали
самым успешным инструментом для численного
моделирования радиационного теплопереноса.
Модель FSK дает точные результаты для изотер-
мического однородного газа, когда справочный
коэффициент поглощения, оцененный единожды
в эталонных условиях, может быть применен ко
всей излучающей среде. Для умеренных изменений
температуры и концентрационного состава среды
были предложены модели с коррелированными
FSCK (correlated-k) и масштабированными FSSK
(scaled-k) коэффициентами поглощения [4]. Но-
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вые коэффициенты поглощения определяются пу-
тем корректировки справочного коэффициента в
соответствии с локальным состоянием неоднород-
ного неизотермического газа.

Полноспектровая FSCK-модель и несколько
широкополосных моделей сравнивались между
собой при вычислении радиационного переноса
в виртуальной трехмерной печи [14]. Эталоном
служила узкополосная модель SNBCK. Модель
k-распределения в полном спектре с коррелиро-
ванным коэффициентом поглощения FSCK про-
демонстрировала замечательную точность, пред-
сказав значения радиационного источника тепла
и результирующего потока излучения на стенах со
средней относительной погрешностью менее 2%.
Погрешность тестируемых широкополосных мо-
делей составляла чаще всего от 10 до 30%.

Хотя и достигнута высокая точность результатов
[15], глобальные модели продолжают развиваться,
в основном путем объединения разных известных
методов. Например, модель полного спектра FSCK
была объединена с методом поверхностного от-
клика RSM (response surface method), основан-
ным на применении радиальных базисных функ-
ций. Вычислительное время комбинированной
модели FSCK-RSM оказалось не больше полови-
ны времени, затрачиваемого при использовании
собственно модели FSCK [16].

Основной недостаток глобальных моделей за-
ключается в чрезмерной сложности нахождения
локального коэффициента поглощения. Как
правило, эти модели требуют специальных зна-
ний в области газовых спектров и нуждаются в
справочных таблицах или вспомогательных ба-
зах данных [17]. Неудивительно, что сегодня бо-
лее простые математические модели все еще на-
ходят применение в инженерной практике.

Коэффициенты поглощения 
в неполном инфракрасном спектре

Следует принимать во внимание, что радиаци-
онная энергия лучей не поглощается полностью в
ограниченных газовых объемах. Способы опреде-
ления коэффициентов поглощения в неизотерми-
ческих не однородных газовых смесях становятся
проще, если непоглощенное газами излучение аб-
солютно черного тела частично или полностью ис-
ключается из расчета. В этом случае идеализиро-
ванные серые или антисерые спектры (см. рису-
нок) могут найти применение.

Модель взвешенной суммы серых газов WSGG
(weighted sum of gray gases). Прямая замена пере-
менных коэффициентов поглощения их средним
значением приводит к недопустимым неточно-
стям. Намного более точные результаты могут
быть достигнуты с помощью модели взвешенной
суммы серых газов. Ее методы предусматривают

деление всего спектра на несколько участков, ко-
торые условно ассоциируются с фиктивными се-
рыми газами. Один из этих участков должен быть
полностью прозрачным для теплового излучения
[1]. Коэффициент поглощения κj каждого j-го фик-
тивного серого газа постоянен как по волновым
числам, так и по длине лучей. Его значения получе-
ны по спектральным данным высокого разреше-
ния трехатомных газов.

В этом методе излучательная способность га-
зового слоя (5) определяется как сумма ее парци-
альных значений, найденных для каждого фик-
тивного газа, т.е. условного серого газа, излучаю-
щего в выделенной ему части спектра. Часто
излучательная способность состоит из пяти сла-
гаемых [18]:

где  – весовой фактор, который
предложено находить с помощью его полиноми-
альной зависимости от температуры T; bj, n – по-
линомиальные коэффициенты.

Весовой коэффициент для прозрачной части
спектра при κ0 = 0 определяют так, чтобы обеспе-
чить выполнение закона сохранения энергии:

Уравнение радиационного переноса (1) долж-
но быть записано и решено отдельно для каждого
фиктивного газа:

Радиационный источник тепла (3) получает в
модели WSGG следующую форму:

Согласование WSGG c базами спектроскопи-
ческих данных обычно применялось к фиксиро-
ванным соотношениям молярных концентраций
углекислого газа и водяного пара в газовых сме-
сях. В последнее время такое ограничение было
преодолено разработкой процедуры суперпози-
ции переменных концентраций излучающих га-
зов [19].

Сравнение модели WSGG и эталонного мето-
да LBL показало относительно хорошее совпаде-
ние значений рассчитанного радиационного теп-
лопереноса в неизотермической неоднородной
газовой смеси в виртуальной цилиндрической пе-
чи [20]. Средняя относительная погрешность вы-
числения радиационного источника тепла в мо-
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дели WSGG с постоянным соотношением концен-
траций углекислого газа и водяного пара составила
менее 2%. Максимальная погрешность повысилась
до 8.5% вблизи центра печи. Модель WSGG с пере-
менным отношением концентраций, работавшая в
6 раз медленнее, имела максимальную погреш-
ность 6.6%.

Модель эквивалентного антисерого спектра.
Бóльшая часть излучения проходит через объем
селективных газов без поглощения. Непогло-
щенная радиационная энергия не подчиняется
уравнению переноса (1) и поэтому может быть
исключена из него. Оставшаяся энергия лучей,
распределившаяся по отдельным частям спектра,
составляет полностью поглощаемую часть эквива-
лентного антисерого спектра [21].

Интегрирование по волновым числам позволяет
объединить эти спектральные части в единую поло-
су поглощения, поглощательная способность кото-
рой Āabs соответствует уравнению (4):

(7)

где Iabs – поглощенная часть интенсивности излу-
чения абсолютно черного тела; Āη – спектральная
поглощательная способность на длине пучка лу-
чей l.

Таким образом, каждому спектру изотермиче-
ского селективного газа можно поставить в соот-
ветствие эквивалентный антисерый аналог. Ра-
венство поглощательных способностей газа Ā(l)
из уравнения (4) и Āabs(l) из уравнения (7) рас-
сматривается как условие спектральной эквива-
лентности селективного газа и некоторой гипоте-
тической антисерой среды. Следует принимать во
внимание, что ширина полосы поглощения Δηabs в
антисером спектре газа равняется его поглоща-
тельной способности Āabs. В соответствии с уравне-
нием (5), излучательная способность Ēabs изотерми-
ческого газа в полосе поглощения эквивалентного
антисерого спектра равняется поглощательной
способности Āabs этой полосы поглощения.

Суть метода эквивалентного антисерого спек-
тра сводится к следующим утверждениям. Урав-
нение (1) радиационного переноса для эквива-
лентного антисерого спектра неизотермического
неоднородного газа может быть записано следую-
щим образом:

(8)

где ΔIs – интенсивность излучения в антисерой
полосе поглощения; κs – локальный коэффици-
ент поглощения в этой полосе.

Интегрирование уравнения (8) по сфериче-
скому телесному углу ω = 4π приводит к соответ-
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ствующему дифференциальному уравнению со-
хранения радиационной энергии

(9)

где  ‒ сферическое падающее из-
лучение в полосе поглощения эквивалентного
антисерого спектра; κω – локальный коэффици-
ент поглощения, средний по сферическому те-
лесному углу.

При равновесном излучении левая часть урав-
нения (8) равняется нулю и коэффициент κs пре-
вращается в локально-равновесный коэффици-
ент поглощения κb в антисером спектре. Тогда с
помощью уравнения (5), примененного к излуча-
тельной способности антисерого спектра, этот
коэффициент поглощения определится следую-
щим образом:

(10)

Значение локально-равновесного коэффици-
ента поглощения κb может быть вычислено услов-
но также и для неизотермического неоднородного
газа по его локальным радиационным свойствам и
температуре. При этом ширина Δηabs полосы по-
глощения эквивалентного антисерого спектра ста-
новится пространственной переменной.

В полосе поглощения максимальной ширины
Δηmax может проходить все излучение антисерого
спектра, в то время как более узкая часть полосы
способна пропускать лишь его долю. Эту долю
можно оценить как соотношение поглощатель-
ных способностей более узкой части полосы по-
глощения Āabs и полосы поглощения максималь-
ной ширины Āmax. С помощью этого соотношения
и гипотезы о том, что ширина антисерых полос по-
глощения практически не зависит от спектральной
структуры падающего излучения, уравнение (10)
преобразовано в следующую формулу, определяю-
щую локальный коэффициент поглощения κω в
уравнении (9) сохранения радиационной энергии:

где lm – средняя длина луча, аналогичная эффек-
тивной длине луча leff, определенной в [1]; kb – сред-
ний планковский коэффициент поглощения; kmax –
максимальное значение (в вычислительной обла-
сти) среднего изотермического коэффициента
поглощения.

Как показано в [22], средние изотермические
коэффициенты поглощения, найденные по фор-
мулам (6), могут быть удовлетворительно обоб-
щены с помощью интерполяционных функций,
что заметно упрощает модель.
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МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ 
РАДИАЦИОННОГО ТЕПЛОПЕРЕНОСА
Как правило, радиационный теплоперенос от

высокотемпературных газов к стенам печей и то-
пок осуществляется совместно с конвективной
теплоотдачей. Эти процессы невозможно разде-
лить. Например, вблизи стен тепло радиационно-
го источника поглощается, температура среды
повышается и конвективная теплоотдача к сте-
нам заметно возрастает.

Следует иметь в виду, что численное решение
задач радиационного переноса, результаты кото-
рого сравниваются с эталоном, чаще всего бывает
выполнено без учета тепловой конвекции. В та-
ком случае распределение температуры в расчет-
ной области не является результатом полноцен-
ного расчета; оно выбрано, по большей части, про-
извольно [9, 14, 20]. Намного больше полезной
информации может быть получено при совместном
решении дифференциальных уравнений радиаци-
онного и конвективного теплопереноса, в том чис-
ле о распределении температуры газов и турбулент-
но-радиационном взаимодействии (TRI) [23–25].

Метод дискретных ординат
При использовании метода дискретных орди-

нат (DOM) должна быть выполнена одновремен-
но пространственная и угловая дискретизация
уравнения радиационного переноса (1). Эта же
пространственная дискретизация используется и
для решения задачи конвективного переноса.

Угловая дискретизация выполняется посред-
ством дискретного набора ординат, разделяю-
щих сферический телесный угол 4π радиан на ча-
сти с соответствующими угловыми весами. На-
пример, при моделировании крупномасштабной
печи [23] каждый октант телесного угла разде-
лялся на 3 × 3 части, что привело к 72 дискрет-
ным ординатам, локально закрепленным в каж-
дом из узлов пространственной сетки.

Уравнение радиационного переноса для каж-
дой дискретной ординаты m (число дискретных
ординат равно M) в методе дискретных ординат
принимает следующую форму:

(11)

где Im – интенсивность излучения вдоль дискрет-
ной ординаты с номером m; μm, ηm и ξm – направ-
ляющие косинусы дискретной ординаты m отно-
сительно декартовых осей x, y и z.

Все M уравнений (11) должны быть снабжены
граничными условиями на поверхности стен. По-
сле этого система дискретных уравнений может
быть решена численно относительно интенсив-
ностей излучения Im посредством итераций на
пространственной сетке. Когда все значения ин-
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тенсивности излучения будут найдены, вычисля-
ется радиационный источник тепла в каждом из
узлов пространственной сетки посредством мо-
дифицированного уравнения (3):

где wm – угловой вес дискретной ординаты m.
Современные подходы к численному модели-

рованию расширяют возможности метода дис-
кретных ординат. В частности, он хорошо сочета-
ется со статистическими процедурами, способ-
ствующими его улучшению [26].

Метод сферических гармоник
Чтобы создать метод сферических гармоник,

интенсивность излучения Is разлагают в ряд по по-
линомам Лежандра Pn. Затем усеченные ряды под-
ставляют в уравнение (1), откуда получают систему
приближенных дифференциальных уравнений с
требуемыми пространственными функциями [2].
Нечетные приближения P1 и P3 лучше согласуются
с граничными условиями. Их индексы соответ-
ствуют максимальному номеру члена Pn полинома
Лежандра, оставленного в усеченных рядах.

Чрезмерно трудоемкий, но довольно точный
метод P3 не нашел широкого применения в инже-
нерной практике, в то время как приближение P1
стало популярным благодаря возможности очень
быстро решать с его помощью уравнения радиа-
ционного переноса [27, 28]. В способе P1 уравне-
ние сохранения (2) дополнено приближенным
соотношением, представленным здесь в следую-
щей градиентной форме:

(12)

Уравнения (2) и (12) могут быть приведены к
дифференциальному уравнению второго порядка
в частных производных, имеющему в декартовых
координатах следующий вид:

(13)

Решение уравнения (13) при соответствующих
граничных условиях дает сферическое падающее
излучение Gω. После этого радиационный источ-
ник тепла Srad может быть определен по уравне-
нию (3) в каждом узле сетки. Однако точность
этой процедуры сомнительна. В [29] показано,
что метод дискретных ординат имеет более высо-
кую точность по сравнению с радиационным ме-
тодом P1 при оценке температуры стен и потока
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газов в камере сгорания. В первую очередь, это
касается случаев, когда градиентное соотноше-
ние (12), которое не является надежным при
определении температуры вблизи стен, использу-
ется для постановки граничных условий, как, на-
пример, в условиях Маршака [3].

Метод радиационной диффузии
Метод радиационной диффузии, ослабляющий

недостатки приближения P1, был разработан в рам-
ках модели эквивалентного антисерого спектра.
Для удобства его формулировки в величину ΔGω
была введена условная лучистая температура Tray:

Две отличительные особенности присущи это-
му методу [21]. Во-первых, в уравнении (12) вме-
сто величины Gω использована более точная диф-
фузионная функция F. Таким образом,

(14)

где

В этом случае уравнение (13) приобретает сле-
дующую форму с неизвестной функцией F:

(15)

Во-вторых, введено понятие гипотетической
неограниченной среды, обладающей радиацион-
ными свойствами и температурой реального газа,
ограниченного стенами. В то время как при опре-
делении температуры вблизи стен уравнение (14)
становится неверным, оно остается достаточно
точным во всей расчетной области неограничен-
ной среды, где стены отсутствуют.

Метод предусматривает решение уравнения (15)
дважды при разных граничных условиях для ги-
потетической среды и для объема газов, ограни-
ченного стенами. Физические величины, най-
денные для неограниченной среды, помогают
корректно формулировать граничные условия
на поверхности стен.

Радиационный источник тепла может быть рас-
считан по формуле

В такой же форме это выражение вводится в
уравнение конвективного теплопереноса для то-
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го, чтобы найти распределение термодинамиче-
ской температуры T в расчетной области.

Статистические методы
в моделировании радиационного переноса

Статистические приближения Монте-Карло в
их классическом виде хорошо приспособлены
для решения задач радиационного теплопереноса
в устройствах сложной формы, но требуют значи-
тельных вычислительных ресурсов для получения
достоверных результатов [3]. В настоящее время
применяются усовершенствованные статистиче-
ские модели [30, 31].

Статистические методы часто реализуются как
эффективный вспомогательный инструмент в раз-
личных моделях радиационного переноса. Напри-
мер, статистические способы вычислений были
применены в методе DRESOR (distribution of ratios
of energy scattered or reflected) для решения задач ра-
диационного переноса в разных средах [32].

Как правило, эффективность статистических
процедур возрастает при многократных повторе-
ниях одних и тех же операций. Сравнение двух
методов было выполнено в условиях применения
модели узкой полосы SNBCK к радиационному
переносу в трехмерной виртуальной печи [33].
В этой работе сообщается, что при числе угловых
направлений равном 800 время, потребовавшееся
на решение одной и той же задачи традиционным
методом дискретных ординат, было приблизи-
тельно в 7 раз больше времени, затраченного ме-
тодом DRESOR.

Другие способы решения уравнения
радиационного переноса

Существует еще несколько способов решения
уравнения радиационного переноса, которые ис-
пользуются реже. Среди них зональный числен-
ный метод, который считается эффективным для
расчета радиационного теплообмена в трехмерных
печах, заполненных газами [2, 34]. Вычислитель-
ная область в них разделяется на поверхностные и
объемные зоны, каждая из которых обменивается
радиационной энергией со всеми другими зонами.

Основные недостатки зонального метода свя-
заны с плохой совместимостью в нем радиацион-
ных и конвективных алгоритмов. Как правило,
число радиационных зон намного меньше количе-
ства ячеек сетки, необходимого для расчета кон-
вективного теплопереноса. Поэтому метод приме-
няется, главным образом, в тех случаях, когда кон-
вективным тепловым потоком можно пренебречь.

В методе дискретного переноса DTM (discrete
transfer method) лучи прослеживаются в заданных
направлениях от дискретных точек, расположен-
ных на границе вычислительной области, до дру-
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гой границы [35]. В ячейках сетки, пересекаемых
лучами, вычисляются локальные интенсивности
излучения Is и радиационные источники тепла Srad.

Метод трассирования лучей RTM (ray-tracing
method) был применен в модели статистической
узкой полосы спектра SNB [6]. Его особенность
состоит в вычислении эволюции излучательной
способности Ē вдоль выбранных лучей с примене-
нием средних изотермических коэффициентов
поглощения.

ВЫВОДЫ
1. С помощью математических моделей радиа-

ционного теплопереноса в селективной среде,
рассмотренных в настоящем обзоре, решаются
две основные проблемы: нахождение достаточно
точных локальных коэффициентов поглощения
радиационной энергии и повышение эффектив-
ности численного метода, применяемого для ин-
тегрирования дифференциального уравнения ра-
диационного переноса.

2. Достаточно точные локальные коэффици-
енты поглощения удалось получить с помощью
узкополосной модели с коррелированным коэф-
фициентом поглощения (SNBCK). Однако необ-
ходимость многократно решать уравнение радиа-
ционного переноса в сотнях узких полос спектра
ограничивает применение этой модели в инже-
нерной практике.

В глобальных моделях, использующих куму-
лятивные функции для усреднения коэффици-
ентов поглощения в полном спектре, итераци-
онное решение уравнения радиационного перено-
са выполняется однократно. Среди них модель c
коррелированным коэффициентом поглощения
(FSCK) обычно считается наилучшей. К недо-
статкам глобальных моделей можно отнести по-
вышенную сложность их алгоритмов, что стиму-
лирует применение в инженерной практике ме-
нее точных упрощенных моделей.

3. Метод дискретных ординат (DOM) считается
одним из лучших для численного решения диффе-
ренциального уравнения радиационного переноса.
Его точность, как и время, затраченное на компью-
терные вычисления, зависит от числа дискретных
ординат. Отмечается, что применение статисти-
ческого способа вычислений повышает эффек-
тивность DOM.

Уравнение радиационного переноса, приведен-
ное к сферическому телесному углу, решают, как
правило, быстрым, но недостаточно точным при-
ближением P1 метода сферических гармоник. Ос-
новные недостатки этого приближения устране-
ны в методе радиационной диффузии.

4. Представленный здесь обзор можно рас-
сматривать как своеобразный путеводитель для
инженеров по многочисленным методам модели-

рования радиационного теплопереноса в селек-
тивных газах. Такие же или подобные методы
применяются для газов, содержащих твердые или
жидкие частицы, рассеивающие лучи. Несомнен-
но, что в последнем случае вычислительные алго-
ритмы становятся более сложными.
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of Radiation Heat Transfer in Selective Gases (Review) 
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Abstract—Radiative heat transfer in a gaseous environment of furnaces and ovens is the most important heat-
transfer process controlling the efficiency of industrial installations. This explains the great interest of thermal
engineers in modern methods of numerical simulation of radiative heat transfer. Heat transfer in high-tem-
perature gases is mathematically described by the differential equation of radiative heat transfer together with
the transport equations of thermal convection. The main problem is that triatomic gases, such as water vapor
and carbon dioxide, selectively emit and absorb radiation energy, as a result of which their absorption coeffi-
cients become variable in spatial coordinates. The advances of recent decades in infrared spectroscopy have
brought about favorable conditions for the development of well-substantiated models suitable for the calcu-
lation of absorption coefficients of the most important triatomic gases. The polylinear calculation of radiative
transfer in a million spectral lines gave way to a narrow band model with a correlated absorption coefficient
and then to global full spectrum models. Along with models of the absorption coefficient, methods for the
numerical solution of the differential equation of radiative transfer are being improved. As a result, more than
a dozen different models and methods can be used at present to calculate radiative heat transfer in industrial
units. The proposed review partially eliminates the lack of publications that compare different approaches to
the numerical study of radiation problems. It traces, up to up to the present time, more than 20 years of suc-
cessive development of mathematical models of radiative heat transfer in selective gases. The main methods
for the iterative solution of the differential equation of radiative heat transfer are also included in the review.
At the same time, to eliminate complication of the model analysis, the review does not include excess infor-
mation on boundary conditions and beam scattering. To ensure the unambiguity of the concepts used, the
review is preceded by a short theoretical note.

Keywords: thermal radiation, selective gases, selective radiation absorption, radiation heat transfer, numerical
simulation
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