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Представлен безытерационный неявный метод решения дискретных уравнений сохранения двух-
жидкостной модели расчетного кода (РК) КОРСАР/ГП (далее КОРСАР). Код КОРСАР/ГП явля-
ется совместной разработкой сотрудников НИТИ и ОКБ “Гидропресс”. Он был аттестован в 2021 г.
в Ростехнадзоре применительно к расчетному обоснованию безопасности реакторных установок с
водо-водяным энергетическим реактором. В коде заложена полунеявная численная схема, которая
ограничивает временной шаг интегрирования условием Куранта по скорости двухфазного потока.
Для ускорения расчетов длительных переходных режимов реакторных установок разработан неяв-
ный численный метод без ограничения временного шага условием Куранта, основанный на методе
SETS (stability-enhancing two-step). Он базируется на полунеявной схеме. Предварительно перед ее
использованием на каждом шаге по времени решаются дискретные уравнения сохранения количе-
ства движения фаз для неявного выражения конвективных членов. После полунеявного этапа на
новом временном слое вычисляются удельные (на единицу объема) массы и энергии фаз, которые
являются донорными величинами в конвективных членах уравнений переноса. В отличие от
SETS-метода, в неявном методе, разработанном для РК КОРСАР, используется полунеявная схе-
ма с линеаризацией нестационарных членов изменения удельных массы и энергии двухфазного
потока, что позволяет проводить безытерационное решение дискретных уравнений. Однако реа-
лизация этой процедуры требует определения неизвестных скалярных переменных в расчетных
ячейках: удельных энтальпий фаз, объемного паросодержания, давления – и согласования полей
скоростей фаз с новым полем давления. Поэтому повторно применяется полунеявная схема с лине-
аризацией нестационарных членов в конце временного шага с перевычисленными донорными ве-
личинами. Работоспособность и эффективность разработанного неявного метода подтверждены
путем решения по коду КОРСАР тестовой задачи с течением двухфазного потока под перепадом
давления в обогреваемой горизонтальной трубе.

Ключевые слова: межфазный тепломассообмен, двухжидкостная модель, донорные величины, полу-
неявная схема, неявный метод, расчетный код, условие Куранта, нестационарные члены, времен-
ной слой
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Один из инструментов обоснования безопас-
ности водо-водяных энергетических реакторов в
России – аттестованный Ростехнадзором в 2021 г.
расчетный код КОРСАР, разработанный сов-
местно специалистами НИТИ и ОКБ “Гидро-
пресс” [1]. Код КОРСАР, как и все современные
системные теплогидравлические расчетные ко-
ды, базируется на одномерной модели двухфаз-
ного потока в двухжидкостном приближении [2].

В двухжидкостной модели каждая фаза харак-
теризуется параметрами, усредненными по сече-

нию каналов, и описывается уравнениями сохра-
нения массы, энергии и количества движения.
Процессы, которые являются следствием попе-
речных градиентов, такие как тепловые и механи-
ческие межфазные взаимодействия, а также теп-
ловые и механические взаимодействия фаз со
стенками каналов, учитываются в источниковых
членах уравнений. Члены, представляющие меж-
фазный обмен, записываются как функции, про-
порциональные отклонению от состояния равно-
весия с коэффициентами, зависящими от режимов
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течения двухфазного потока. Межфазный тепло-
массообмен считается пропорциональным раз-
ности температур фаз и температуры насыщения
(рассматривается модель без учета неконденсиру-
ющихся газов), а межфазное трение – пропорци-
ональным разности скоростей фаз.

Для численного интегрирования уравнений
сохранения в РК КОРСАР используется полуне-
явная численная схема, которая разработана при-
менительно к американским кодам RELAP5
[3, 4], TRAC [5] и используется в канадском коде
CATHENA [6] и в коде TRACE [7], который явля-
ется развитием кодов RELAP5 и TRAC.

С точки зрения устойчивости численных мето-
дов и ограничения, наложенного на временной шаг
интегрирования, в двухжидкостной модели можно
выделить три класса физических явлений [8]:

звуковые волны;
тепловое и механическое межфазное взаимо-

действие;
конвективный перенос.
Процессы, связанные со звуковыми волнами,

определяются дифференциальными операторами
в уравнениях сохранения массы, а также нестаци-
онарными и градиентными по давлению членами
в уравнениях сохранения количества движения
фаз. Явная аппроксимация конвективных членов
по скорости для уравнений сохранения массы фаз
и градиентных членов по давлению в уравнениях
сохранения количества движения накладывает
ограничение на временной шаг интегрирования

 по условию Куранта

где  – длина расчетной ячейки,  – скорость
двухфазного потока, а – скорость звука. 

В полунеявной схеме аппроксимации выпол-
няются неявно. Причем для соблюдения усло-
вий консервативности численной схемы неяв-
ная аппроксимация конвективных членов по
скорости применяется как для уравнений сохра-
нения массы фаз, так и для уравнений сохране-
ния энергии фаз.

Межфазные взаимодействия – это, как пра-
вило, интенсивные процессы с малой постоян-
ной времени порядка 10–3–10–5 с. Члены, описы-
вающие эти взаимодействия, представляются в
полунеявных схемах неявно относительно от-
клонений от состояния равновесия. Разности
температур фаз и температуры насыщения для
интенсивности межфазного теплообмена допол-
нительно линеаризуются на новом временном
слое с использованием разложения в ряд Тейло-
ра относительно приращений за шаг удельных
энтальпий фаз и давления.

Δτ

( )Δτ < Δ + ,z w a

Δz w

В полунеявной численной схеме остается
ограничение на шаг интегрирования по времени,
наложенное условием Куранта  что
определяется явным представлением величин,
переносимых конвективным способом, в урав-
нениях сохранения массы и энергии фаз и явной
аппроксимацией конвективных членов в урав-
нениях сохранения количества движения. При
достаточно больших скоростях потока и мелком
разбиении расчетных ячеек по координате явное
определение этих величин приводит к порожде-
нию численных волн вдоль координаты по паро-
содержанию, температуре фаз и т.д.

Полунеявная численная схема значительно
упрощает решение систем конечно-разностных
уравнений. Однако для ускорения расчетов дли-
тельных переходных режимов реакторных устано-
вок (например, с маневром мощности) требуется
разработка численного метода без ограничения
значения допустимого временного шага, наложен-
ного условием Куранта по скорости двухфазного
потока.

В настоящей работе предлагается безытераци-
онный численный метод, снимающий ограниче-
ния на шаг интегрирования по времени, – его
условно можно назвать неявным методом. Он ба-
зируется на методе SETS, используемом в кодах
TRAC [5] и TRACE [7], и реализован в РК
КОРСАР. Основополагающие моменты числен-
ных схем и алгоритмов в статье рассматриваются
применительно к моделированию процессов в
одиночном канале. В этом случае вычисление
переменных на новом временном слое сводится
к системам линейных уравнений с трехдиаго-
нальными матрицами, которые решаются мето-
дом прогонки. Для разветвленного контура эти
системы решаются с помощью мономатричного
алгоритма.

ДВУХЖИДКОСТНАЯ 
ТЕПЛОГИДРАВЛИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

Система дифференциальных уравнений со-
хранения двухжидкостной модели РК КОРСАР
имеет следующий вид:

уравнения сохранения массы фаз

(1)

уравнения сохранения энергии фаз

(2)

Δτ < Δ ,z w

( ) ( )∂ ϕ ρ ∂+ ϕ ρ =
∂τ ∂ ,

1 ;p p
p p p m pw A R

A z

( ) ( )∂ ϕ ρ ∂+ ϕ ρ =
∂τ ∂ ,

1 ;p p p
p p p p e p

h
h w A R

A z
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уравнения сохранения количества движения
фаз

(3)

где общим индексом p обозначена фаза: жидкая
(индекс f) или газообразная (индекс g); ϕ, h, p, w,
ρ – объемная доля, удельная энтальпия, давле-
ние, скорость и плотность фазы соответственно
(неизвестные переменные системы); τ – время; z –
координата; A – площадь проходного сечения;

,  – источниковые члены, характеризую-
щие изменение массы и энергии фазы вследствие
межфазного тепломассообмена, теплообмена со
стенкой каналов, а также внешнего по отноше-
нию к моделируемой системе подвода массы и
энергии;  – источниковый член, моделиру-
ющий силы межфазного механического взаимо-
действия трением и путем обмена импульсом при
массообмене, а также трение фаз со стенкой ка-
нала и объемные силы.

Чтобы сократить записи дискретных аналогов
при дальнейшем изложении численных схем, в
источниковые члены  были добавлены диф-
ференциальные операторы, моделирующие силы
сжатия: 

Для замыкания системы уравнений (1)–(3) ис-
пользуются термодинамические соотношения

(4)
и условие полного заполнения сечения канала
двухфазным потоком 

ПОЛУНЕЯВНАЯ ЧИСЛЕННАЯ СХЕМА
Система уравнений сохранения (1)–(3) инте-

грируется по времени в полунеявной схеме на
шахматной сетке. Фрагмент шахматной сетки для
произвольного канала представлен на рис. 1. На
каждом шаге по времени рассчитываются удель-
ные энтальпии фаз  объемная доля газо-
вой фазы  давление p в расчетных
ячейках k и скорости фаз  в соединениях  j.

В полунеявной численной схеме дискретные
аналоги уравнений записываются следующим об-
разом. В расчетных ячейках  (N – количе-
ство ячеек в канале) уравнения сохранения массы
и энергии фаз имеют вид

(5)

∂ ∂ ∂ϕ ρ + ϕ ρ + ϕ =
∂τ ∂ ∂ , ,p p

p p p p p p mom p
w w pw R

z z

,m pR ,e pR

,mom pR

,e pR

( )ϕ ∂ ∂τ + ∂ ∂ .p pp w p z

( )ρ = ρ ,p p pp h

ϕ + ϕ = 1.f g

( ), ,g fh h
( )ϕ ,ϕ = − ϕ1 ,g f g

( ),g fw w

= 1,k N

( ) ( )

( )

+
+

+ + +

∂ ϕ ρ
 + ∂ ϕ ρ ∂ = ∂τ

=

1
1

1 1 1
,

1

, , ;

n
n np p

p p p

n n n
m p f g

w A z
A

R p h h

(6)

В cоединениях  уравнения сохране-
ния количества движения фаз представляются в
форме

(7)

В разностных уравнениях (5)–(7) верхние ин-
дексы n и n + 1 обозначают предыдущий и новый
временной слой соответственно.

Аппроксимация дифференциальных членов
осуществляется по соотношениям

(8)

(9)

(10)

где  – произвольная скалярная величина (ниж-
няя черта означает донорную величину, рассчи-
тываемую по схеме против потока);  – объем
ячейки; , если ; , если .

В формуле (10) при вычислении конвектив-
ных членов в уравнениях сохранения количества
движения учитывается изменение площади про-
ходного сечения вдоль канала [5, 8]. Источнико-
вые члены , ,  представляют собой
линейную комбинацию переменных на новом
временном слое, коэффициенты в которых опре-
деляются по параметрам с предыдущего времен-
ного слоя.

Из уравнений сохранения количества движе-
ния (7) можно получить линейные зависимости
скоростей фаз в соединениях канала от перепа-
дов давления на новом временном слое. Эти за-

( ) ( )

( )

+
+

+ + +

∂ ϕ ρ
 + ∂ ϕ ρ ∂ = ∂τ

=

1
1

1 1 1
,

1
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n
n np p p

p p p p

n n n
e p f g

h
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A
R p h h

= +1, 1j N
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Рис. 1. Фрагмент шахматной сетки

j – 1 j + 1j

k – 1 k + 1k
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висимости подставляют в конвективные члены
уравнений сохранения массы и энергии фаз в
расчетных ячейках. В итоге дискретные аналоги
уравнений (5), (6) превращаются в линейные
функции [далее в соотношениях обозначаются
как lin] нелинейных нестационарных членов

  от удельных эн-
тальпий фаз и давления в ячейке с номером k, а
также давлений в соседних ячейках , :

(11)

Далее в полунеявных схемах используются
два варианта решения уравнений (11). В первом
варианте, разработанном применительно к коду
RELAP5 [3, 4] и реализованном в кодах CATHENA
[6], КОРСАР [2], осуществляется дополнитель-
ная линеаризация нестационарных членов отно-
сительно параметров на предыдущем временном
слое, включая линеаризацию зависимостей
плотностей фаз от давления и удельной энталь-
пии (4):

(12)

В этом случае решаются системы из четырех
линейных уравнений для каждой расчетной ячей-
ки канала относительно , ,  и . В ко-
нечном итоге алгоритм сводится к нахождению
сначала поля давления в канале на новом времен-
ном слое, затем скоростей фаз в соединениях.
После этого рассчитываются удельные энтальпии
фаз и объемные паросодержания. Данная проце-
дура для кода КОРСАР подробно изложена в ра-
ботах [2, 8, 9].

Следует отметить, что линеаризация нестаци-
онарных членов приводит к численным дисба-
лансам массы и энергии фаз. Для сохранения
консервативности схемы требуется коррекция
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полунеявной схемы в данном варианте исполне-
ния. Применительно к коду КОРСАР численные
дисбалансы вычисляются на каждом временном
шаге по соотношениям, предложенным разра-
ботчиками кода, и используются на следующем
временном шаге в качестве дополнительных ис-
точников в уравнениях сохранения [9].

В другом варианте, который применяется в
кодах TRAC [5] и TRACE [7], осуществляется
итерационное решение дискретных уравнений
(11) с исходными нелинейными нестационарны-
ми членами. При этом линеаризация нестацио-
нарных членов (12) производится внутри итера-
ционных циклов по методу Ньютона относи-
тельно значений переменных с предыдущей
итерации.

НЕЯВНЫЙ МЕТОД
Основная задача неявного метода – снятие

ограничения на временной шаг интегрирования
уравнений сохранения двухжидкостной модели
условием Куранта по скорости двухфазного пото-
ка. Для этого необходимо неявное представление
донорных величин конвективных членов в дис-
кретных уравнениях (5), (6) и конвективных чле-
нов в уравнениях сохранения количества движе-
ния (7).

SETS-метод
Полунеявная схема остается базовой для

SETS-метода. Перед ее использованием предвари-
тельно на каждом шаге по времени в целях неявного
представления конвективных членов  вы-
полняется решение дискретных уравнений сохра-
нения количества движения в два этапа:

этап предиктор

(13)

стабилизирующий этап:

(14)

На первом этапе конвективные члены пред-
ставляются неявно в линейной форме ,

на втором этапе – в виде .
Далее следует этап решения базовой полунеяв-

ной схемы с неявным выражением конвективного
члена . Полученные после полунеяв-
ной схемы на временном шаге скалярные пере-
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менные , ,  принимаются как промежу-

точные, а давление  и скорости фаз  – как
окончательные.

После этого наступает заключительный этап
SETS-метода – решение уравнений сохранения
массы и энергии фаз для расчета комплексов

,  при неявном представлении
донорных величин:

(15)

(16)

Для канала уравнения (14)–(16) решаются ме-
тодом прогонки.

Модификация SETS-метода для кода КОРСАР

Поскольку на этапе полунеявной схемы в РК
КОРСАР производится линеаризация нестацио-
нарных членов (12), вместо комплексов ,

 требуется вычислить поля , ,

 и , которые используются на следующем
временном шаге в качестве переменных на вре-
менном слое n. Поэтому после решения раз-
ностных уравнений (15) и (16) повторно произ-
водится этап реализации полунеявной схемы с
известными донорными величинами в конвек-
тивных членах уравнений сохранения массы и
энергии фаз на новом временном слое. При
этом снова осуществляется линеаризация (12),
которая приводит к изменению полей перемен-
ных, что вызывает необходимость поправки по-
лей давления  и скоростей фаз

(17)
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В уравнении сохранения количества движе-
ния (19) учитывается только поправка скоростей
по градиенту давления для согласования полей
скоростей фаз и давления на новом временном
слое.

Расчет дисбалансов массы и энергии фаз для
их компенсации на следующем временном шаге
осуществляется только в процессе повторного
этапа с полунеявной схемой. В неявном методе
РК КОРСАР исключен этап предиктор (13), по-
скольку в полунеявной схеме конвективные чле-
ны в дискретных уравнениях сохранения количе-
ства движения представлены неявно по скорости
фаз .

Блок-схема неявного метода на временном
шаге интегрирования показана на рис. 2.

ТЕСТИРОВАНИЕ НЕЯВНОЙ СХЕМЫ

Для демонстрации работоспособности и эф-
фективности неявного численного метода РК
КОРСАР выбрана следующая задача, расчетная
схема которой приведена на рис. 3. Рассматрива-
ется горизонтальная обогреваемая труба (на рас-
четной схеме это элемент “Канал”) длиной 3 м и
диаметром 10–2 м под перепадом давления. Обо-
грев осуществляется посредством элемента кода
“Теплопроводящая конструкция” с внутренним
равномерным энерговыделением мощностью
2.5 × 104 Вт, которая моделирует металлическую
стенку трубы толщиной 2 × 10–3 м, теплоизолиро-
ванную снаружи. Канал и теплопроводящая
конструкция разбивались по длине на 40 одина-
ковых расчетных ячеек. Канал подключен к эле-
ментам расчетной схемы “Граничная ячейка”. В
“Граничной ячейке 2” фиксируется давление
106 Па. Перепад давления до 3.5 × 104 Па обеспе-
чивается посредством увеличения давления в
“Граничной ячейке 1”. В этой ячейке задается
вода температурой 420 К. На входе в трубу рас-
положен дроссель с коэффициентом местного
сопротивления 10.

При начальных условиях в трубе находится во-
да температурой 420 К в неподвижном состоянии.
В сценарии расчетов сначала за 100 с линейно
возрастает перепад давления, затем также линей-
но с 200-й секунды за 100 с повышается мощность
энерговыделения. Вычисления проводились с
максимальным шагом интегрирования по време-
ни 0.05 с.
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Проведены расчеты задачи с помощью РК
КОРСАР для трех вариантов:

по предлагаемому неявному методу (вариант I);
по полунеявной схеме с ограничением времен-

ного шага условием Куранта (вариант II);

по полунеявной схеме без ограничения вре-
менного шага условием Куранта (вариант III).

Изменения отдельных параметров задачи при
первых двух вариантах расчетов представлены на
рис. 4 (нечетными числами обозначены кривые,
соответствующие варианту I, четными – вариан-
ту II). Как видно на рисунке, после достижения
заданного перепада давления скорость теплоно-
сителя на входе в трубу возрастает до 2.2 м/с, за-
тем после вскипания жидкости в трубе и увеличе-
ния гидродинамического сопротивления потоку
(см. рис. 4, г) уменьшается до 1.6 м/с и далее ста-
билизируется. На выходе из трубы формируется
двухфазный поток с объемным паросодержани-
ем 0.69 и скоростями жидкой и паровой фаз 5.1 и
15.8 м/с соответственно. Различия теплогидрав-
лических параметров, полученных для двух вари-
антов расчетов, незначительные.

Согласно рис. 4, а, число Куранта по неявной
схеме достигает значения 10.3 при временном ша-
ге 0.05 с. В расчете по полунеявной схеме в РК
КОРСАР число Куранта ограничивается значе-
нием 0.95. При этом временной шаг падает на по-
рядок – до 4.7 × 10–3 с. Дополнительно для оцен-
ки быстродействия кода были проведены расчеты
задачи с вариантами до 50 000 с. Установлено, что
затраты машинного времени при расчете по неяв-
ному методу в 9.3 раза меньше, чем при примене-
нии полунеявной схемы. Данный факт свидетель-
ствует о незначительных дополнительных затратах
на временном шаге при переходе с полунеявной
схемы на неявный метод (около 15%).

На рис. 5 приведены результаты расчетов по
вариантам II (четные числа в обозначении кри-
вых) и III (нечетные числа в обозначении кри-
вых), демонстрирующие неустойчивость полуне-
явной схемы без ограничения временного шага
по условию Куранта. В варианте III наблюдаются
многочисленные существенные изменения вре-
менного шага, вызванные заложенными в коде
КОРСАР условиями его дробления и увеличения,
исходя из максимальных абсолютных прираще-

Рис. 3. Расчетная схема тестовой задачи. 
1, 40 – первый и последний номера ячеек

Местное 
сопротивление Канал

Теплопроводящая
конструкция

Граничная
ячейка 1

Граничная
ячейка 2

1

1

40

40

Рис. 2. Блок-схема неявного метода РК КОРСАР
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выражении донорных величин

Решение систем (15), (16)
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ний за шаг (по всем расчетным ячейкам) давле-
ния, удельных энтальпий, дисбалансов массы и
энергии фаз.

ВЫВОДЫ

1. На основе SETS-метода, используемого в
кодах TRAC и TRACE, применительно к РК
КОРСАР разработан безытерационный неявный
метод интегрирования уравнений сохранения
двухжидкостной модели без ограничения вре-
менного шага условием Куранта.

2. В отличие от SETS-метода, в предлагаемом
неявном методе в качестве базовой применяется
полунеявная схема с линеаризацией нестацио-
нарных членов, что позволяет использовать
безытерационные алгоритмы решения дискрет-

ных уравнений сохранения. На шаге по времени
производится двухэтапное вычисление по полу-
неявной схеме, что обеспечивает согласование
полей скоростей фаз и давления в конце времен-
ного шага. На первом этапе переносимые донор-
ные величины в уравнениях сохранения массы и
энергии фаз рассчитываются по параметрам с
предыдущего временного слоя, а на втором эта-
пе – по параметрам на новом временном слое.
Дополнительно в неявном методе РК КОРСАР
исключен этап предиктор SETS-метода, посколь-
ку неявная аппроксимация конвективного члена
по скорости в уравнениях сохранения количества
движения фаз этого этапа реализована в полуне-
явной схеме.

3. Работоспособность и эффективность разра-
ботанного неявного метода подтверждены реше-

Рис. 4. Изменение во времени параметров для вариантов расчетов I (нечетные кривые) и II (четные кривые). 
а – число Куранта (1, 2) и временной шаг (3, 4); б – скорость теплоносителя: 5, 6 – жидкой фазы на входе в трубу,
7, 8 – на выходе из нее; 9, 10 – паровой фазы на выходе из трубы; в – объемное паросодержание на выходе из трубы
(кривые 11, 12); г – давление после дросселя (кривые 13, 14)
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нием по коду КОРСАР тестовой задачи с течени-
ем двухфазного потока под перепадом давления в
обогреваемой горизонтальной трубе.
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An Implicit Numerical Method for Integration of the Conservation Equations 
Incorporated into the KORSAR Code Two-Fluid Model 

Yu. V. Yudova, * and I. G. Danilova

a Aleksandrov Research Institute of Technology, Sosnovyi Bor, 188450 Russia 
*e-mail: yudov@niti.ru

Abstract—A noniterative implicit method for solving the discrete conservation equations of the
KORSAR/GP computer code (hereinafter referred to as KORSAR) two-fluid model is presented. The
KORSAR/GP code has been developed jointly by specialists of the Federal State Unitary Enterprise Ale-
ksandrov Research Institute of Technology (NITI) and the special design bureau OKB Gidropress. In 2009,
the code was certified at the Federal Service for Environmental, Technological, and Nuclear Supervision
(Rostekhnadzor) as applied to numerical safety assessment of VVER-type power reactor plants. The code us-
es the semi-implicit numerical scheme, which limits the integration time step by the Courant condition with
respect to the velocity of a two-phase f low. To cut down the time it takes to calculate prolonged transients in
reactor plants, an implicit numerical method, which does not limit the time step by the Courant condition,
has been developed on the basis of the SETS (stability-enhancing two-step) method. It is based on the semi-
implicit scheme. Prior to its application, discrete phase momentum conservation equations with the convec-
tive terms written in implicit form are solved at each time step. After the semi-implicit step, the specific (per
unit volume) mass and energy of the phases, which are donor quantities in the convective terms of the trans-
port equations, are calculated at the new time layer. Unlike the SETS method, the implicit method developed
for the KORSAR code employs a semi-implicit scheme with linearization of unsteady terms describing the
change in the specific mass and energy of a two-phase f low. This approach enables us to solve discrete equa-
tions in a noniterative manner. However, the implementation of this procedure requires that the unknown
scalar variables, such as the phase specific enthalpies, the vapor volume fraction, and the pressure, be deter-
mined in the computational cells. Therefore, the semi-implicit scheme with linearization of unsteady terms
with recalculated donor quantities at the end of the time step is reused. The performance and effectiveness of
the developed implicit method have been confirmed by solving, using the KORSAR code, a test problem of
a two-phase f low in a heated horizontal tube driven by a pressure difference.

Keywords: interfacial heat transfer, two-fluid model, donor quantities, semi-implicit scheme, implicit method,
computer code, Courant condition, unsteady terms, time layer
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