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Для интерпретации обнаруженного ранее эффекта перестройки гидродинамического режима
ближнего следа от двух цилиндров под действием тлеющего разряда развивается простая одномер-
ная модель такого перемежающегося течения. При не слишком близком расположении цилиндров
след предполагается сформированным из двух дорожек Кармана. Модель отличается учетом нели-
нейного взаимодействия дорожек Кармана в области их формирования в окрестности цилиндров;
при этом допущение о слабости взаимодействия не используется. Обнаружено, что в рамках моде-
ли, помимо одночастотных глобальных мод, в некоторой области параметров модели существует
двухчастотная асимметричная мода следа. В турбулентном следе она реализуется в режиме переме-
жаемости с симметричной модой.
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ВВЕДЕНИЕ
Ближний след за плохообтекаемыми телами с

его выраженной крупномасштабной когерентной
вихревой структурой представляет теоретический
интерес как классический пример развивающе-
гося турбулентного течения. В то же время тече-
ния подобного типа широко распространены в
различных технических устройствах, где требует-
ся интенсификация процессов переноса, напри-
мер в быстропроточных лазерах, в камерах сгора-
ния. В ходе технического прогресса внимание
исследователей смещается от аэродинамики ней-
тральных газов в сторону изучения плазменных
течений [1]. Ввиду присущей динамике плазмы
неустойчивости такая эволюция сопровождается
существенным усложнением решаемых принци-
пиальных и прикладных задач. С другой стороны,
одновременно появляются дополнительные воз-
можности по целенаправленной перестройке ре-
жимов течения под действием прилагаемых элек-
трических и магнитных полей. В частности,
широко исследуется возможность перестройки
различного рода нейтральных газовых течений с
помощью актюаторов на коронном, диэлектри-
ческом барьерном, дуговом разрядах (например,
[2–4]). В таком контексте естественной выглядит
задача модификации плазменного течения с по-
мощью разрядного актюатора того или иного ти-
па. Течение низкотемпературной неравновесной
плазмы характерно для мощных быстропроточ-
ных электроразрядных лазеров. Определяющие
характеристики – предельная мощность и каче-

ство излучения таких лазеров – существенно за-
висят от гидродинамических характеристик по-
тока рабочей среды в резонаторной камере (она
же – разрядная камера лазера). Соответственно,
требуется оптимизация структуры неравновесно-
го турбулентного потока плазмы в условиях тлею-
щего разряда в разрядной камере [5, 6], т.е. в
ближнем следе соответствующего (механическо-
го) турбулизатора потока, расположенного на входе
в камеру, посредством подбора его характеристик.
Дальнейшую настройку – оптимизацию поля тур-
булентных характеристик течения – удобно прово-
дить с помощью разрядных актюаторов.

ОСНОВНЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ 
ДАННЫЕ

Вероятно, наиболее простое средство турбули-
зации потока в большом объеме – это установка
цилиндра или ряда параллельных цилиндров,
расположенных в плоскости, перпендикулярной
невозмущенному потоку. Для подобного течения
с помощью специально разработанного датчика
скорости плазмы тлеющего разряда и газа [7] об-
наружено, что под действием разряда происходит
перестройка гидродинамического режима ближ-
него следа от пары близко расположенных парал-
лельных цилиндров. В эксперименте [8] диэлек-
трические цилиндры были установлены на входе
в разрядную камеру быстропроточного СО2-лазе-
ра, вплотную за водоохлаждаемым катодом, на
относительном расстоянии между осями цилин-
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дров  Число Рейнольдса, рассчитанное
по диаметру цилиндров и невозмущенной скоро-
сти втекающего газа, составило  Соот-
ветствующая фотография разрядной камеры
установки Лантан-2, представляющая собой вид
через боковое смотровое окно под 45° к направле-
нию втекающего газа, приведена на рис. 1. В этой
конфигурации было обнаружено, что в режиме
несамостоятельного тлеющего разряда, с увели-
чением погонной плотности тока на катоде в об-
ласти значений ∼1 А/м спектр пульсаций скоро-
сти азотной плазмы плавно перестраивается от
распределения с единственным сравнительно уз-
ким пиком спектральной мощности к распреде-
лению с двумя пиками [8]. При этом новый пик
появляется на сравнительно низкой частоте (НЧ)
~0.80 кГц, а высокочастотный (ВЧ) пик остается
расположенным на прежней частоте (~1.12 кГц)
нейтрально-газового течения. Более того, при
плотностях тока  большая часть мощ-
ности квазикогерентных пульсаций скорости
плазмы перераспределяется из ВЧ- в НЧ-пик.

Для анализа происходящей перестройки тече-
ния весьма желательна визуализация течения.
Однако в условиях установки Лантан-2 визуали-
зация течения за вертикально расположенными
цилиндрами существенно затруднена непрозрач-
ностью верхней и нижней стенок разрядной ка-
меры, смотровые окна есть только в боковых
стенках (рис. 1). В сложившихся условиях един-
ственный выход – это максимально использовать
развернутую модель течения, по возможности
простую, в анализе экспериментальных данных
по осцилляциям скорости.

2.2.T D ≈

Re ~ 1000.

1.5 A мj ≥

МАЛОМЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ СЛЕДА

В настоящее время развитые вихревые тече-
ния, в том числе течения при учете различных
осложняющих обстоятельств (например, фазо-
вых переходов), удается моделировать с различ-
ной степенью детализации (см. [9]). Что касается
следовых течений от цилиндров, то уже достаточ-
но давно их моделирование принято проводить
не только в рамках уравнений Навье–Стокса или
их обобщений, но и строить маломерные анали-
тические модели. Для следа уединенного цилин-
дра это может быть модель двумерного течения в
форме классической дорожки Кармана “точеч-
ных вихрей” в идеальной жидкости. Также широ-
ко используются одномерные динамические мо-
дели дорожки, это так называемые модель типа
Ландау–Стюарта (ЛС) и модель дорожки-осцил-
лятора Ван дер Поля (ВдП). Здесь уместно отме-
тить, что простые маломерные модели обладают
рядом достоинств. С одной стороны, их исполь-
зование позволяет пролить свет на физику иссле-
дуемых (зачастую достаточно сложных) явлений.
С другой стороны, подобные модели могут быть
весьма полезны в практических приложениях,
например в вопросах многопараметрической оп-
тимизации изделий, при построении перспектив-
ных систем автоматического регулирования тече-
ния в реальном масштабе времени.

Модель ЛС (“бифуркации Ландау–Хопфа” в
терминах теории динамических систем) была
сформулирована и обоснована на “физическом”
уровне строгости применительно к задаче лами-
нарно-турбулентного перехода во внутренних
гидродинамических течениях Л.Д. Ландау в 1944 г.
[10]. Уравнение ЛС – это эволюционное уравне-
ние и формулируется относительно комплексной
медленно изменяющейся амплитуды  осцил-
ляций при установившемся их пространственном
распределении (в данном случае применения
уравнения ЛС к осцилляциям скорости в следе за
цилиндром типа дорожки Кармана). Уравнение
ЛС принято записывать в форме

(1)

Здесь εLS – малый действительный положи-
тельный параметр, а  и  – комплексные па-
раметры модели. К настоящему времени приме-
нение уравнения ЛС для моделирования лами-
нарного режима течения ближнего следа за
цилиндром в форме классической дорожки Кар-
мана (для чисел Рейнольдса течения в интервале
47 ) получило “строгое” обоснование.
Это обоснование базируется на успешности
асимптотического разложения решения соответ-
ствующей граничной задачи для двумерных урав-

( )tA

2
LS LS LS .A A A

t
∂ ⎡ ⎤= ε λ − μ⎣ ⎦∂

LSλ LSμ

Re 180< <

Рис. 1. Пара цилиндров-турбулизаторов на входе по-
тока в разрядную камеру.
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нений Навье–Стокса по малому параметру над-
критичности  
(см., например, [11]). Так, рассчитанные числен-
но параметры модели ЛС хорошо согласуются с
соответствующими экспериментально измерен-
ными значениями.

Для маломерного моделирования ближнего
следа цилиндра в форме дорожки Кармана, наря-
ду с моделью ЛС, используется также модель ос-
циллятора ВдП [12, 13], являющаяся простейшей,
но общей моделью автогенератора произвольной
природы, с “мягким” возбуждением вблизи по-
рога генерации. В гидродинамике эту модель
принято использовать при исследовании задач
“аэроупругого резонанса” (vortex induced vibra-
tions), не говоря уже о ее широком применении в
других областях естествознания [14]. Модельное
уравнение ВдП может быть записано в безразмер-
ном виде

(2)

Оно сформулировано относительно действи-
тельной величины X, пропорциональной попе-
речной составляющей скорости течения в любой
характерной точке следа – дорожки Кармана.
Как и в модели ЛС, осцилляции скорости в раз-
личных точках сформировавшейся дорожки Кар-
мана предполагаются жестко синхронизованны-
ми, причем различие в их фазе определяется
только скоростью сноса дорожки как целого
(аналогично модели Кармана). При этом про-
странственное распределение относительных ам-
плитуд осцилляций в различных точках считается
фиксированным (как и в модели ЛС). Действи-
тельный положительный параметр ε модели ВдП,
вообще говоря, не обязательно мал, но мал в слу-
чае моделирования дорожек Кармана (в согласии
с тем, что отмечалось для соответствующего пара-
метра  модели ЛС). Фигурирующее в уравне-
нии (2) время обезразмерено на период установив-
шихся осцилляций в дорожке Кармана 

Решение уравнения ВдП (2) в случае малых 
следует искать в форме осцилляций с медленно
меняющейся амплитудой и фазой. На этом пути
обнаруживается, что соответствующие укорочен-
ные (усредненные) уравнения для амплитуды и
фазы осцилляций в модели ВдП эквивалентны
уравнениям для действительной и мнимой частей
уравнения (1) модели ЛС, но только при допол-
нительном условии  Последнее огра-
ничение обусловлено тем, что в стандартной мо-
дели ВдП не учитывается дополнительный (квад-
ратичный по амплитуде осцилляций) набег фазы
колебаний в процессе релаксации, имеющий ме-
сто в модели ЛС. Явление “срывного флаттера”
упруго закрепленного цилиндра при его обтека-

( ) ( )1 1
LS crRe Re 1,− −ε = − ! crRe 47≈

2
2

2 1 .X XX X
tt

∂ ∂⎡ ⎤+ = ε −⎣ ⎦ ∂∂

LSε

0 phys.t t= ω
ε

LSIm 0.μ =

нии потоком газа подробно рассматривается в
[12] в рамках модели типа ВдП.

В практических приложениях часто представ-
ляют интерес следовые течения значительных по-
перечных размеров, соответственно порождае-
мые группой параллельных цилиндров. В связи с
этим следующим необходимым шагом является
обобщение моделей следовых течений на учет взаи-
модействия дорожек Кармана от соседних цилин-
дров. Как правило, в рамках одномерного моделиро-
вания такое взаимодействие учитывается в простей-
шей форме посредством дополнительных линейных
по зависимым переменным членов, включаемых в
уравнения ЛС [15] или ВдП [13], описывающие след
уединенного цилиндра. Такой подход подкрепляет-
ся аргументом слабости взаимодействия дорожек
Кармана в случае не слишком близкого расположе-
ния порождающих след цилиндров.

Развиваемая модель турбулентного следа пары
цилиндров, предложенная в рамках работ по
гранту РФФИ № 13-01-00742-а [16], также осно-
вывается на уравнениях типа ВдП для управляю-
щих параметров двух дорожек Кармана  пред-
ставляющих относительную амплитуду осцилля-
ций поперечной составляющей скорости течения
в соответствующей дорожке Кармана. В несколь-
ко модифицированном виде (с учетом малости
параметра ) уравнения модели [17, 18] сле-
дующие:

(3)

(4)

Отметим, что модельные уравнения (3), (4)
турбулентного следа неоднородные; их правые
части  представляют собой случайные процессы –
источник стохастизации турбулентного следа
(некоторый аналог сил Ланжевена). Других прин-
ципиальных отличий модели по сравнению со
случаем ламинарного следа ( ) не предпола-
гается. Иными словами, в сформировавшемся
турбулентном следе ( ) от цилиндров до-
статочно малого аспектного отношения (в опытах
[8] ) доминирует крупномасштабная
двумерная структура квазикармановских доро-
жек. Соответственно, для турбулентного режима
следа можно в первом приближении использо-
вать такую же модель ламинарного следа, но
обобщенную на учет источника стохастизации

,iX

1Δ !

2
21

12

2 2 1
1 2 1 2 1

1 ( 4)

1 ,

d X X
dt

dXX X lX X h
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Прочие отличительные особенности модели
следующие. Первое с целью охватить максималь-
ную область применимости модели следа взаимо-
действие дорожек учтено с помощью нелинейно-
го члена уравнений, а именно посредством квад-
ратичной формы общего вида с коэффициентами

 при скорости изменения управляющего пара-
метра. При этом на интенсивность взаимодей-
ствия формирующихся дорожек Кармана – ос-
цилляторов ВдП (локализованного в окрестности
порождающих след цилиндров) не накладывается
ограничений, т.е. значения параметров модели

 a priori произвольные. Как было обнаружено
[16], такая модель (для случая ) дает доста-
точно богатый набор одночастотных квазилами-
нарных мод следа, но спектр их собственных
частот, к сожалению, остался полностью вырож-
денным. Для устранения отмеченного недостатка,
была явно учтена зависимость частоты осцилля-
ций от их амплитуды, ожидаемая из общих сооб-
ражений и имеющаяся в модели ЛС следа. Эта за-
висимость была учтена в модели посредством
введения параметра Δ [17], что составляет вторую
особенность нашей модели как модели типа ВдП.
Тогда оказывается, что с учетом малости парамет-
ра Δ, для случая следа уединенного цилиндра уко-
роченные уравнения представленной модели ста-
новятся полностью эквивалентными соответ-
ствующим уравнениям модели ЛС. Более того, из
требования эквивалентности двух моделей следа
вытекает условие отрицательности соответствую-
щего параметра модели ВдП  Здесь еще раз
подчеркнем, что модель ЛС для ламинарного сле-
да от уединенного цилиндра обоснована как экс-
периментально, так и теоретически.

Аналитическое исследование несколько более
сложной, чем (3), (4), модели на поиск одноча-
стотных глобальных мод ламинарного следа по-
казало наличие пяти таких устойчивых мод, при
этом вырождение мод по частоте осцилляций
оказалось полностью снятым для случая 
[17]. В принципе, этот набор одночастотных мод
позволяет объяснить основные черты наблюдае-
мого спектра пульсаций скорости [8], причем не
единственным образом [17, 18]. В рамках модели
плазменное течение при повышенных плотно-
стях тока можно интерпретировать как переме-
жающееся течение при конкуренции между
модой синфазной синхронизации одинаковых до-
рожек за цилиндрами и асимметричной одноча-
стотной модой с частично подавленной дорож-
кой за одним из цилиндров при развитой дорожке
за вторым. Наряду с этой интерпретацией воз-
можна и другая: в плазменном течении наблюда-
лась перемежаемость между модами синфазной и
противофазной синхронизации одинаковых до-
рожек Кармана за цилиндрами [18]. Здесь необхо-
димо отметить, что у обоих рассмотренных вари-

,lλ

, lλ
0Δ =

0.Δ <

0Δ ≠

антов интерпретации экспериментальных дан-
ных в рамках развиваемой модели оставался
принципиальный недостаток. Это – несогласо-
ванность с имеющимися публикациями по сле-
дам цилиндров. Согласно различным работам по
визуализации следов двух цилиндров при доста-
точном их сближении  устойчиво наблю-
дается след с развитой дорожкой Кармана за од-
ним из цилиндров и частично подавленной до-
рожкой за вторым цилиндром: асимметричный
отклоненный след “biased wake” [19–21]. При
этом частоты срыва вихрей в двух дорожках раз-
личаются [21–24]. Это – двухчастотный режим
следа пары цилиндров. Соответственно, был про-
веден поиск такого двухчастотного режима в рам-
ках развиваемой модели: системы тех же уравне-
ний (3), (4).

ДВУХЧАСТОТНАЯ ГЛОБАЛЬНАЯ 
МОДА СЛЕДА В РАМКАХ 

ЧЕТЫРЕХПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ

Модель ближнего следа от двух цилиндров
представляет собой систему двух уравнений (3), (4).
Она содержит четыре действительных параметра

 из которых только два последних от-
вечают за нелинейное взаимодействие дорожек.
На основании малости параметра  что обос-
новано экспериментально [25], для решения
системы (3), (4) следует воспользоваться методом
Крылова–Боголюбова. Тогда осредненные (“уко-
роченные”) уравнения для медленных амплитуд
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Здесь в уравнениях модели (6)–(8) учтена ма-
лость параметра  и введено обозначение для
полной относительной фазы осцилляций в двух
дорожках Кармана

(9)

Пять точек покоя системы уравнений (6)–(8)
при нулевых стохастизирующих членах 
представляют одночастотные глобальные моды
ламинарного следа [17]. Четыре из них оказались
устойчивыми относительно бесконечно малых воз-
мущений, а пятая асимметричная  [17] оказа-
лась неустойчивой в рамках модели (6)–(8) всюду в
области своего формального существования.

Конфигурацию асимметричной двухчастот-
ной моды будем искать как квазистационарное
решение системы уравнений (6)–(8) модели в от-
сутствие стохастизации  При этом в отли-
чие от одночастотных мод, полная относительная
фаза осцилляций в двух дорожках Кармана (9)
предполагается линейной функцией времени
плюс малые осциллирующие добавки:

(10)

(11)
Для первого грубого приближения полностью

пренебрегаем осциллирующими слагаемыми в
правых частях уравнений (6)–(8). В результате
получаем, что однопараметрическое семейство
решений вида (10), (11) реализуется вдоль прямой

 Для этого семейства квадраты амплитуд
осцилляций в двух дорожках Кармана связаны
соотношением

(12)
при произвольном в остальном соотношении
между амплитудами. Все решения семейства ока-
зываются нейтрально устойчивыми (относитель-
но бесконечно малых возмущений) вдоль направ-
ления (12) и устойчивыми в ортогональном на-
правлении.

Соответствующее прямое численное исследо-
вание системы (6)–(8) показывает, что двухча-
стотная асимметричная мода существует и устой-
чива относительно малых возмущений в области

 для умеренно больших значений
параметра  Существенное расщепление частот
осцилляций в двух дорожках Кармана наблюдает-
ся вблизи граничного значения параметра модели

 причем расщепление тем больше, чем
ближе к граничному значению 0.5. Пример уста-
новившейся динамики следа в форме двух доро-
жек Кармана приведен на рис. 2 для случая

   

1Δ !

( )2 2
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.
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t

P r dΔ⎡ ⎤= − ρ τ + θ − ψ
⎢ ⎥⎣ ⎦∫

0ih =
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2 2 4rρ + =

0 0.5 1< − λ !

.l

0.5,λ ≈

0.30,ε = 0.16,Δ = − 0.49,λ = 4.0.l =

В турбулентном следе (  в (3)–(8)) эти две
моды должны формировать перемежающееся те-
чение. Следует отметить, что форма осцилляций
скорости по установившейся асимметричной мо-
де заметно отличается от гармонической, не так
как в случае конкурирующей симметричной мо-
ды синфазных дорожек. Некоторое представле-
ние о процессе релаксации следа в определенную
квазиламинарную глобальную моду дает рис. 3.
На рисунке проиллюстрирована зависимость от
времени коллективной переменной – асимметрии

следа  в случае  

 Начальные данные  для рас-
чета эволюции взяты вблизи границы между об-
ластями притяжения симметричной синфазной
моды и асимметричной двухчастотной моды следа,
при этом по разные стороны от этой границы для
вариантов 3a и 3б соответственно. По полученному
результату можно отметить, что для начальных
условий, близких к границе между областями при-
тяжения различных глобальных мод, процесс ре-
лаксации следа в установившееся состояние зани-
мает значительное время (в масштабах ε–1).

0ih ≠

2 2

2 22( )
rN
r

ρ −=
ρ +

0.16,ε = 0.16,Δ = −

0.49, 3.0.lλ = = (0)N

Рис. 2. Временнáя развертка осцилляций скорости в
двух дорожках Кармана от пары цилиндров в квазил-
аминарном установившемся режиме,  и  (со
сдвигом на три единицы): двухчастотная асимметрич-
ная (а) и одночастотная симметричная (б) моды следа.
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Рис. 3. Динамика коллективной переменной следа –
асимметрии N: (a) – релаксация на симметричную моду
синфазных дорожек для  (б) – релаксация
на асимметричную двухчастотную моду для 
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ГЕМБАРЖЕВСКИЙ и др.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
1. Развита модель турбулентного перемежаю-

щегося следа от пары цилиндров, причем учтен
нелинейный характер взаимодействия квазикар-
мановских вихревых дорожек в области их фор-
мирования 

2. В модели в явном виде учтена зависимость
частоты осцилляций скорости в дорожках Карма-
на от амплитуды осцилляций. Учет проведен в та-
кой форме, чтобы для уединенного цилиндра мо-
дель становилась полностью эквивалентной мо-
дели Ландау–Стюарта этого течения, которую
считаем обоснованной экспериментально и тео-
ретически для ламинарного режима течения.

3. В рамках модели продемонстрировано су-
ществование двухчастотной глобальной квазил-
аминарной моды следа, перемежающейся с одно-
частотными модами.

4. Отмечается высокая вероятность проявления
этой двухчастотной моды в экспериментах с пере-
ключаемым плазменным следом [8, 18]. Однако для
однозначной интерпретации таких эксперименталь-
ных данных требуется дополнительная эксперимен-
тальная информация по относительной фазе осцил-
ляций в двух дорожках Кармана, составляющих след.

Разрабатываемая модель следа является обоб-
щением модели, предложенной в рамках иссле-
дований поддержанных грантом РФФИ № 13-01-
00742, и может служить в качестве обоснования к
заявке № 19-01-00105 на конкурс “А” РФФИ.

Авторы признательны Э.В. Теодоровичу за
полезную дискуссию.
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