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Теоретически исследовано распространение акустических волн в вязкоупругой пузырьковой среде.
Приведена линеаризованная система дифференциальных уравнений возмущенного движения та-
кой среды, выведено дисперсионное соотношение. На примере вязкоупругой пузырьковой среды,
представляющей собой полидиметилсилоксан с внедренными полидисперсными воздушными пу-
зырьками, рассчитаны зависимости фазовой скорости и коэффициента затухания от частоты коле-
баний, дано сравнение с известными экспериментальными данными.

DOI: 10.1134/S0040364419010290

ВВЕДЕНИЕ
Распространение акустических волн в пузырь-

ковых средах продолжает оставаться предметом
активных исследований. При моделировании ди-
намики пузырьковых систем часто используется
континуальный подход, когда двухфазная среда
моделируется совокупностью взаимодействую-
щих и взаимопроникающих континуумов [1].
Этот и другие подходы моделирования, а также
фундаментальные проблемы физики пузырько-
вых систем на основе общих принципов описа-
ния двухфазных сред изложены в [2]. Основные
методы построения уравнений движения двух-
фазной среды и анализ особенностей контину-
ального подхода приведены в [3]. Поведение пу-
зырьковой среды описывается осредненными
уравнениями механики сплошной среды в эйле-
ровых переменных и дополняется уравнением
Рэлея–Плессета для одиночного пузырька.
В большинстве моделей, реализуемых в рамках
континуального подхода, несущая среда рассмат-
ривается как идеальная, а вязкость учитывается
лишь в процессах взаимодействия между несу-
щей средой (жидкостью) и несомыми включени-
ями (газовыми пузырями). В [4] в рамках конти-
нуального подхода [1] приведены условия, при
которых проявляется сжимаемость несущей сре-
ды для задач акустики пузырьковых жидкостей, и
предложено развитие модели пузырьковых жид-
костей с учетом акустической разгрузки пузырь-
ков. Полученные решения сопоставлены с экспе-
риментальными результатами. Некоторые уточ-
нения результатов этой работы приведены в [5].
Аналитическое решение задачи о пульсациях га-

зового пузырька под действием внешних колеба-
ний давления получено в [6], подробно описаны
границы применимости допущения о гомобарич-
ности давления внутри пузырька. Несущая фаза
пузырьковой среды может обладать и вязкоупру-
гими свойствами, это необходимо учитывать, на-
пример, в биомедицинской акустике [7] и при по-
лучении метаматериалов с особыми акустическими
свойствами [8]. В [7] изучается механика одиноч-
ного пузырька в биологических вязкоупругих
тканях. В [8] исследуется искусственная вязко-
упругая среда, обладающая высокой дисперсией,
демонстрирующая пики в затухании и фазовую
скорость как функции частоты, которые не могут
быть точно описаны без учета упругости несущей
фазы.

В настоящей работе дано развитие теоретиче-
ской модели в рамках континуального подхода
[1], описывающей динамику акустических волн в
полидисперсной вязкоупругой пузырьковой сре-
де с учетом межфазного теплообмена.

ДИСПЕРСИОННОЕ СООТНОШЕНИЕ

Для анализа волновых процессов в пузырько-
вой жидкости часто используется односкорост-
ная схема, учитывающая основную особенность
такой среды – радиальную инерцию и вязкость
жидкости [1]. В рамках допущений континуаль-
ного подхода [1] в системе координат, связанной
с невозмущенной средой, записываются линеа-
ризованные уравнения сохранения масс, числа
пузырьков, импульса и уравнение неразрывности
в пузырьках:
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(1)

(2)

(3)

(4)

Здесь и далее   – истинная и средняя плот-
ности;  – скорость;  – давление;  – число пу-
зырьков в единице объема смеси;  – показатель
адиабаты газа;  – скорость радиального движения
пузырьков;  – объемное содержание;  –
функция распределения пузырьков газа по разме-
рам; a – радиус пузырька;  – координата;  –
время. Нижние индексы  и  относятся к пара-
метрам жидкой и газовой фаз соответственно,
индексом 0 обозначено первоначально невозму-
щенное состояние. Штрихи обозначают возму-
щения параметров.

Для несущей среды используется линеаризо-
ванное уравнение состояния акустически сжима-
емой жидкости

(5)

где  – скорость звука в жидкости, для дисперс-
ной фазы – уравнение состояния совершенного
газа

(6)

где  – газовая постоянная.
Согласно [4], для определения интенсивности

межфазного теплообмена  принимается следую-
щее соотношение:

(7)

Здесь  – частота возмущений;   – коэф-
фициенты температуропроводности и теплопро-
водности газа;  – теплоемкость газовой фазы
при постоянном давлении. Соотношение (7) по-
лучается из решения уравнения теплопроводно-
сти для газового пузырька с соответствующими
граничными условиями. Следует отметить, что
решения задачи о теплоотдаче на поверхности
пульсирующего пузырька типа (7) получены на
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основе допущения об однородности распределе-
ния давления по объему пузырька. Это допуще-
ние выполняется, если радиальная скорость сте-
нок пузырька много меньше скорости звука в га-
зе. Согласно оценке, приведенной в [6], если
время  (  – скорость звука в газовой
фазе), за которое звуковая волна проходит рас-
стояние порядка радиуса пузырька  много
меньше времени периода пульсаций внешнего
давления  то распределение давления
внутри пузырька будет практически однородным.
Таким образом, должно выполняться условие [6]

При значениях параметров  
 условие гомобаричности выполняется.

При описании радиального движения, соглас-
но уточнению, приведенному в [4], полагается,
что возмущение массовой радиальной скорости
жидкости на поверхности раздела фаз  состоит
из двух слагаемых:  Слагаемое 
учитывающее сжимаемость несущей фазы, опре-
деляется из решения задачи о разгрузке сфериче-
ского пузырька в жидкости в акустическом при-
ближении [4]:

(8)

Аналогично [5], используется уточнение фор-
мулы (8) для акустических поправок из [4], для
чего  полагается равной 1/6 вместо 1/3. Слагае-
мое  описывающее динамику вязкоупругой
жидкости вокруг пузырька, определяется уравне-
нием Рэлея–Плессета:

Для расчета давления на границе пузырька ра-
диусом a в несжимаемой вязкоупругой жидкости
используется [7]
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Здесь  – модуль сдвига,  – динамическая
вязкость.

Если радиус пузырька изменяется по гармони-
ческому закону  с учетом лине-
аризации уравнение Рэлея–Плессета имеет вид

(9)

где  – комплексный модуль сдвига,
 определяет его упругую часть,  – вязкую

часть.
Таким образом, получается замкнутая система

уравнений (1)–(9), решение которой ищется в
виде плоских прогрессивных волн для возму-
щений параметров пузырьковой жидкости 
( ):

(10)

Здесь  – амплитуда возмущения параметра
  – комплексное волновое число,

 – линейный коэффициент затухания, фазо-
вая скорость определяется как . Из усло-
вия существования нетривиального решения (10)
системы (1)–(9) получается следующая зависи-
мость комплексного волнового числа  от ча-
стоты возмущений 

(11)

РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ
В работе [8] представлены результаты измере-

ний зависимостей фазовой скорости и коэффи-
циента затухания акустических волн в образце с
полидисперсными воздушными пузырьками, внед-
ренными в упругую несущую среду. В качестве
несущей среды использовался полидиметилси-
локсан (PDMS RTV-615) – материал из силико-
нового каучука с добавлением отвердителей. Для
функции распределения пузырьков по размерам
принималось соотношение [8]
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с параметрами  мм,  в диапазоне
от  мм до  мм. Объемное со-
держание пузырьков  В численных рас-
четах использовались следующие значения
теплофизических параметров при 

 для воздуха  
 cg = 

для полидиметилсилоксана   =
= 965 кг/м3. Для определения действительной
и мнимой частей модуля сдвига, согласно [8],
применялись следующие выражения: Gl =
=   где  –
частота возмущений (МГц).

На рис. 1 и 2 сравниваются результаты расче-
тов по предложенной модели при использовании
дисперсионного соотношения (11) с данными
эксперимента [8]. Также приводятся результаты
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Рис. 1. Зависимость фазовой скорости от частоты
возмущений для полидисперсной смеси геля с воз-
душными пузырьками: 1 – расчет по (11), 2 – расчет
по [9], 3 – эксперимент [8].
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Рис. 2. Зависимость коэффициента затухания от ча-
стоты возмущений для полидисперсной смеси геля с
воздушными пузырьками: 1 – расчет по (11), 2 – рас-
чет по [9], 3 – эксперимент [8].
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расчета с теми же параметрами смеси, но по моде-
ли, изложенной в [9] без учета упругости несущей
фазы. В последнем случае коэффициент затуха-
ния и фазовая скорость определяются неправиль-
но, частоты максимальных значений и амплиту-
ды меньше экспериментальных данных. Эти ре-
зультаты свидетельствуют о том, что модель, в
которой упругость несущей фазы не учитывается,
для описания динамики акустических волн в по-
лидиметилсилоксане с пузырьками воздуха не го-
дится. Предложенная модель вязкоупругой пу-
зырьковой среды существенно лучше описывает
эксперимент. Хотя в расчетах по обеим моделям
наблюдается характерный для пузырьковых сред
вид кривых фазовой скорости и коэффициента
затухания [1], при учете упругости несущей фазы
заметен сдвиг пиковых значений кривых в сторо-
ну более высоких частот. Для модели [9] пик зату-
хания акустических волн приходится на частоту,
соответствующую резонансной частоте Мин-
наэрта:

Радиус  – параметр используемой функции
распределения (12). В случае учета упругости,
максимальное значение смещается и соответ-
ствует резонансной частоте

которая превышает резонансную частоту Мин-
наэрта, что и наблюдается в эксперименте [8].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Сопоставление с экспериментальными ре-

зультатами показало применимость представлен-
ной теоретической модели для описания динами-
ки акустических волн в вязкоупругих пузырько-
вых средах.
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