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ВВЕДЕНИЕ
К настоящему времени достигнут большой

прогресс в статистической теории неидеальных
(плотных) газов и плазмы [1, 2]. Одним из распро-
страненных методов расчета уравнения состояния,
равновесного состава и на их основе кинетических
коэффициентов стал метод смеси и построенные на
его основе химические, многокомпонентные газо-
плазменные модели. Возникает вопрос, почему та-
кое разнообразие химических моделей [3], напри-
мер, для водорода, инертных газов и паров металлов
[4–10], если все они строятся на достаточно строгих
и общих теоретических результатах. Большинство
различий между моделями обусловлено выбором
межчастичных потенциалов и способом расчета по-
правок на взаимодействие “свободных” частиц как
нейтральных, так и заряженных. И следует при-
знать, что единое мнение в этом вопросе до настоя-
щего времени отсутствует.

Происхождение этой проблемы давно уста-
новлено и связано с переходом от физической
к химической модели (модели смеси) [11]. Дей-
ствительно, в физической модели рассмотрение
начинается с ансамбля “исходных” частиц, на-
пример электронов и ядер для плазмы. Потенци-
ал взаимодействия между ними известен – это ку-
лоновский потенциал. Атомы возникают как ре-
зультат взаимодействия электронов и ядер. А как
будут взаимодействовать электроны и ядра в мо-
дели смеси, будучи продуктами ионизации ато-
мов? Аналогичный вопрос возникает, конечно, и
при рассмотрении атомарно-молекулярной сме-
си. Потенциал взаимодействия двух атомов водо-

рода хорошо известен, он рассчитывается кванто-
во-механически [1]. Но в многочисленных реа-
лизациях модели смеси для газоплазменных
состояний потенциал взаимодействия диссоции-
рованных или ионизованных частиц (иногда назы-
ваются “свободными”) атомов, электронов и ионов,
как правило, отличается от потенциала взаимодей-
ствия исходных частиц [3–10]. Если в атомарно-мо-
лекулярной смеси решить уравнения диссоциатив-
ного равновесия для “свободных” атомов, взаимо-
действующих с исходным потенциалом, вновь
получим существенное количество молекул.

Последовательный расчет термодинамических
функций атомарной плазмы в рамках метода ис-
ходных частиц выполнен в пионерской работе
Веденова и Ларкина [12], а для частично диссоци-
ированных молекулярных газов в работе Семено-
ва [13]. Однако использование полученных ре-
зультатов в расчетах при переходе к высоким
плотностям и к большому числу компонент ока-
залось затруднительным. Дело в том, что числен-
ные методы и весьма популярная жидкостная
теория возмущений применительно к атомарно-
молекулярным и газоплазменным смесям требует
для своей реализации аналитические потенциалы
взаимодействия продуктов ионизации и диссо-
циации. Основы последовательной теории, фор-
мально приводящей к такому потенциалу, зало-
жены в работах [14, 15], но конкретные аналити-
ческие соотношения до сих пор не получены
в связи со сложностью потенциала и его зависи-
мостью от импульса относительного движения
частиц.
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Проблема существует уже в простейшем вари-
анте модели смеси – в идеальном приближении,
когда взаимодействие между частицами смеси от-
сутствует. Рассмотрим идеальную атомарную
плазму, состоящую из электронов, ионов и ато-
мов. Это неплохое приближение для экспресс-
расчетов, но в нем содержится парадокс: атомы
существуют в результате кулоновского взаимо-
действия электронов и ядер, но оно отсутствует
между свободными ионами и электронами. Ана-
логичный парадокс характерен и для частично
диссоциированного молекулярного водорода, да
и для других молекулярных газов.

Речь в данной ситуации может идти лишь
о псевдопотенциале, и таковой был предложен
Хиллом в [16] для описания взаимодействия “сво-
бодных” атомов в атомарно-молекулярной сме-
си. Зависимость псевдопотенциала “по Хиллу” от
температуры ограничила область его примене-
ния. При переходе к большим плотностям, воз-
никающим при сжатии частично диссоциирован-
ных молекулярных газов, весьма популярным
стал потенциал “экспонента-6”, предложенный
еще в [17]. Он "получен” как сумма синглетного и
триплетного термов межатомного потенциала
при усреднении по суммарному спину. Этот по-
тенциал, хотя и не имеет строгого теоретического
обоснования, получил довольно широкое рас-
пространение [4, 5, 18, 19]. В некоторых работах
для учета ион-атомного взаимодействия вириаль-
ные поправки рассчитываются с использованием
классического вириального коэффициента для
поляризационного потенциала, обрезанного на
“размере” атома, несмотря на наличие в смеси
связанных ион-атомных частиц (молекулярных
ионов водорода, например) [20]. Как возможный
выбор псевдопотенциалов в [7] предложен ориги-
нальный феноменологический способ расчета
поправки на взаимодействие тяжелых частиц в
виде степенной функции объема, зависящей от
нескольких параметров. Этот способ требует “на-
стройки” – подборки параметров для каждой
рассматриваемой газоплазменной смеси. К псев-
допотенциальной группе можно отнести и из-
вестный потенциал “с полочкой” (см. [2]) для
описания взаимодействия “свободных” электро-
нов и ионов в частично ионизованной плазме.
В серии работ [21, 22] для водорода предложено
учитывать межатомное взаимодействие как кол-
лективное, когезионное, не зависящее от темпе-
ратуры и зависящее только от плотности.

В настоящей работе выполнен сравнительный
анализ вышеупомянутых подходов для учета меж-
атомного и ион-атомного взаимодействий на
примере частично диссоциированного и ионизо-
ванного водорода. Предложены простые расчет-
ные формулы для вириальных поправок “по Хил-
лу”. На основе анализа поправок в достаточно
широком диапазоне реальных плотностей и тем-

ператур сформулированы конкретные рекомен-
дации для их использования в химических моде-
лях. Проблема электрон-ионного псевдопотен-
циала рассмотрена в [23].

ОСНОВНЫЕ СООТНОШЕНИЯ

Ограничим рассмотрение атом-атомным и
ион-атомным взаимодействиями. В принципе
соответствующие потенциалы взаимодействия
или их компоненты (например, дальнодействую-
щие ветви) можно вычислить аналитически, но
чаще используются феноменологические потен-
циалы, среди которых наиболее популярны по-
тенциалы Леннарда-Джонса

(1)

зависящие от двух параметров: значения потен-
циала в минимуме  и радиуса  при котором (1)
обращается в нуль. Константа  описывает оттал-
кивательную ветвь потенциала,  – ее притяги-
вательную часть. Потенциал (1) может приводить
к образованию связанных, составных частиц –
молекул и молекулярных ионов, например. При-
тягивательная составляющая (второе слагаемое)
для межатомного и ион-атомного взаимодей-
ствий может быть вычислена аналитически, и в
литературе [1] можно найти соответствующие
константы (постоянные Ван-дер-Ваальса и поля-
ризуемости атомов). Отталкивательная часть по-
тенциала во многом феноменологическая. Она
формирует энергию диссоциации и значение рав-
новесного расстояния между частицами в моле-
куле или молекулярном ионе. Последние можно
измерить в эксперименте, а также иногда рассчи-
тать теоретически. Таким образом, существует
некоторый избыток известных величин (три) для
определения двух констант потенциала (1).
В дальнейшем обсудим эту ситуацию более по-
дробно.

Введем межатомный 
и ион-атомный  потен-
циалы взаимодействия. Первая поправка на вза-
имодействие частиц определяется вторым вири-
альным коэффициентом. Вводя безразмерные
переменные   (  –
обратная температура), для межатомного взаимо-
действия, например, имеем

(2)
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Аналогично можно факторизовать вириаль-
ный коэффициент и для ион-атомного взаимо-
действия.

В работах Хилла показано, что в газах, в кото-
рых возможны химические реакции, вместо (2), (3)
необходимо использовать модифицированный
второй вириальный коэффициент:

(4)

(5)

Первое слагаемое в (5) описывает вклад оттал-
кивательной ветви потенциала, а второе – вклад
его притягивательной ветви. Отличие (5) от (3)
состоит в том, что для области, где потенциал

 отрицательный, интегрирование во втором
слагаемом проводится по ограниченному фазово-
му пространству, соответствующему положитель-
ным энергиям относительного движения атомов,
т.е. состояниям непрерывного спектра движения
двух тел. Вклады отталкивательных ветвей (3), (5)
не меняются.

В [24] на основе формулы (5) рассмотрен псев-
допотенциал “по Хиллу”. Его отталкивательная
ветвь  не меняется и совпадает с исход-
ной, а притягивательная ветвь вводится с помо-
щью соотношений:

(6)
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В (6)–(8)  – исходный безразмерный потен-
циал с обратным знаком, а  – соответствующий
псевдопотенциал “по Хиллу”.

В [24] предложена приближенная, но весьма
точная формула, которую будем называть форму-
лой Муленко. Для притягивательной ветви по-
тенциала она имеет вид

На рис. 1 сравниваются расчеты по (7) и соот-
ветствующему приближенному выражению

(9)

(10)

Для температурного множителя вириального
коэффициента “по Хиллу” (5) можно предложить
простую аналитическую формулу. Переходя к
безразмерным переменным в (5), получим для
межатомного потенциала (1) при n = 12, m = 6

(11)

и соответственно для ион-атомного при n = 12,
m = 4

(12)

Графики функций   
представленные на рис. 2, демонстрируют отли-
чие вириального коэффициента “по Хиллу” от
вириального коэффициента (2), (3), а также его
близость к расчету по приближенной формуле (11).
Аналогично выглядят зависимости и для ион-
атомного взаимодействия.
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2ln 1 e .
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( )ln 1 ,   0.4494, 1.674.Y a bX a b= + = =

( ) ( ) ( ) ( )= = 3 3e exp Γ , Γ ,
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( ) ( )0.44941 0.674 .RM X X= +

( ) ( )ε 1.2ε 1 0.01εH
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aaF ( )ε ,H

aaFM

Рис. 1. Зависимость притягивательной ветви псевдо-
потенциала от исходного потенциала X: 1 – расчет по
точной формуле (9), 2 – по формуле Муленко (10).
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Рис. 2. Температурный множитель второго вириаль-
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Хиллу” (5), 3 –  приближенная формула (11).
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РАСЧЕТНЫЕ ФОРМУЛЫ
Для использования формул (4), (5) в расчетах

необходимо выбрать константы  и  Константа 
связана с энергией диссоциации молекулы водоро-
да в расчетах  или молекулярного иона в

расчетах  Для выбора константы  есть
два варианта. В [24] предложено определить ее через
равновесное расстояние атомов в молекуле или мо-
лекулярном ионе  Однако возможен и другой
вариант, предложенный Ликальтером в [25]. Им для
описания ион-атомного вириального коэффици-
ента “по Хиллу” использован поляризационный
потенциал притяжения без отталкивания

(13)

Для такого потенциала интеграл в (6) сходит-
ся, и приходим к формуле Ликальтера для ион-
атомного вириального коэффициента “по Хиллу”

Ликальтером получено  авторами в [10]
рекомендовано  для приближенного учета
отталкивания. Представляется, что для учета вза-
имодействия частиц в непрерывном спектре разум-
но связать параметр  с притягивательной веткой
потенциала, тем более что она может быть рассчи-
тана теоретически. Для ион-атомного потенциала
она определяется формулой (13), а для межатомного
можно воспользоваться соотношением

где  – константа Ван-дер-Ваальса. Результаты
выкладок приведены в таблице. В первой колонке
приводится вариант выбора параметров потенци-
ала, использованный в [24], а во второй колонке –
предлагаемый в настоящей работе. Здесь –
константа Ван-дер-Ваальса,  – поляризуе-
мость атома в атомных единицах, для водорода

ε .σ ε

( ),εH
aa aaB σ

( ),ε .H
ia iaB σ σ

min.r

( )
2

4 .
2

p
eV r
r

α= −

( )
3 42

1
ββ 4 .
2

H
L

eB C
⎛ ⎞α= π ⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 1.61,C =
1 1.2C =

σ

( ) ( )6

6 4 ,VdW aa
CV r D

rr
σ= =

C

 VdWC
Dα

они равны  и  соответственно; a0 – боров-
ский радиус, Ry – потенциал ионизации атома
водорода.

Использование приближенных формул (11), (12)
сводит расчет вириальных поправок “по Хиллу” к
алгебраическим вычислениям, хотя в исходном
виде они содержали двойное интегрирование.

Для описания взаимодействия “свободных”
частиц химически реагирующей смеси часто ис-
пользуется потенциал

(14)

В (14) отталкивательный член описывается
экспоненциальной функцией, а притягиватель-
ный – степенной аналогично (1). Для краткости
такой потенциал называется “экспонента-6”.
Для межатомных, атом-молекулярных и меж-
молекулярных взаимодействий в частично дис-
социированным водороде [4, 5] 

 эВ. Для азота [18] и кислорода
[19] константы α близки к водородным, а ΔE на-
много выше,  эВ, но все рав-
но на порядки величины меньше реальной энер-
гии диссоциации молекул, составляющих от не-
скольких эВ для водорода до десятка эВ для азота.
Поправки на взаимодействие рассчитываются с
использованием классического вириального ко-
эффициента (2), (3). Весьма популярны они и в
жидкостной теории возмущений при интегрирова-
нии с корреляционными функциями базовой си-
стемы твердых шаров [4, 5]. По мнению авторов, та-
кая популярность этих потенциалов неоправданна,
так как теоретическое обоснование у них слабое.
Сумма триплетной и синглетной ветвей потенциала
в реальных условиях не реализуется. Складываются
соответствующие вириальные коэффициенты, то-
гда притягивательный терм “по Больцману” всегда
дает больший вклад. Формально, можно говорить о
сложении термов лишь в пределе высоких темпера-
тур, где поправки малы. Главная особенность и до-
стоинство потенциала “экспонента-6”, на взгляд
авторов, – преимущественно отталкивательный ха-
рактер взаимодействия “свободных” частиц при
практически полном отсутствии притяжения в диа-
пазоне существования частичной диссоциации.
Это – область температур порядка 1 эВ.

Возможен еще один способ учета межатомно-
го взаимодействия – когезионные силы сцепле-
ния, характерные для жидких щелочных метал-
лов. В [26] на основе теории Бардина в решеточ-
ном приближении рассчитана когезия атомарного
водорода  где  – радиус
атомарной ячейки Вигнера–Зейтца в боровских
радиусах,  – концентрация атомов. Для атомар-

6.5 4.5

( ) ( ) ( )⎧ ⎫Δ σ⎡ ⎤Δ σ = α − − α⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦α − σ⎩ ⎭

6

Φ , , 6exp 1 .
6

E rE r
r

13–11, α =

( ) −Δ = × 420–36 10E

( ) −Δ = × 4600–700 10E

( )coh ,E y ( )( )= π 1 3
03 4 ay n a

an

Два варианта выбора параметров потенциала взаимо-
действия

Атом–атом

Ион–атом

ε β aaD=

1 6
min 2rσ =

1 6

0 2
VdW

aa

C Rya
D

⎛ ⎞σ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

ε β iaD=

1 8
min 3rσ = 0

2
3 3

D

ia

Rya
D

⎛ ⎞ασ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠
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ного водорода она может быть аппроксимирова-
на универсальной функцией UBER [27] (в эВ):

(15)

С использованием (15) в [26] предсказан фазо-
вый переход пар–жидкость в гипотетическом во-
дороде – атомарном без молекул. Воспользуемся
этой величиной для предельных оценок роли
межатомного взаимодействия при переходе к вы-
соким плотностям.

Проведем классификацию подходов, исполь-
зуемых для учета эффектов неидеальности. Рас-
смотрим использование метода исходных частиц
(МИЧ) и метод смеси (МС) в каноническом (КА)
и большом каноническом (БКА) ансамблях.

МИЧ в КА. Нет проблем в теории молекулярных
и инертных газов без химических реакций. Потен-
циалы взаимодействия достаточно хорошо извест-
ны. Возможно теоретическое рассмотрение флюид-
ных, жидкостных и твердотельных состояний с ис-
пользованием жидкостной теории возмущений и
численных методов. Последовательный учет обра-
зования связанных состояний практически невоз-
можен. Сюда можно отнести теорию электролитов
Дебая–Хюккеля с кулоновским потенциалом взаи-
модействия между зарядами [2], но без учета бьеру-
мовских пар (в плазме атомов). По мнению авторов,
именно это обстоятельство создает известные про-
блемы при переходе к большим плотностям.

МИЧ в БКА. С использованием потенциала вза-
имодействия между “исходными” частицами полу-
чены первые члены разложения большого термоди-
намического потенциала по степеням активности,
которое описывает образование связанных состоя-
ний и взаимодействие частиц в непрерывном спек-
тре. Получены фундаментальные результаты для
атомарной плазмы [12] и диссоциированных моле-
кулярных газов [13]. Использование результатов в
многокомпонентных моделях смеси практически
невозможно. Аналитически выйти за рамки полу-
ченных соотношений трудно. Часть квантового ви-
риального коэффициента, связанная с взаимодей-
ствием частиц в непрерывном спектре, рассмотрена
Хиллом [16] и может быть использована в моделях
смеси в качестве первой поправки на взаимодей-
ствие “свободных” частиц [9].

МС в КА. Теоретический метод расчета термо-
динамических функций, состава, а на их основе
электрофизических и оптических характеристик
газоплазменных систем в широком диапазоне па-
раметров [3] считается в настоящее время наибо-
лее распространенным. Последовательный вывод
модели смеси фактически отсутствует. Имеются
нерешенные до настоящего времени вопросы, и
среди них главный – выбор потенциалов и учет
взаимодействия “свободных” частиц. Учету взаи-
модействия “свободных” заряженных частиц по-
священы сотни статей, но эта тема не закрыта до

( ) ( ) ( )coh
1.55 1.552.5 1 exp .

0.42 0.42
y yE y − −= − + −

сих пор и исследования продолжаются [2]. Осо-
бенно остро встает вопрос об учете кулоновского
взаимодействия при переходе в область ионизо-
ванного флюида [28]. Нет единого мнения и при
расчете поправок на межатомное и ион-атомное
взаимодействия.

РАСЧЕТЫ ВИРИАЛЬНЫХ КОЭФФИЦИЕНТОВ 
И АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ

Вириальные коэффициенты имеют размерность
объема, а безразмерные поправки к свободной
энергии и другим термодинамическим функциям
описываются соотношениями вида  или 
Для когезионной поправки имеем 

На рис. 3 нанесены вириальные поправки “по
Хиллу” для двух вариантов их расчета (см. таблицу)
в зависимости от  Они отрицательны, что отве-
чает притяжению “свободных” частиц. Темпера-
тура равна 0.45 эВ,  10. Интервал значений

 соответствует диапазону плотности

атомов  см–3,  – твердотельным
концентрациям. Можно сделать вывод, что в га-
зовой и даже в области флюида межатомные по-
правки, рассчитанные “по Хиллу”, невелики.
Значительно меньше поправка, вычисленная с
потенциалом “экспонента-6” (14) (на рис. 3 не
показана). Обращает на себя внимание близость
поправок “по Хиллу” между собой и с когезион-
ной. Видно большое отличие от классической (2),
(3). Весьма важно подчеркнуть плавный переход
поправок “по Хиллу” в когезионную, что может
служить определенным обоснованием ее исполь-
зования в предложенной ранее модели “3+” [28].

На рис. 4  что соответствует высокой
температуре ∼45 эВ. При высоких температурах
вириальные поправки, рассчитанные “по Хиллу”
(первый вариант), и прямые совпадают, что обу-
словлено определяющим влиянием отталкива-

a aan B .a ian B
( )coh .an E yβ

.y

ε =
25–2.5y =

20 2310 –10   3–5y =

ε 0.1,=

Рис. 3. Вириальные поправки для межатомного
взаимодействия при : 1 – расчет “по Хиллу”, пер-
вый вариант; 2 – то же по второму варианту; 3 – прямой
классический вариант; 4 – когезионная поправка.
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ния. Некоторое отклонение расчета по второму
варианту понятно. Точно описывая дальнодейству-
ющую часть потенциала, он вносит погрешность в
отталкивательную ветвь, главную при высоких тем-
пературах. Все поправки невелики и связаны с меж-
атомным отталкиванием. Когезионная энергия
этот эффект не описывает. Заметим, что при таких
температурах вопрос о межатомных поправках во-
обще не очень актуален. В смеси практически нет
молекул, да и атомов тоже.

Общая картина для ион-атомных поправок
схожая. Выпишем аналитические формулы для
атом-атомной  и ион-атомной  поправок,
рассчитанных по второму варианту:

(16)

H
a aan B H

a ian B

( ) ( )

( ) ( )

1 2

3

3 4

3

1ε, 1.213ε 1 0.01ε ,
2
ε β

21ε, 4.29ε 1 0.0063

;

.

ε ,
3 3

ε β

H VdW
a aa

aa

aa

H D
a ia

ia

ia

C Ryn B y
Dy

D

Ryn B y
Dy

D

⎡ ⎤= −⎢ ⎥
⎣ ⎦

=

⎡ ⎤α= −⎢ ⎥
⎣ ⎦

=

Удивительно, что расчетные формулы для вири-
альных коэффициентов “по Хиллу” заметно проще
классических вириальных (2), (3). Расчетная фор-
мула Ликальтера для  имеет следующий вид:

(17)

На рис. 5 представлены зависимости от плотно-
сти ион-атомных вириальных поправок “по Хиллу”
(5) с использованием приближенной формулы Му-
ленко (16), а также по формуле Ликальтера (17). Для
расчета параметров  выбран второй вариант.
Расчеты близки. Некоторое отличие расчета по
формуле Ликальтера связано с влиянием отталки-
вания при высоких температурах. С уменьшением
температуры результаты расчетов сближаются
(рис. 6). Важно подчеркнуть, что ион-атомные по-
правки “по Хиллу” в газовой области ( ) неве-
лики и для экспресс-расчетов их вполне можно
определять по приближенной формуле (16).

На рис. 7 представлены ион-атомные поправ-
ки для различных температур в зависимости от
плотности. При низких температурах они значи-

H
a ian B

( )3 4
3

3.6 .β H
a ia Dn B Ry

y
= α

ε,σ

5y >

Рис. 4. Вириальные поправки  для межатомного
взаимодействия при : обозначения те же, что и
на рис. 3.
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Рис. 5. Вириальные поправки на ион-атомное взаи-
модействие для водорода (второй вариант) при

: 1 – расчет “по Хиллу” (5), 2 – по формуле
Муленко (16), 3 – по (17).
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Рис. 6. Вириальные поправки на ион-атомное взаи-
модействие для водорода при  обозначения
те же, что и на рис. 5.
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Рис. 7. Зависимости ион-атомных вириальных по-
правок “по Хиллу” для различных температур: 1 –
βDia = 0.5, 2 – 1, 3 – 5, 4 – 10.
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тельны, но надо иметь в виду, что в термодинамиче-
ские функции атомарной компоненты эти поправ-
ки входят с множителем  (концентрации ионов).
Это существенно уменьшает их вклад в связи с ис-
чезновением ионов при уменьшении температуры.

НЕКОТОРЫЕ ВЫВОДЫ И РЕКОМЕНДАЦИИ
Выполненные в настоящей работе расчеты

межатомных и ион-атомных вириальных попра-
вок “по Хиллу” показывают, что их можно ис-
пользовать в достаточно широкой области состо-
яний, не прибегая к малообоснованным псевдо-
потенциалам [5]. Для продвижения в область
больших плотностей следует учитывать когезион-
ные силы сцепления. К сожалению, когезионная
энергия не рассчитана впрямую для атомарных
газов, образующих устойчивые молекулярные со-
стояния. К таковым относятся кислород, азот и
т.д. Расчет когезионной энергии для них весьма
важен для интерпретации экспериментов по
ударному сжатию. В водороде и дейтерии когези-
онная связь между “свободными” атомами при-
водит к диссоциативному фазовому переходу [21,
22] из молекулярного газа в атомарную жидкость.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Рассмотрены вириальные поправки на межатом-

ное и ион-атомное взаимодействия “по Хиллу”, т.е.
рассчитанные в фазовом пространстве состояний
непрерывного спектра двух частиц. Представлены
простые, но достаточно точные формулы для расче-
та этих поправок. Обсуждаются различные подходы,
используемые в литературе для расчета этих попра-
вок. Даны практические рекомендации для учета
атом-атомных и ион-атомных эффектов неидеаль-
ности в плотных газоплазменных состояниях.
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