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Изучены особенности отражения и преломления гармонических волн на границе раздела “чистой”
жидкости и жидкости с пузырьками с парогазовой смесью при прямом их падении. Проведен чис-
ленный анализ влияния изменения равновесной температуры T0 системы в диапазоне 300 ≤ T0 ≤ 373 K
для двух начальных размеров пузырьков a0 = 10–6 и 10–3 м. Изучено влияние частот возмущений на
коэффициенты отражения и преломления звука при прямом падении. Показано, что при падении
волны со стороны пузырьковой жидкости на границу может реализоваться условие полного внут-
реннего отражения.
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ВВЕДЕНИЕ
В морской воде из-за снижения ее плотности

или скорости звука по различным причинам на
некоторых глубинах может возникнуть слой, в
котором возможно сверхдальнее распростране-
ние звука. Этот слой называется подводным зву-
ковым каналом. Обычно на глубине нескольких
сотен метров находится слой, где величина ско-
рости звука минимальна. Причем скорость звука
выше глубины этого слоя увеличивается за счет
роста температуры воды, а ниже – вследствие по-
вышения давления. Это явление было открыто
независимо американскими учеными М. Ирвин-
гом и Дж. Ворцелем [1] и советскими учеными
Л.М. Бреховских и Л.Д. Розенбергом [2, 3]. Под-
водные звуковые каналы могут возникнуть за
счет изменения солености воды, наличия нано-
пузырьков, из-за жизнедеятельности микроорга-
низмов, миграции пузырьков со дна и т.д.

В работе [4] был рассмотрен случай распро-
странения волнового импульса в жидкости, со-
держащей пузырьки. Были выявлены критерии
гашения пузырьковым экраном волнового им-
пульса в зависимости от начальных параметров
системы. Установлено, что пузырьковой слой с
достаточно небольшим начальным объемным со-
держанием пузырьков способен полностью пога-
сить волновой сигнал.

В работах [5, 6] численно решалась задача о
прямом падении волны сжатия на твердую стен-

ку, полностью или частично покрытую пузырько-
вой областью конечных размеров. В результате
исследований установлено, что, когда по твердой
стенке, имеющей пристенную пузырьковую заве-
су конечных размеров, “бьет” волновой импульс,
завеса, в зависимости от параметров (размеров
пузырьковой зоны, объемного содержания газа в
завесе, радиуса пузырьков) может существенно
уменьшить или увеличить воздействие импульс-
ного сигнала. Пристенная пузырьковая зона вли-
яет и на участки, которые находятся на некото-
ром расстоянии от завесы. В случае, когда твердая
стенка полностью покрыта пузырьковой обла-
стью, можно в зависимости от начальных пара-
метров волнового импульса подобрать такие па-
раметры пузырьковой области, которые обеспе-
чивали бы полное гашение сигнала.

В работах [7–11] изучена динамика слабых и
акустических волн в многофракционных смесях
жидкости с парогазовыми и газовыми пузырька-
ми различных размеров и разного состава с фазо-
выми превращениями. Показано, что дисперсия
и диссипация акустических волн во многом зави-
сит от присутствия в составе дисперсной фазы пу-
зырьков различных фракций. Проведено сравне-
ние с экспериментальными данными.

В случае “теплых” и кипящих жидкостей из-за
фазовых переходов и действия капиллярных сил
волновые свойства пузырьковых жидкостей го-
раздо разнообразнее. В данной работе анализиру-
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ется влияние равновесной температуры, степени
диспергированности объемного содержания пу-
зырьковой фазы на динамику отражения и про-
хождения акустической волны при прямом паде-
нии на границу раздела пузырьковой и “чистой”
жидкостей.

ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ
Рассмотрим двумерные акустические волны.

Вертикальную ось  направим перпендикуляр-
но к плоскости раздела между однофазной и двух-
фазной средами в сторону “чистой” жидкости,
а начало координат ( ) положим на границе
раздела. Горизонтальная ось  направлена вдоль
границы раздела (рис. 1).

Пусть жидкость в зоне  находится при
температуре  и под давлением  а в жидкости в
зоне , находящейся при той же температуре
и давлении, имеются сферические пузырьки ра-
диусом  которые содержат пар и нераствори-
мый в жидкой фазе газ. Тогда в случае механиче-
ского и теплового равновесия рассматриваемой
системы (жидкость–парогазовые пузырьки) при
состояниях, достаточно далеких от критического,
выполняются следующие условия:

(1)

где pi0 (i = υ, a) – парциальные давления пара и га-
за в пузырьках, σ – коэффициент поверхностного
натяжения воды. Здесь и в дальнейшем нижние
индексы i =  υ, a относятся соответственно к па-
раметрам жидкости, пара и газа, а нижний индекс (0)
соответствует состоянию равновесия. Согласно
второму из уравнений (1), которое представляет
собой кривую насыщения, полагается, что пар-
циальное давление пара  равно равновесному
значению давления для температуры жидкости T0,
в предположении плоской межфазной поверхно-
сти. Отметим, что если состояние жидкости до-
статочно далеко от критического, то это условие
всегда выполняется [12].

Рассмотрим распространение малых возмуще-
ний в описанной системе в одномерном случае
(плоский слой), используя односкоростное при-
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ближение. Полагая, что жидкость является аку-
стически сжимаемой, можем записать линеари-
зованное уравнение

(2)

которое следует из закона сохранения массы по-
сле некоторых упрощений. Здесь u и υ – скорости
среды, а – радиус пузырьков,  – скорость звука
в жидкости. Начальные объемное содержание 
радиус пузырьков а0 и число пузырьков в единице
объема пузырьковой смеси n0 связаны соотношением

Уравнения импульсов имеют вид

(3)

Отметим, что уравнения (2) и (3) записаны
с учетом малости слагаемых вида  и

 по сравнению с единицей.
Примем, что возмущения давления в жидко-

сти pl и пузырьках  связаны уравнени-
ем Рэлея–Ламба, которое после линеаризации
с учетом капиллярных сил имеет вид

Здесь  – кинематическая вязкость жидкости.
В дальнейшем давление парогазовой смеси

в пузырьках  будем считать однородным
(  – условие гомобаричности [8]), пар-
циальные плотности пара, газа и температуры – не-
однородными (   ).
Знак “штрих” наверху означает, что эти парамет-
ры зависят, помимо  еще от радиальной коор-
динаты, отсчитываемой от центра пузырька.

Будем считать, что для парогазовой смеси в пу-
зырьках выполняется закон Дальтона. Тогда
уравнение Клапейрона–Менделеева можно за-
писать в виде

(4)

где  – массовая концентрация пара в пузырьках,
 – приведенная газовая постоянная.

Запишем уравнение сохранения массы пу-
зырьков

(5)
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Рис. 1. Схематическое изображение расчетной области.
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ШАГАПОВ и др.

где j представляет собой интенсивность испаре-
ния жидкости, отнесенную к единице площади
поверхности пузырька.

Используя уравнение состояния (4) и послед-
нее условие из (5), после линеаризации можем
получить

(6)

Для учета межфазного тепломассообмена за-
пишем уравнение теплопроводности и диффузии
внутри пузырька и уравнение теплопроводности
в жидкости вокруг пузырька

(7)

На поверхности раздела фаз ( ) зададим
граничные условия, следующие из условий ба-
ланса тепла и массы:

где L – удельная теплота парообразования воды,
 и  – возмущения температуры и концен-

трации пара на поверхности пузырька. Будем по-
лагать, что на межфазной поверхности  вы-
полняются условия межфазного равновесия для
пара и воды. Тогда для значений параметров мож-
но записать

(8)

Здесь  – парциальное давление на поверх-
ности пузырька.

Из (8) следует

(9)

Кроме того, на поверхности раздела фаз для
системы пар–вода должно выполняться уравне-
ние Клапейрона–Клаузиуса

3
0 0 0

2

0 0 0 00

0 0

1 3 3

' 3' 1

( ( ) ).

g

g
a

a

g g

g a a

p a
t a t a

TB B jkr dr
B t T t a

B B B B k

υ

υ

∂ ∂+ − ×
ρ ∂ ∂

∂−⎛ ⎞∂× + =⎜ ⎟∂ ∂ ρ⎝ ⎠
= + −

∫

−

∂ λ ∂ ∂⎛ ⎞∂ρ = λ +⎜ ⎟
⎝ ⎠∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂= < <
∂ ∂ ∂

⎛ ⎞∂ λ ∂∂ ⎜ ⎟ρ = < < α
⎝ ⎠∂ ∂ ∂

0 2
0 2

2
02

1 30 2
0 0 00 2

'
,

' ' (0 ),

''
( ).

g g g g
g g g

g

T T P
c r

t r r tr
k D kr r a
t r rr

T Tc r a r a
t r rr
, , ,

, ,

0r a=

( )
=

∂∂= = = λ − λ =
∂ ∂

∂=
− ∂ 0

( ) ( )

0

' ' , ' , ,

' ,
1

g
g a a g

r a

TTT T T k k jL
r r

D kj
k r

,
, ,

( )aT ( )ak

0r a=

0
( ) ( ) ( )

0
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ( ) ) ,

( ) .
g g a a a a a

a s a g a a a a

p B B B k T

p p T B k T
υ

υ

= ρ + −
= = ρ

( )apυ

( ) ( )

( )

( )
.

( )
s a a

g a a a

p T B k
p B B B k

υ

υ
=

+ −

(10)

Проведем линеаризацию уравнения (9). Для
этого параметры  и  представим в следую-
щем виде:

причем

Тогда из уравнения (9) с учетом (10), исключая
верхние штрихи, можем получить

(11)

Кроме того, для поля температур и концентра-
ции пара должны выполняться следующие гра-
ничные условия:

(12)

Здесь  – радиус ячейки в рамках ячеистой
схемы [13]. Последнее условие в (12) – условие
адиабатичности ячейки. В тех случаях, когда тем-
пературная неравновесность в жидкости вблизи
пузырьков реализуется на расстояниях значи-
тельно меньших, чем межпузырьковые расстоя-
ния, вместо этого условия примем условие изо-
термичности вдали от пузырька (  ).

Из уравнения (6) с учетом (7), (11) и граничных
условий (12) можем получить

Запишем также выражение, аналогичное (6),
для исходного равновесного состояния

которое однозначно связывает массовую концен-
трацию пара в пузырьке с температурой  Для
зависимости  используется формула [8]
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где  и  – эмпирические параметры, завися-
щие от вида жидкости.

Приведенные выше уравнения являются за-
мкнутыми при заданных значениях параметров
для искомого состояния смеси    и  а
также коэффициентов, зависящих от теплофизи-
ческих свойств системы.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Пусть на плоскую границу раздела между “чи-

стой” и газонасыщенной жидкостями падает
плоская гармоническая волна. Будем полагать,
как и в случае обычных однофазных сред, что от-
раженная от границы и преломленная волны яв-
ляются плоскими гармоническими волнами [14].
Тогда в зоне воды малые возмущения представля-
ют собой сумму двух гармонических волн, а в зоне
пузырьковой жидкости – одну гармоническую
волну. Возмущения, соответствующие падаю-
щей, отраженной и преломленной волнам, обо-
значим верхними индексами (0), (r) и (s). В рамках
принятой модели пузырьковой жидкости вязкост-
ные и теплообменные процессы учитываются
лишь при межфазных взаимодействиях, смесь од-
носкоростная, тензор напряжений – шаровой,
жидкость – изотермическая. Поэтому на границе

 как и в случае однофазных сред, можно
ограничиться лишь двумя граничными условия-
ми: непрерывности давления и нормальной ком-
поненты скорости:

(13)

Здесь   и  – углы падения;   и
 – возмущения скорости, соответствующие

плоским падающим, отраженным и преломлен-
ным волнам. Тогда для падающей, отраженной
и преломленной волн можем записать

Для волновых чисел K(0) и K(r) имеет место

Волновое число K(s) определяется из дисперси-
онного уравнения
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Данное дисперсионное уравнение следует из
условия существования нетривиального решения
приведенной выше системы в виде плоской зату-
хающей бегущей волны

(15)

где  – частота возмущений, K – волновой вектор,
действительная часть которого отвечает за фазовую
скорость Ср, а мнимая за коэффициент затухания .

Амплитуды возмущений скоростей связаны
с амплитудами давления выражениями вида
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Распределение температуры в жидкости при
условиях адиабатичности или изотермичности
ячеек описывается выражением

или

На основе условий (13) для решений вида (15)
с учетом (16) при x = 0 получим

(17)

Чтобы эти уравнения удовлетворялись для лю-
бых значений y, должны выполняться равенства

(18)

Отсюда имеем

(19)

Поскольку определяемое из (14) волновое чис-
ло K(s) – комплексное, то, как это следует из вто-
рого равенства (18), угол преломления также име-
ет мнимую часть.

Для коэффициентов отражения и преломле-
ния, определенных как R =  и S = 
на основе (17) с учетом (18) получим

В том случае, когда волна падает со стороны
пузырьковой жидкости на границу раздела, вме-
сто второго равенства (19) имеем

Волновое число  определяется из диспер-
сионного уравнения (14).

Для коэффициентов преломления и отраже-
ния в этом случае будем иметь
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РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ

На рис. 2 и 3 представлены зависимости фазо-
вой скорости (а) и коэффициента затухания (б) от
частоты возмущений при  МПа и 
Линии 1–3 соответствуют (здесь и в дальнейшем)
значениям фазовой температуры  353,
373 К.

Дисперсионные зависимости, приведенные на
рисунках, получены, соответственно, для круп-
нодисперсной (  м, рис. 2) и мелкодис-
персной (  м, рис. 3) систем. Массовое па-
росодержание в пузырьках при указанных выше
трех значениях температуры составляет для круп-
нодисперсной смеси  0.361, 0.996 и для
мелкодисперсной смеси  0.147, 0.347.

Из сравнения кривых, представленных на рис. 2
и 3, видно, что в случае крупнодисперсной пу-
зырьковой системы для низкочастотного диапа-

зона (   – миннаэртов-
ская частота собственных колебаний пузырьков)
наблюдается значительное влияние температуры
на величину фазовой скорости (оно может разли-
чаться в сотни раз). Кроме того, когда система на-
ходится в точке кипения (  К), отмечается
сильная зависимость фазовой скорости от часто-
ты возмущений. Это связано с тем, что при низ-
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Рис. 2. Дисперсионные зависимости при различных
температурах (   м).
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Рис. 3. Дисперсионные зависимости при различных
температурах (   м).
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ких частотах повышается роль фазовых переходов
и за счет них парогазовые пузырьки с небольшим
массовым содержанием инертного газа ( )
становятся менее упругими. Совершенно иную
картину можно видеть вблизи низких частот для
мелкодисперсной смеси (рис. 3). Здесь наблюда-
ются, во-первых, для всех трех значений темпера-
туры постоянство фазовой скорости, а во-вторых,
достаточно слабая зависимость от величины рав-
новесной температуры. Такая особенность в этом
случае связана с повышением массовой концен-
трации инертного газа в пузырьках k0. Когда си-
стема находится в точке кипения, k0 составляет
0.347. Поэтому упругость пузырьков в основном
определяется массовым содержанием газа. Отме-
ченные особенности фазовой скорости в зависи-
мости от дисперсности и температуры системы
предсказывают наличие определенных эффектов
при прямом и косом падении гармонических
волн на границу раздела между жидкостью и ее
смесью с газовыми пузырьками.

Зависимости модулей и аргументов  и  ко-
эффициентов отражения и преломления от кру-
говой частоты гармонических волн, падающих со
стороны “чистой” жидкости на пузырьковую
смесь с  м, для трех значений температу-
ры представлены на рис. 4. На рис. 4–7 штрихо-
вые линии соответствуют изменениям угла.
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ϕ ψ

3
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Из представленных графиков следует, что для
низкочастотного диапазона ( )  –180°,
следовательно  Соответственно, отра-
женная волна имеет отрицательную амплитуду.
Причем наибольшая амплитуда отраженной вол-
ны ( ) реализуется для случая, когда система
находится при точке кипения (  К). Что
касается проходящей волны, ее амплитуда для
всех трех температур составляет меньше 10%
( ) от амплитуды падающей волны. Наи-
меньшая амплитуда для падающей волны реали-
зуется также при точке кипения. Отметим, что
высокочастотные ветви кривых (  с–1) для
всех этих значений температуры сливаются. Это
связано с тем, что при высоких частотах из-за
инерции радиальное движение пузырьков “замо-
раживается”. Поэтому акустический импеданс
пузырьковой жидкости определяется скоростью
звука “чистой” жидкости.

Для случая, когда пузырьковая жидкость мел-
кодисперсная (  м), зависимости коэффи-
циентов отражения и преломления представлены
на рис. 5. Согласно расчетам, кривые для трех
значений отличаются и для низкочастотного диа-
пазона ( ). Отмеченные отличия коэффи-
циентов отражения и преломления в этом случае
значительно меньше.
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Рис. 4. Влияние равновесной температуры  на ко-
эффициенты отражения и преломления при прямом
падении волны со стороны “чистой” жидкости при
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Рис. 5. Влияние равновесной температуры  на ко-
эффициенты отражения и преломления при прямом
падении волны со стороны “чистой” жидкости при
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Рис. 6. Зависимость коэффициентов отражения и
преломления при прямом падении волны со стороны
пузырьковой жидкости на границу раздела при
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Рис. 7. Зависимость коэффициентов отражения и
преломления при прямом падении волны со стороны
пузырьковой жидкости на границу раздела при
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На рис. 6 и 7 приведены зависимости коэффи-
циентов отражения и преломления (их модули и
аргументы) при прямом падении волны со сторо-
ны пузырьковой жидкости в “чистую” жидкость
для крупнодисперсной (  м, рис. 6) и мел-
кодисперсной (  м, рис. 7) систем. Видно,
что аналогично случаю падения волны со сторо-
ны “чистой” жидкости в пузырьковую жидкость,
в низкочастотной области ( ) для 
следовательно  Что касается проходящей
волны, ее амплитуда для всех трех температур уве-
личивается почти в два раза ( ). Это связано
с тем, что по отношению к “чистой” жидкости пу-
зырьковая жидкость является акустически более
мягкой средой. Наибольшая амплитуда отражен-
ной волны реализуется также в точке кипения.

Из результатов расчета видно, что в диапазоне ча-

стот  ( ) вели-
чины коэффициента затухания и фазовой скорости
принимают аномально высокие значения, поэтому
данная зона частот соответствует полосе непропус-
кания. Вне этого диапазона ( ) скорость звука
и коэффициент затухания стремятся к значениям

Хочется отметить, что проведение экспери-
ментальных работ по рассматриваемой тематике
представляется весьма сложным. Поэтому для
апробации полученных результатов было прове-
дено сравнение с результатами [8]. В предельном
случае для параметров среды и волны, использо-
ванных в [8], а именно при отсутствии механизма
диффузии, результаты, полученные по описанной
выше модели, хорошо согласуются с приведенны-
ми в [8]. Использование фундаментальных законов
механики и хорошее совпадение с данными других
авторов позволяет говорить о достоверности ре-
зультатов, изложенных в настоящей статье.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Исследование гармонических волн в жидкости с

паровоздушными пузырьками размером  м
показало, что при изменении равновесной темпера-
туры от  К до точки кипения  К

вблизи низких частот (   –
собственная частота пузырьков) коэффициент зату-
хания меняется в десятки и сотни раз в зависимости
от частоты возмущений. В случае же мелкодисперс-
ных смесей (  м) изменение фазовой скоро-
сти и коэффициента затухания гораздо слабее (не
более двух раз). Это связано со снижением роли фа-
зовых переходов для мелкодисперсных систем из-за
роста массовой концентрации газа в пузырьках, свя-
занного с действием капиллярных сил на межфаз-
ной поверхности.
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Из результатов расчета видно, что в диапазоне

частот  ( ) ко-
эффициент затухания и фазовая скорость принима-
ют аномально высокие значения, поэтому данный
диапазон соответствует полосе непропускания.

Показано, что при падении волны со стороны
“чистой” жидкости на границу раздела она про-
ходит в пузырьковую жидкость.

Данная статья расширяет результаты, которые
были получены ранее и опубликованы в [15].

Работа авторов В.Ш. Шагапова и М.Н. Галим-
зянова поддержана средствами государственного
бюджета по госзаданию на 2017–2019 гг. (№ 0246-
2019-0052). Работа И.И. Вдовенко частично под-
держана грантом РФФИ (№ 17-41-020582-р_а).
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