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В рамках проблемы математической корректности задач параметрической идентификации матема-
тических моделей теплообмена с сосредоточенными параметрами найдено уточненное решение ва-
риационной задачи определения шага спуска метода итерационной регуляризации. Полученные
результаты применены для идентификации тепловой математической модели составной части кос-
мического аппарата и подтверждены вычислительными экспериментами.
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ВВЕДЕНИЕ
За последние 30 лет в журнале “Теплофизика

высоких температур” обратным задачам теплооб-
мена посвящено более двадцати статей. Опубли-
кованные работы можно классифицировать по
нескольким направлениям.

1. По направлению диагностики тепломассо-
обмена на границе твердого тела при его обтека-
нии потоком жидкости или газа представлены
методика и результаты расчетно-эксперимен-
тального исследования теплообмена в окрестно-
сти критической точки калориметрической моде-
ли, обтекаемой высокоэнтальпийным двухфаз-
ным потоком при различной концентрации
твердых частиц; неизвестные параметры уравне-
ния теплового баланса определены из решения
обратной задачи теплообмена методом итераци-
онной регуляризации [1, 2]. Показан метод диа-
гностики внешнего теплового воздействия на
элементы конструкции, теплоперенос в которых
описывается трехмерным уравнением теплопро-
водности в различных системах координат на
примере исследования внешнего теплового воз-
действия на элементы конструкции автоматиче-
ской межпланетной станции “Марс-96” на этапе
ее выведения после сброса головного обтекателя [3].
Рассмотрены нестационарные задачи теплопро-
водности, возникающие в связи с восстановлением
плотности теплового потока и температуры на
поверхности модели в высокоэнтальпийных аэро-
динамических установках кратковременного
действия по измерениям температуры внутримо-

дельными тепловыми датчиками [4], а также ме-
тод решения обратной граничной задачи тепло-
проводности по восстановлению тепловых по-
токов к элементам конструкций летательных
аппаратов, изготовленных из анизотропных ма-
териалов [5]. Предложены улучшенные алгорит-
мы решения обратной задачи по определению ха-
рактеристик теплообмена на разрушаемой поверх-
ности твердого тела [6, 7]. Рассмотрены процесс
теплообмена и основные характеристики гетеро-
генного потока газ–твердые частицы, вызывающие
усиление конвективного теплообмена в окрестно-
сти критической точки моделей при лобовом нате-
кании в условиях эрозионного разрушения [8].

2. Задачи идентификации коэффициентов
уравнения теплопроводности (теплового балан-
са) в частных производных (модель с распреде-
ленными параметрами) представлены наиболее
широко. Проведена одновременная идентифика-
ция теплопроводности и удельной объемной теп-
лоемкости искусственных алмазов решением
многопараметрических обратных задач тепло-
проводности с использованием алгоритма итера-
ционного фильтра [9]. Разработаны эффектив-
ные приемы улучшения качества предложенного
алгоритма с применением процедур итерацион-
ной и шаговой регуляризации решения задачи
идентификации локальных (числом более двух)
параметров теплообмена для модельных задач
различной сложности [10]. Предложен новый
итерационный алгоритм определения комплекса
теплофизических характеристик, зависящих от
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температуры, из решения коэффициентной об-
ратной задачи теплопроводности при условии
обеспечения единственности решения [11]. Опи-
сана статистическая математическая модель во-
локнистого высокопористого композиционного
материала, существенно расширяющая возмож-
ности экспериментальных методов и позволяю-
щая сопоставлением результатов расчета и экспе-
римента получать радиационные и теплофизиче-
ские свойства материала, ранее практически
недоступные определению [12]. Предложен метод
решения обратной задачи по определению коэф-
фициентов и углов ориентации главных осей тен-
зора теплопроводности анизотропного материа-
ла, основанный на разложении в ряд Тейлора
функционала невязки с получением векторов
приращения искомых коэффициентов и даль-
нейшим использованием этих векторов в итера-
ционных алгоритмах градиентного спуска [13].
Разработана методология решения обратных ко-
эффициентных задач теплопроводности по опре-
делению компонентов тензора теплопроводно-
сти, зависящих от температуры, на основе введе-
ния квадратичного функционала невязки, его
линеаризации, итерационного алгоритма мини-
мизации и метода параметрической идентифика-
ции с учетом погрешностей определения экспе-
риментальных значений температур. Разрабо-
танная методология позволяет определять как
линейные, так и нелинейные характеристики
анизотропных теплозащитных материалов, ис-
пользуемых в авиационной и ракетно-космиче-
ской технике [14]. Предложен замкнутый метод
восстановления тепловых потоков к анизотроп-
ным телам в условиях аэрогазодинамического на-
грева по экспериментальным данным температур
в пространственно-временных узлах, построен-
ный на основе аппроксимации пространствен-
ной зависимости теплового потока линейной
комбинацией базисных функций с искомыми ко-
эффициентами (параметрами), определяемыми с
помощью минимизации квадратичного функци-
онала невязки между экспериментальными и тео-
ретическими значениями температур по неявно-
му методу градиентного спуска, а также на основе
построения и численного решения задач по опре-
делению коэффициентов чувствительности [15].
По измеренным в диапазоне длин волн от 0.5 до
18 мкм спектрам полного отражения двух слоев
разной толщины решением обратной задачи пе-
реноса излучения определены оптические пара-
метры кварцевой керамики – показатели погло-
щения и рассеяния. Рассчитаны спектры полу-
сферических коэффициентов излучения, а также
интегральные коэффициенты теплового излуче-
ния в диапазоне температур от 20 до 1400°C.
В диапазоне значений от 7 до 11% изучено влия-
ние пористости на оптические параметры и ко-
эффициенты излучения [16].

3. Задачи оптимизации характеристик кон-
струкции, связанные с исследованием тепловых
режимов объектов, рассмотрены как обратные за-
дачи математической физики. Представлен алго-
ритм выбора толщин многослойной теплоизоля-
ции минимальной массы, примененный для
выбора толщины теплозащитного покрытия кос-
мического аппарата [17]. Предложен новый абсо-
лютно устойчивый метод численного решения
задач теплопереноса, позволивший решить зада-
чу оптимального выбора количества слоев и их
характеристик в пакетах многослойных пластин
экранно-вакуумной теплоизоляции (ЭВТИ) кос-
мических аппаратов при продолжительном воз-
действии солнечного теплового потока. Получе-
ны многочисленные результаты, показавшие ма-
лую инерционность прогрева такой изоляции,
что потребовало введения инерционной тепло-
изоляции на внутренней поверхности ЭВТИ [18].

4. Ретроспективная задача определения про-
филя температуры в начальном сечении по изме-
рениям статической температуры в некотором се-
чении вниз по течению решена в оптимизацион-
ной постановке с использованием уравнений
двумерного сверхзвукового течения вязкого теп-
лопроводного сжимаемого газа. Приведена фор-
мулировка сопряженной задачи, позволяющая
рассчитывать градиент невязки с минимальными
затратами компьютерного времени. Представле-
ны результаты численных экспериментов по рас-
чету градиента невязки и решению обратной за-
дачи конвекции [19]. Получено решение ретро-
спективной обратной задачи теплопроводности,
поставленной как условно корректная задача опти-
мального управления объектом с распределенными
параметрами при помощи учета ограничений на
вторую производную искомого управления, соот-
ветствующего сужению множества управляющих
воздействий до класса непрерывных и непрерывно-
дифференцируемых функций. Предварительная
параметризация управляющих воздействий позво-
ляет сформулировать задачу математического про-
граммирования, решение которой основывается на
аналитическом методе минимаксной оптимизации,
использующем альтернансные свойства искомых
оптимальных температурных отклонений [20].

5. Исследован термодинамический подход к
формулированию вариационных принципов в
обратных задачах теплообмена, позволяющий
определить физически обоснованные условия
для обеспечения единственности решения. Пока-
зано, что принцип минимума возникновения эн-
тропии в стационарном состоянии корректен для
одномерной геометрии при произвольных зави-
симостях теплопроводности и теплоемкости от
температуры в некоторой области значений этих
коэффициентов. В связи с отсутствием в данном
случае вариационного описания предложен ва-
риационный принцип, который определен как
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принцип минимума алгебраической суммы квад-
ратов диссипативных потоков [21].

6. Особый интерес представляет возможность
использования метода нейронных сетей для ре-
шения обратных задач, показанная на примере ко-
эффициентной обратной задачи теплопереноса.
Предложен способ настройки нейронной сети. Рас-
считаны погрешности восстановления искомых па-
раметров в зависимости от свойств среды и числа
нейронов внутреннего слоя. Проведено сравнение
результатов восстановления параметров с результа-
тами, получаемыми методом подбора [22].

Выделяя методы термодинамических вариа-
ционных принципов и нейронных сетей, конста-
тируем, что рассмотренные обратные задачи
теплообмена решены методом итерационной ре-
гуляризации (МИР) [23], некоторые – с улучшен-
ными алгоритмами и методиками определения от-
дельных параметров. Практически все из них осно-
ваны на дифференциальных уравнениях в частных
производных, позволяющих подробно анализиро-
вать теплофизические и радиационные свойства
материалов и отдельных элементов конструкций
преимущественно ракетно-космической техники.

Представление технических систем в виде
множеств взаимодействующих элементов приво-
дит к росту сложности постановок теплофизиче-
ских задач при использовании математических
моделей с распределенными параметрами и тру-
доемкости их решения. В этой связи интересны
математические модели с сосредоточенными па-
раметрами, основанные на обыкновенных диф-
ференциальных уравнениях [24]. Такие модели
являются в определенном смысле переходным
звеном к описанию теплофизических систем ме-
тодом нейронных сетей.

Метод итерационной регуляризации адапти-
рован для математических моделей теплообмена
с сосредоточенными параметрами: получены
аналитические выражения для расчета неопреде-
ленных множителей Лагранжа при определении
градиента функционала невязки температуры и
расчета шага спуска, работоспособность которых
подтверждена численными экспериментами; по-
лученные результаты обобщены для технических,
в частности, космических систем [25].

Тепловые процессы (в первую очередь, излу-
чение) в технических системах нелинейны. При-
менимость метода итерационной регуляризации
строго не доказана для нелинейных задач. В то же
время вариационный метод Тихонова [26] теоре-
тически обоснован в частных нелинейных случа-
ях, но не имеет единого подхода к определению
параметра регуляризации при неизвестной точ-
ности задания исходных данных. Анализ вариа-
ционного метода Тихонова и метода итерационной
регуляризации задач идентификации тепловых
математических моделей с сосредоточенными

параметрами позволил разработать модифициро-
ванный метод итерационной регуляризации на
основе вариационного метода, а также комбини-
рованную методику аналитического определения
параметра регуляризации (шага спуска) на основе
минимизации функционала температурной не-
вязки и сглаживающего функционала, работо-
способность которой подтверждена вычисли-
тельными экспериментами [27]. Полученные
результаты применены для идентификации мате-
матических моделей составных частей космиче-
ских аппаратов, в частности теплового сопротив-
ления и излучательной способности ЭВТИ [28].

В настоящей работе приведено уточненное ре-
шение вариационной задачи определения неопре-
деленных множителей Лагранжа и параметра ре-
гуляризации (шага спуска), позволившее умень-
шить количество итераций для решения ранее
рассмотренных задач идентификации математи-
ческих моделей с сосредоточенными параметра-
ми [25, 27, 28].

ВАРИАЦИОННАЯ ЗАДАЧА ОПРЕДЕЛЕНИЯ 
НЕОПРЕДЕЛЕННЫХ МНОЖИТЕЛЕЙ 

ЛАГРАНЖА И ШАГА СПУСКА
Процессы теплообмена формализуются в виде

математических моделей, средства выражения
которых зависят от метода математического опи-
сания. Поскольку в дальнейшем речь пойдет о
моделях с сосредоточенными параметрами, рас-
смотрим устойчивость решения системы [29]

(1)
Если f не зависит явно от τ, система (1) в коор-

динатной форме принимает следующий вид [29]:

(2)

В краевой постановке неизвестной является
N-мерная вектор-функция z с компонентами
T1, …, TN. Для ее определения достаточно началь-
ного условия

Устойчивость решения краевых задач на осно-
ве системы (2) полностью определяется характе-
ром функций fi в правой части уравнений.

Задача идентификации функций fi в правой
части уравнений системы (2) некорректна по
двум причинам. Во-первых, полный набор коэф-
фициентов функций fi линейно зависим, а коли-
чество коэффициентов в общем виде больше чис-
ла N уравнений – решение неединственно. Такая
ситуация имеет место при разложении функций fi
в ряд Тейлора в окрестности гипотетической точ-
ки (0,…,0) по членам первого приближения. Пре-
небрегая членами ряда с производными второго
порядка и учитывая, что вблизи абсолютного ну-

( ), .τ = τz f z

( ) ( )1,..., 1,..., .i
i N

dТ f T T i N
d

= =
τ

( ) 00 .=z z
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ля решение системы (2) стремится к тривиально-
му, т.е. fi(0,…,0) = 0, получаем так называемую си-
стему первого приближения [29]

(3)

или в матричном виде [29]

где aik = ∂fi/∂Tk – элементы матрицы членов пер-
вого приближения (i = 1 ,…, N; k = 1 ,…, N).

Во-вторых, наличие производных по времени
в уравнениях системы (3) допускает плохую обу-
словленность решения (свойство математиче-
ской модели сохранять корректность решения
при малых изменениях левой и правой части) от-
носительно искомых коэффициентов: малым из-
менениям температур могут отвечать большие
(выходящие за допустимые пределы) изменения
решения [23] – решение неустойчиво.

Для решения задачи идентификации необхо-
димо дополнительное условие, в качестве которо-
го используются температуры точек, измеренные
в определенные моменты времени τj:

(4)

В методе итерационной регуляризации функ-
ционал температурной невязки записывается в
виде [23]

(5)

Минимизация функционала осуществляется
методами сопряженных градиентов и скорейшего
спуска. Номер последней итерации выбирается
по принципу итерационной регуляризации из
условия [23]

(6)

где  – среднеквадратичная ошибка температур-
ных измерений [23]:

(7)

 – дисперсия данного измерения температуры.
Для каждого промежутка времени [τj – 1, τj] на

основе системы (3) записывается следующая ма-
тематическая модель [25]:
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с общим начальным условием

(9)

и условием непрерывности

(10)

Функционал Лагранжа для задачи условной
минимизации (4)–(10) принимает вид [25]

где ψij, ηi, μij – неопределенные множители
Лагранжа, соответствующие условиям (8)–(10).

Пусть искомые коэффициенты aik получили
вариации δaik (i = 1, …, N; k = 1, …, N). Тогда тем-
пература изменится на некоторую величину υij(τ)
(i = 1, …, N; j = 1, …, Mi), а вариация температуры
υij(τ) удовлетворяет следующей краевой задаче:

(11)

с начальным условием
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и условием непрерывности

(13)

Выражение линейной части приращения ми-
нимизируемого функционала имеет вид [25]
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Вариация функционала Лагранжа в виде ли-
нейной части приращения этого функционала
представляется следующим образом [25]:

где

Из условия стационарности функционала
Лагранжа δL = 0 следует

Предполагая, что поведение решения системы
(11)–(13) определяется членами первого прибли-
жения, имеем

(14)

В частном случае, когда искомые параметры
aik являются только функциями времени, выра-
жение (14) может рассматриваться как дифферен-
циал функционала невязки. Так как по определе-
нию дифференциала Фреше

(15)

то, сравнивая подынтегральные выражения (14),
(15) и принимая во внимание (11), получаем вы-
ражение производной функционала

(16)

где коэффициенты ψij могут быть найдены из со-
пряженной краевой задачи, которая решается в
“обратном” времени [23]:
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с начальным условием

(17)
и условием непрерывности

(18)

Предложим другой способ определения мно-
жителей ψij. Для этого продифференцируем урав-
нение (14) по времени [25]:

(19)

Приравнивая множители при одинаковых сте-
пенях слагаемых в левой и правой частях уравне-
ния (19), получим выражение для множителей [25]

(20)

где температуры Tij являются решением краевой
задачи (8)–(10).

Если искомые функции aik зависят как от вре-
мени, так и от температуры, они параметризуют-
ся при помощи некоторой системы базисных
функций {  = γa (Tin, Tkn)} (i = 1, …, N; k = 1, …, N;

n = 1, …, ) [25]

Подставляя в (14) вариации

получим следующее выражение для вариации
функционала:

Тогда градиент функционала будет равен [25]
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условия минимизации температурного функцио-
нала [23]

(22)

будем считать приращение вектора характери-
стик на текущей итерации вариацией δaik, кото-
рая вызывает вариацию температуры υij(τ) (i =
= 1, …, N; j = 1, …, Mi). Согласно (11) вариация
υij(τ) в первом приближении удовлетворяет крае-
вой задаче

(23)

с начальным условием

(24)

и условием непрерывности

(25)

Тогда функционал температурной невязки на
итерации l запишется как

(26)

Из условия (22) шаг спуска β минимизирует
функционал (26), поэтому в процессе минимиза-
ции должен являться аргументом температуры
Tij(τ, βij) и вариации температуры υij(τ, βij):

(27)

Подставляя вариации температуры из (27) в (23),
имеем
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где температуры Tij являются решением краевой
задачи (8)–(10) на текущей итерации. Из (28) сле-
дует, что шаг спуска β = βij вычисляется NMi раз и
является индивидуальным для каждой строки ис-
комой матрицы коэффициентов aik на каждом
временнóм участке.

По теореме о неявной функции для идентифи-
кации одной координаты вектора требуется изме-
рение одной температуры. Задача определения
всех строк (столбцов) матрицы αik (i = 1, …, N,
k = 1, 2, …, N) имеет неединственное решение и
при наличии дополнительных условий решается
приближенно с использованием вариационного
принципа и методической возможности метода
итерационной регуляризации вычислять единый
шаг спуска для каждого искомого вектора [25].

Приведенные рассуждения справедливы не
только для рассмотренной гипотетической систе-
мы, но и обобщаются для процессов, описывае-
мых теплофизическим уравнением теплопровод-
ности, применительно к техническим, в частно-
сти, космическим системам.

ИДЕНТИФИКАЦИЯ МАТЕМАТИЧЕСКИХ 
МОДЕЛЕЙ ТЕПЛООБМЕНА 

В КОСМИЧЕСКИХ АППАРАТАХ
Математическая модель с сосредоточенными

параметрами, описывающая теплообмен в кос-
мической системе, представляет собой систему
обыкновенных дифференциальных уравнений
относительно температур материальных точек,
являющихся эквивалентами элементов системы
по массе, теплофизическим и радиационно-оп-
тическим характеристикам. В случае теплофизи-
ческих задач системами целесообразно называть
составные части космического аппарата (КА),
бортовые системы или аппарат в целом. Матери-
альные точки условно считаются изотермически-
ми, что подразумевает равенство зависящих от
времени среднемассовых температур модельной
точки и технического элемента.

Состояние термодинамически открытой тех-
нической системы из N элементов характеризует-
ся вектором z = {Ti} (i = 1, …, N), который должен
удовлетворять следующей системе уравнений [25]:

(29)

где Сi – абсолютная теплоемкость i-го элемента;
αik – матрица проводимостей конвективного или
кондуктивного теплообмена между элементами;
ϕik – матрица угловых коэффициентов; σ – по-
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стоянная Стефана–Больцмана; Ei – тепловая
мощность, подводимая к i-му элементу из окру-
жающего пространства; Qi – тепловая мощность,
выделяемая в i-м элементе; Ti0 – начальное значе-
ние температуры. Поскольку σ, Fi – известные ве-
личины, далее вместо матрицы угловых коэффи-
циентов будем использовать матрицу коэффици-
ентов излучения χik(τ) = ϕik(τ)Fiσ, Вт/К4.

Для решения задачи идентификации характе-
ристик Ci(Ti, τ), Ei(Ti, τ), Qi(τ), αik(Ti, Tk, τ), χik(τ)
методом итерационной регуляризации использу-
ется дополнительное условие (4), функционал-
невязка (5) и условие регуляризации (6).

Для каждого промежутка времени [τj – 1, τj] на
основе системы (29) записывается следующая ма-
тематическая модель:

(30)

с общим начальным условием

(31)

и условием непрерывности

(32)

В частном случае, когда искомые функции за-
висят только от времени Ci(τ), Ei(τ), Qi(τ), αik(τ),
χik(τ), задача решается в функциональном про-
странстве. Градиент функционала (5) определя-
ется по аналогии с выражением (16) [25]:

где ψij – решение задачи, сопряженной с линеа-
ризованной формой исходной задачи [23]:
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с начальным условием (17) и условием непрерыв-
ности (18). Возможен и способ определения ψij по
выражению (20). В этом случае, приравнивая ко-
эффициенты при производной вариации темпе-
ратуры по времени в левой и правой частях
уравнения, которое строится аналогично (19),
необходимо принять во внимание наличие тепло-
емкости при производной вариации температуры
в правой части [25]:

(33)

Если искомые характеристики Ci(Ti, τ), Ei(Ti, τ),
αik(Ti, Tk, τ) зависят как от времени, так и от тем-
пературы, задача идентификации решается в па-
раметрическом пространстве. Характеристики
параметризуются некоторыми системами функ-
ций {  = ηC(Tin)} (n = 1, 2 …, ), {  = ηE(Tin)}

(n = 1, 2 …, ), {  = ηα (Tin, Tkn)} (n = 1, …, ) [25]:

Градиент функционала (5) определяется по
аналогии с выражением (21) [25]:

где ψji – решение задачи, сопряженной с линеа-
ризованной формой исходной задачи:
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с начальным условием (17) и условием непрерыв-
ности (18). При решении задачи в пространстве
параметров множители Лагранжа ψij также могут
быть определены по выражению (33).

Для определения шага спуска по условию (22)
будем считать приращение вектора каждой иско-
мой характеристики на текущей итерации вариа-
цией δ, которая вызывает отдельную вариацию тем-
пературы υij(τ, δ) (i = 1, …, N; j = 1, …, Mi). Тогда по
аналогии с (28) получаем следующие выражения:

Для каждого вектора характеристик Ci, Ei, Qi
или каждой строки искомых матриц коэффици-
ентов αik, χik (i = 1, …, N; k = 1, …, N) шаг спуска
β = βij (i = 1, …, N) вычисляется NM раз и является
индивидуальным. Так как система уравнений
(30)–(32) решается на каждом временнóм шаге
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при наличии всех уравнений, временнáя сетка
одинакова для всех узлов: Mi = M.

ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ
С целью проверки работоспособности полу-

ченных выражений для расчета шага спуска в ме-
тоде итерационной регуляризации [25] или об-
ратного ему по значению параметра регуляриза-
ции модифицированного вариационного метода
[27] проведен вычислительный эксперимент на
примере идентификации тепловых проводимо-
стей математической модели составной части КА
(рис. 1).

Идентификация выполнена по эксперимен-
тальным данным, полученным в тепловых ваку-
умных испытаниях составной части КА в режиме
предельного нагрева от инфракрасных имитато-
ров с плотностью теплового потока до 900 Вт/м2 [25].

Задача решена для случая начального прибли-
жения, заданного достаточно произвольно:

Определение допустимых диапазонов в итера-
ционных процессах осуществляется по значени-
ям искомых проводимостей, рассчитанных ана-
литически [30] и обеспечивающих значение
131.9 К2 суммарного критериального функциона-
ла (табл. 1):

Поскольку пример является методическим, в
нем выделено два предельных случая параметри-
зации математической модели:

{ } { }1 12 13 140, , , 0, 0.1, 0. , 0 Вт К ,1= α α α =a

{ } { }2 21 23, 0, , 0 0.1, 0, 0.1, 0 Вт К ,= α α =a

{ } { }3 31 32, , 0, 0 0.1, 0.1, 0, 0 Вт К ,= α α =a

{ } { }4 41, 0, 0, 0 0, 0, 0 Вт К ., 0= α =a

{ } { }1 12 13 140, α , α , α 0, 0.566, 7.41, т К ,0 В= =a

{ } { }2 21 23α , 0, α , 0 0.566, 0, 0.01, т К ,0 В= =a

{ } { }3 31 32α , α , 0, 0 7.41, 0.01, 0, т К ,0 В= =a

{ } { }4 41α , 0, 0, 0 0, 0, т К .0, 0 В= =a

Рис. 1. Укрупненная модель с сосредоточенными па-
раметрами составной части КА: 1 – несущая кон-
струкция с аппаратурой, 2 – внутренняя часть опти-
ческой защиты, 3 – наружная часть оптической за-
щиты, 4 – рама.
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– α14 = α41 = 0, что исключает четвертое урав-
нение из системы и позволяет проверить, будет
ли при таком условии идентифицированная
функция α14(τ) стремиться к нулю;

– экспериментальная температура внутренней
части оптической защиты 2 задана постоянной и
равной  = 273–10 К, что вызвано отсутствием
измеренных температур для этого узла и позволя-
ет проверить, будет ли расчетная температура T2
стремиться к постоянному значению.

Среднеквадратичная ошибка температурных
измерений для всей системы

Условие регуляризации (6) является пределом
точности итерационного процесса, поэтому бо-
лее рационально останавливать вычисления по
условию  ≥  или замедлению сходимости
при достижении приемлемых значений функци-
оналов и достаточно гладких зависимостей для
искомых функций.

Расчеты выполняются методом итерационной
регуляризации [25] и вариационным методом Ти-
хонова с определением параметра регуляризации
по комбинированной методике [27] для задач
идентификации с неустойчивым решением
(рис. 2, 3, табл. 1, 2). Единственность решения
обеспечивается упрощением исходной системы
до вида, в котором все искомые функции отно-
сятся к одному узлу и выражаются через α23(τ),
которая и регуляризуется.

( )0
2T

( )( ) ( )( )0 02

1
1.44 K.
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T i i
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D T ND T
=

δ = = =∑

( )l
iJ
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Таблица 1. Спецификация итерационных процессов регуляризации в задаче идентификации тепловых проводи-
мостей с неустойчивым решением

Метод Начальные приближения  К2 m  К2  К2  К2 J(m), К2

Аналитический Нет – – 23.0 64.8 44.2 131.9
МИР Произвольные 1.4 36 95.1 0.0 129.9 225.0
Метод Тихонова – 1.4 12 93.7 2.413 127.9 224.0

2 ,Tδ ( )
1 ,mJ

( )
2 ,mJ

( )
3 ,mJ

Рис. 2. Распределения значений функционалов J в за-
висимости от номера итерации в задаче идентифика-
ции с неустойчивым решением: (а) – метод итераци-
онной регуляризации, (б) – вариационный метод Ти-
хонова.
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Рис. 3. Корреляция временных зависимостей расчет-
ных t и экспериментальных e температур узлов 1–4 в
задаче идентификации с неустойчивым решением:
(а) – на итерации 1; (б) – МИР, на итерации 36; (в) –
вариационный метод Тихонова, на итерации 12.
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По результатам идентификации проверена
применимость методов в предельных методиче-
ских случаях: α14 = α41 → 0, T2 →  = 273–10 К.

Устойчивость решений проверяется сопостав-
лением функций, определенных по возмущенному
температурному полю, с идентифицированными
функциями, которые считаются “истинными”, а
рассчитанное по ним температурное поле – “экс-
периментальным”. На “экспериментальное” по-
ле накладывается нормальное возмущение, полу-
ченное как четыре (по числу узлов) массива из
13 значений с математическим ожиданием, рав-
ным нулю, и средним квадратичным отклонени-
ем 0.4, умноженных на С = 8 К.

( )0
2T

В качестве “истинных” выбраны функции,
идентифицированные соответствующим мето-
дом, рассчитанные по ним температуры пред-
ставляются “экспериментальными”.

Результаты применения метода итерационной
регуляризации в случае нормального возмущения
показаны на рис 4, 5. В отличие от случая исход-
ных экспериментальных температур идентифи-
цированные функции определяются не на итера-
ции 36, а на итерации 40, но являются близкими
по значениям и характеру к идентифицирован-
ным при отсутствии возмущения.

Результаты применения вариационного мето-
да Тихонова показаны на рис. 6, 7. Как и в случае

Рис. 4. Корреляция временных зависимостей расчет-
ных t и возмущенных d температур узлов 1–4 на ите-
рации 40 при нормальном возмущении (МИР).
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Таблица 2. Соответствие точек временнóй сетки времени испытаний

j 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

τ, с 0
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Рис 5. Временные зависимости искомых функций
при нормальном возмущении “экспериментальной”
температуры (МИР): 1 – идентифицированная (36 ите-
раций), 2 – нормальное возмущение (40 итераций).
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Рис. 6. Корреляция временных зависимостей расчет-
ных t и возмущенных d температур узлов 1–4 на ите-
рации 12 при нормальном возмущении (вариацион-
ный метод Тихонова).
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Рис. 7. Временные зависимости искомых функций
при нормальном возмущении “экспериментальной”
температуры (вариационный метод Тихонова): 1 –
идентифицированная (12 итераций), 2 – нормальное
возмущение (12 итераций).
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исходных экспериментальных температур иден-
тифицированные функции определяются на ите-
рации 12 по условию замедления сходимости тем-
пературного функционала и являются близкими
по значениям и характеру к “истинным” функциям.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

1. Показано, что задача идентификации неиз-
вестных функций матрицы тепловых связей мате-
матической тепловой модели с сосредоточенны-
ми параметрами, состоящей из обыкновенных
дифференциальных уравнений, в общем виде
имеет неединственное решение и может быть не-
устойчивой из-за плохой обусловленности. В слу-
чае неустойчивого решения применение методов
итерационной регуляризации позволяет полу-
чить условно устойчивое решение при использо-
вании экспериментальной температуры одного
узла для идентификации одной координаты ис-
комого вектора. Решение задачи в общем виде
имеет неединственное решение и может нахо-
диться приближенно с использованием методи-
ческой возможности расчета единого шага спуска
(параметра регуляризации) для каждого искомого
вектора. В этом случае требуется усиление вариа-
ционного принципа дополнительными условия-
ми. Задача идентификации полного набора свя-
зей решается итерационно последовательным пе-
ребором узлов системы на каждой итерации при
наличии первого приближения.

2. Получены аналитические выражения для вы-
числения неопределенных множителей Лагран-
жа, входящих в выражения градиента функцио-
нала температурной невязки в методе итерацион-
ной регуляризации, и уточненные аналитические
выражения шага спуска (параметра регуляриза-
ции). При замене в выражении шага спуска мето-
да итерационной регуляризации функции гради-
ента функционала разностью значений искомого
вектора на двух соседних итерациях получается
выражение безразмерного шага спуска, обратно-
го параметру регуляризации итерационного ме-
тода на основе вариационного метода Тихонова.
Полученные выражения обобщены для техниче-
ских, в частности, космических систем и прове-
рены вычислительными экспериментами.

Работа выполнена в рамках государственного
задания № 9.9074.2017/БЧ Минобрнауки России.
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