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ВВЕДЕНИЕ

Упорядоченные массивы (англ. bundles – пуч-
ки или жгуты) одностенных углеродных нанотру-
бок (ОУНТ) являются перспективными для инте-
гральной электроники и технологий создания
сверхпрочных композиционных материалов. Ис-
следованию физических свойств этого материала
посвящено большое количество эксперименталь-
ных работ. Установлено, что термодинамические
свойства массивов ОУНТ определяются преиму-
щественно фононным вкладом, а электронным
вкладом можно пренебречь [1–4]. Также сделан
качественный вывод о том, что зависимость теп-
лоемкости от температуры в низкотемпературной
области описывается законом Дебая с показате-
лями степени 1 и 2, что объясняется простран-
ственно-размерным эффектом для фононов. При

 K наблюдается аномалия Шоттки, которая
вызвана магнитными примесями в массиве
ОУНТ [5]. Кроме того, теплоемкость при низких
температурах зависит от содержания остаточных
газов, в частности 4Не.

Внутри плотноупакованного массива между
отдельными ОУНТ действуют слабые дисперси-
онные силы Ван-дер-Ваальса, величина которых
зависит от их радиуса, индексов хиральности и
взаимной ориентации [6]. Атомы углерода в ОУНТ
скреплены между собой прочными ковалентны-
ми связями. Теоретические и эксперименталь-
ные исследования теплофизических свойств мас-
сивов ОУНТ направлены в основном на изучение
колебаний атомов с радиальной поляризацией
или радиальных дыхательных мод (РДМ). Одна-

ко, как известно [7], ОУНТ в ориентированных
массивах могут достаточно свободно скользить
друг относительно друга. В связи с этим должны
также иметь место фононные моды с продольной
поляризацией. Свойства фононов в ОУНТ по-
дробно проанализированы в обзоре [8]; фонон-
ные спектры пучков ОУНТ измерялись в [9, 10].
Изучались РДМ и тангенциальные моды, обу-
словленные колебаниями атомов углерода вдоль
поверхностей ОУНТ. Как выяснилось, при высо-
котемпературном отжиге структур изменения
РДМ частично необратимы; наблюдается смягче-
ние мод и сужение фононных полос [10].

В [11–16] разрабатывались теоретические мо-
дели температурной зависимости теплоемкости
для пучков ОУНТ. Здесь приходится констатиро-
вать, что формулы, справедливые для широкого
диапазона температур (например, от 2 до 300 К
[2–4]), не были получены. В связи с этим разра-
ботка физически обоснованных теоретических
моделей термодинамических свойств упорядо-
ченных массивов ОУНТ остается, по-прежнему,
актуальной задачей.

Таким образом, в упорядоченном массиве
ОУНТ можно представить следующую картину
тепловой динамики. При низких температурах
ОУНТ совершают малые колебания сжатия–рас-
тяжения (P-волны) и поперечные сдвиговые ко-
лебания (S-волны), которые достаточно адекват-
но могут быть описаны в рамках модели упругого
континуума фононов [17]. По мере увеличения
температуры в тепловую динамику постепенно
вовлекается новый – атомный пространствен-
ный масштаб, что сопровождается перераспреде-
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лением энергии между масштабами. При высо-
ких температурах атомы углерода, образующие
ОУНТ, совершают интенсивные колебания вдоль
цилиндрической поверхности (продольные коле-
бания) и с выходом из нее (поперечные колеба-
ния). В адиабатическом приближении это можно
рассматривать как фононный газ, состоящий из
двух типов невзаимодействующих фононов:
“длинноволновых” и “коротковолновых”. Ло-
гично предположить, что фононы обоих типов
имеют две поперечные и одну продольную поля-
ризации. В настоящей работе на основе данного
представления строится упрощенная теоретиче-
ская модель термодинамических свойств упоря-
доченного массива ОУНТ. Для вычисления всех
вкладов в теплоемкость используется обобщение
теории Дебая на произвольную целочисленную
размерность континуума. В рамках модели в ана-
литическом виде получена формула для изохор-
ной теплоемкости с двумя характеристическими
температурами, которая хорошо описывает име-
ющиеся экспериментальные данные в широком
диапазоне температур.

ОБОБЩЕНИЕ МОДЕЛИ ДЕБАЯ

Для вычисления теплоемкости массива ОУНТ
воспользуемся некоторыми положениями из-
вестной модели В.В. Тарасова, которая обобщает
модель Дебая на случаи слоистых и цепных кри-
сталлов и полимеров [18, 19]. Предполагается, что
в таких материалах силы взаимодействия между
слоями и цепями намного меньше, чем в плоско-
сти слоев и вдоль цепей. Тогда при расчетах плот-
ности фононных состояний достаточно рассмат-
ривать слои как двумерные, а цепи как одномер-
ные континуумы фононов. При увеличении сил
взаимодействия между слоями и цепями фононы
заполняют трехмерное пространство, и здесь уже
работает стандартная модель Дебая. В данном
случае фононы, обусловленные колебаниями
атомов углерода, локализованы в невзаимодей-
ствующих между собой двумерных континуумах,
которые представляют собой цилиндрические по-
верхности ОУНТ. Фононы, ассоциированные с
тепловой динамикой ОУНТ, можно считать при-
надлежащими одномерным континуумам. Послед-
нее предположение, очевидно, оправдано, если
длина трубок намного превышает их диаметр.

Рассмотрим далее отдельную ОУНТ. Как уже
было отмечено выше, для фононов предполагает-
ся наличие двух пространственных масштабов.
В первом (макроскопическом) масштабе имеем
тонкую нанотрубку-струну, которая совершает
хаотические тепловые колебания. Во втором
(микроскопическом) масштабе рассматриваются
хаотические тепловые колебания атомов, распо-
ложенных на каркасе ОУНТ. В обоих случаях
спектр колебаний считается непрерывным, по-

этому используется обобщение модели Дебая на
d-мерный случай.

Из решения волнового уравнения для тонкой
струны или длинной атомной цепочки следует,
что минимальное расстояние между разрешен-
ными значениями волновых чисел равно 
где L – длина струны или атомной цепочки. По-
этому для элементарного объема, приходящегося
на одно разрешенное состояние волнового числа,
можно записать

(1)

где d – размерность континуума. Объем d-мерной
сферы в k-пространстве равен

(2)

где k – волновое число,  – гамма-функция
Эйлера. Используя (1) и (2), находим число фо-
нонных мод

(3)

где ω – частота фононов,  – средняя скорость
звука. В (3) учтено, что частота и волновое число
связаны соотношением  Множитель 3
учитывает поляризацию фононов: независимо
от d имеется одна продольная и две поперечные
поляризации. Плотность фононных состояний
составляет

(4)

Условие нормировки запишем в виде

(5)

где  – характеристическая частота, N – полное
количество фононных мод во всех ветвях спектра.
Подставляя (4) в (5), находим

(6)

Здесь параметр n линейно связан с d-мерной
плотностью атомов и зависит, вообще говоря, от
конкретной структуры спектра фононов. Ис-
пользуя (6), формулу (4) можно переписать в виде

(7)

С учетом (7) и выражения для энергии фононов
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средняя энергия равна

(8)

(9)

где  и  – постоянные Больцмана и Планка, θ –
характеристическая температура. Изохорная теп-
лоемкость определяется с помощью (8):

(10)

Для 1 моля вещества при d = 3 и  где
 – число Авогадро, из (8)–(10) точно получа-

ются формулы стандартной модели Дебая. Пара-
метр n в этом случае равен объемной плотности
атомов твердого тела. Для однородного образца
из ОУНТ в (8) и (10) необходимо учесть множи-
тель  где M – масса образца, m – средняя
масса ОУНТ.

ИЗОХОРНАЯ ТЕПЛОЕМКОСТЬ
Для расчета термодинамических свойств упо-

рядоченного массива ОУНТ будем исходить из
двух предположений: 1) колебания ОУНТ малы и
не оказывают влияния на упругие константы, т.е.
не меняют закон дисперсии; 2) раздельный учет
тепловой динамики ОУНТ (d = 1) и внутриструк-
турных тепловых колебаний атомов углерода
(d = 2) как независимое описание мод “медлен-
ной” и “быстрой” подсистем соответствует адиа-
батическому приближению. Исходя из этих пред-
положений, а также с учетом (9) и (10) приходим
к следующей формуле для изохорной теплоем-
кости:

(11)

где  и  – теплоемкости при высоких темпе-
ратурах ( ) и характеристические темпера-
туры, отвечающие колебательной динамике
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ОУНТ (индекс 1) и внутриструктурной динамике
атомов углерода (индекс 2);  – обобщен-
ная функция Дебая для теплоемкости. Параметры

 и  зависят от размеров и индексов хираль-
ности ОУНТ. Точный расчет этих параметров для
реальных материалов в рамках предлагаемой по-
луфеноменологической модели невозможен, по-
этому их численные значения определяются на
основе экспериментальных данных (см. таблицу).

На рисунке приведены экспериментальные и
теоретические зависимости изохорной теплоем-
кости от температуры. Экспериментальные дан-
ные воспроизведены из [1–4]; расчеты проводи-
лись по (11). Численные значения параметров 
и  определялись с учетом экспериментальных
данных методом Ньютона, который представляет
собой метод квадратичной аппроксимации [20].
Для расчета обобщенной функции Дебая для теп-
лоемкости в задаче оптимизации использовалась
безынтегральная форма [21]:
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Параметры формулы (11)

Зависимость  мДж/(г К) , K  мДж/(г К) , K Эксперимент

1 19 195 585 693  [1]
2 37 650 976 1181  [2–4]

1,C 1θ 2,C 2θ

Зависимости изохорной теплоемкости от температу-
ры для массивов ОУНТ: 1 – экспериментальные дан-
ные [1], 2 – [2–4]; сплошные кривые – расчет по (11).
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где  – дзета-функция Римана,  – поли-
логарифм.

Расчеты по формуле (11) успешно воспроизво-
дят экспериментальные данные в широком диа-
пазоне температур. Для экспериментальных дан-
ных из [1] и [2–4] в интервалах 1–200 и 2–300 K
средняя погрешность аппроксимации составляет
соответственно 16 и 6%. Если же сравнивать рас-
четы с экспериментальными данными из [1] в ин-
тервале 3–200 K, то средняя погрешность умень-
шается до ~5%. Такой успех формулы (11) по су-
ществу означает, что в массивах отдельные ОУНТ
достаточно слабо взаимодействуют друг с другом
даже при низких температурах. Определенное
расхождение теории и эксперимента при  K
имеется, видимо, из-за присутствия в образцах
магнитных примесей (в [5] указывается 0.7–1 ат. %
Co) и аномалии Шоттки. Вероятно, не исключа-
ется также и связанный с этими примесями спин-
кроссовер, который может оказывать влияние на
взаимодействие между ОУНТ при низких темпе-
ратурах.

В рассмотренной модели выполняются усло-
вия  и . Из этого следует, что вклад в
теплоемкость колебательной динамики ОУНТ
преобладает при низких температурах. С ростом
температуры при  K основным становится
вклад, обусловленный внутриструктурными ко-
лебаниями атомов углерода. При  макси-
мальная изохорная теплоемкость соответствует
аналогу закона Дюлонга и Пти:  =

 Экспериментальные данные из [1] и [2–4]
приводят соответственно к значениям 604 и
1013 мДж/(г К). Чтобы в качестве наиболее досто-
верного принять один из этих результатов, требу-
ются дополнительные высокотемпературные из-
мерения теплоемкости беспримесных образцов.
Экспериментальные исследования термической
прочности упорядоченных массивов ОУНТ, про-
веденные в [22], косвенно свидетельствуют о
справедливости результатов из [1]. Если же при-
нять во внимание результаты исследований тер-
мической стабильности ОУНТ методом молеку-
лярной динамики, полученные в [23], то предпо-
чтительными оказываются экспериментальные
результаты из [2–4].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В настоящей работе представлена квантово-

статистическая модель теплоемкости упорядо-
ченного массива одностенных ОУНТ. Модель ос-
нована на описании ОУНТ в виде квазиодномер-
ных и квазидвумерных структур. Соответственно,
модель содержит две характеристические темпе-
ратуры, которые отвечают колебательной дина-
мике ОУНТ и внутриструктурной динамике ато-
мов углерода. Получена формула для изохорной

( )xζ Li ( )xν

3T <

1 2C C< 1 2θ < θ

20T >

2T > θ

( )VC T → ∞
1 2.C C= +

теплоемкости (11), которая хорошо описывает
экспериментальные данные в широком диапазо-
не температур. Данная формула подразумевает
линейный закон дисперсии акустических фоно-
нов, отсутствие в структуре оптических фононов
и пренебрежимо малое взаимодействие между от-
дельными ОУНТ.

Проанализированы экспериментальные дан-
ные по температурной зависимости теплоемкости
массивов ОУНТ из [1–4]. Количественное расхож-
дение этих данных между собой (см. рисунок), по-
видимому, может быть связано с различиями в
макроскопической плотности, размерах и струк-
туре ОУНТ (кресельные, хиральные, зигзагооб-
разные) исследованных образцов. Кроме того,
образцы с ОУНТ могут содержать углеродные на-
ночастицы различных размеров [24].

Наконец, отметим, что, согласно предложен-
ной в настоящей работе теоретической модели,
термическое разрушение массивов ОУНТ в ваку-
умных условиях должно происходить при 
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