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ВВЕДЕНИЕ
В приложениях математической теории тепло-

проводности [1–4] важное место занимают во-
просы разработки эффективных способов тепловой
защиты конструкций [4–11]. Одно из перспек-
тивных направлений их технической реализации
связано с использованием термоэлектрических
эффектов путем применения термоактивной
прокладки, являющейся средством управляемого
внешнего воздействия на температурное поле
объекта за счет регулирования силы тока или про-
явления эффекта обратной связи [12–14].

Трудности, возникающие при параметриче-
ском анализе температурных полей конструкций
с активной теплозащитой, известны [12–14]. Они
усугубляются при использовании в качестве по-
крытий современных композиционных материа-
лов, обладающих значимой степенью анизотро-
пии [4, 15]. Исследования по рассматриваемому
вопросу немногочисленны [16–19], а любой но-
вый результат, полученный аналитическими ме-
тодами, имеет и теоретическое, и определенное
практическое значение.

Цель проведенных исследований – решить за-
дачу об определении стационарного температур-
ного поля системы, имитируемой разделяющей
две различных среды стенкой с термоактивной
прокладкой на одной из ее поверхностей, которая
функционирует по принципу обратной связи, а
также с анизотропным теплозащитным покрыти-
ем, подвергаемым локальному тепловому воздей-
ствию в условиях теплообмена с внешней средой.

ИСХОДНЫЕ ДОПУЩЕНИЯ 
И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

При построении исходной математической
модели для определения стационарного темпера-
турного поля  объекта исследований в
фиксированной декартовой системе координат

 пространства  предполагалось следу-
ющее.

1) Объект исследований представляет собой
систему, состоящую из изотропной разделитель-
ной стенки:

поверхность  которой обладает анизотроп-
ным покрытием

с термоактивной прокладкой [12–14]

где значения геометрических характеристик 
  элементов объекта исследований – посто-

янные величины.
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2) Термоактивная прокладка является орто-
тропной и функционирует по принципу обрат-
ной связи [14, 20, 21], т.е. в системах “анизотроп-
ное покрытие–термоактивная прокладка” и
“термоактивная прокладка–изотропная раздели-
тельная стенка” для искомого температурного
поля  реализуются следующие условия
сопряжения:

где   и  – компоненты тензоров
теплопроводности анизотропного материала по-
крытия, ортотропного материала термоактивной
прокладки при  и изотропного матери-
ала разделительной стенки соответственно;  –
определяющий параметр обратной связи термо-
активной прокладки со стороны покрытия, а  –
со стороны стенки;  – начальная температура
объекта исследований, принятая постоянной.

3) Обратная связь настроена по начальной
температуре  объекта исследований, которая
отлична от температур внешней среды 
(при ) и  ( ), также по-

стоянных. При этом в общем случае 
4) Теплообмен в системах “внешняя поверх-

ность разделительной стенки–внешняя среда” и
“внешняя поверхность анизотропного покры-
тия–внешняя среда” реализуется по закону Нью-
тона [2, 3] с коэффициентами теплоотдачи  и

 соответственно.
5) Внешняя поверхность анизотропного по-

крытия находится под воздействием не только
внешней среды с  отличной от  но и тепло-
вого потока с плотностью 

6) Внешний тепловой поток с плотностью
 воздействует на поверхность x2 =

 анизотропного покрытия раздели-
тельной стенки в направлении его внутренней
нормали.
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7) Функция  интегрируема с квадратом

в  по совокупности пространственных пере-

менных, представленных вектором 

т.е.  [22].
8) Термоактивная прокладка является “терми-

чески тонкой”, т.е. допустима реализация идеи
“сосредоточенной емкости” [23], суть которой
полностью определена равенствами

Для удобства дальнейших рассуждений целе-
сообразно воспользоваться следующими обозна-
чениями:

где  – масштаб пространственных переменных,

а       – плотности и удельные
массовые теплоемкости анизотропного материа-
ла покрытия, ортотропного материала термоак-
тивной прокладки и изотропного материала раз-
делительной стенки соответственно. В этом
случае согласно исходным допущениям, пред-
ставленным выше, функция  определя-
ющая искомое температурное поле, должна удо-
влетворять системе трех линейных дифференци-
альных уравнений в частных производных
второго порядка эллиптического типа [2–4, 22]:
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АТТЕТКОВ и др.

(1)

условиям реализуемости идеи “сосредоточенная
емкость” по толщине термоактивной проклад-
ки [23]:

(2)
и неоднородным краевым условиям [2–4]

(3)

(4)

Анализ формализованной исходной информа-
ции, представленной в виде незамкнутой матема-
тической модели (1)–(4), в сочетании с исходными
допущениями позволяет выдвинуть гипотезу о том,
что искомое стационарное температурное поле объ-
екта исследований имеет аддитивную структуру с
двумя независимыми составляющими. Первая адди-
тивная составляющая определяет стационарное тем-
пературное поле объекта исследований, сформиро-
ванное исключительно в результате его теплообмена
с разделенными средами, обладающими различной
температурой, а вторая – стационарное температур-
ное поле объекта исследований, сформированное
под воздействием внешнего теплового потока и
охлаждения разделенными средами с нулевой тем-
пературой. Таким образом, приходим к равенству

(5)

где функция  должна являться решением за-
мкнутого варианта исходной краевой задачи (1)–(4)
при нулевой плотности внешнего теплового по-
тока, т.е. удовлетворять следующей краевой зада-
че для системы двух обыкновенных линейных
дифференциальных уравнений второго порядка
со специфическими условиями сопряжения:
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ТЕМПЕРАТУРНОЕ ПОЛЕ
Согласно равенству (5), первая независимая ад-

дитивная составляющая искомого стационарного
температурного поля объекта исследований пред-
ставлена функцией  которая полностью опре-
делена краевой задачей (6). Решение этой краевой
задачи может быть найдено стандартными метода-
ми [24] и представлено в следующем виде:

При идентификации второй независимой ад-
дитивной составляющей искомого стационарно-
го температурного поля объекта исследований
воспользуемся исходными допущениями, пред-
ставленными в математической модели (8), со-
гласно которым  как скалярная функция
пространственных переменных  и  является
оригиналом двумерного экспоненциального ин-
тегрального преобразования Фурье [25], задавае-
мого парой линейных интегральных операторов:

(9)

где  – мнимая единица [2]. Полагая

(10)

воспользуемся стандартными свойствами [25]
двумерного экспоненциального интегрального
преобразования Фурье (9) и в пространстве его
изображений представим исходную математиче-
скую модель (8) в следующем виде:

(11)

Изображение (11) исходной математической
модели (8) представляет собой краевую задачу
для системы двух обыкновенных линейных
дифференциальных уравнений второго поряд-
ка, специфика которой связана не только с не-
стандартными условиями сопряжения, но и
с наличием комплекса  в различных
элементах этой задачи. С учетом сказанного
естественно предполагать, что изображение

 оригинала  обладает следую-
щей структурой:

(12)

Согласно (12) и (11), функция B(p, y, r) в
свою очередь должна удовлетворять соответ-

ствующему упрощенному аналогу краевой за-
дачи (11):
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(13)

где квадратичная форма

(14)

является положительно определенной, что про-
веряется использованием критерия Сильвестра
[26] и свойств тензора теплопроводности второго
ранга [4]. Решение краевой задачи (13), (14) может
быть получено стандартными методами [25] и
представлено в виде

(15)

Для завершения процедуры определения
 в пространстве изображений двумер-

ного экспоненциального интегрального преоб-
разования Фурье (9) с учетом первого условия
сопряжения в рассматриваемой системе, пред-
ставленного в математической модели (11), до-
статочно воспользоваться равенствами (10),
(12), (14) и (15):

(16)

В общем случае для перехода в пространство
оригиналов преобразования Фурье (9) воспользу-
емся теоремой о свертках и теоремой смещения [25].
При этом, согласно (9) (10) и (16), имеем
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(17)

В соответствии с (15), (16) изображения
  зависят от положительно

определенных квадратичных форм  и
 где  задана равенством (14).

Поэтому во избежание известных трудностей, ха-
рактерных для вычислительных экспериментов в
комплексных пространствах [27] при реализации
оператора  в (9) аналогично [28] целесооб-
разно сначала воспользоваться теоремой об одно-
временном приведении двух квадратичных форм
к диагональному виду [26], а затем – связью между
экспоненциальным интегральным преобразова-
нием Фурье и интегральным косинус-преобразо-
ванием Фурье [25].

Следует заметить, что соотношения (17), опре-
деляющие функцию  заметно упроща-
ются, если изображение  является четной
функцией по каждому из аргументов и выполне-
но равенство

(18)
так как в этом случае, согласно (14)–(16), (18),
изображения  
являются четными функциями по аргументам  и 
Как следствие, согласно (9), (10) и (16) имеем

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Стационарное температурное поле раздели-

тельной системы с активной теплозащитой пред-
ставляет собой аддитивную композицию двух не-
зависимых составляющих, первая из которых
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зависит лишь от интенсивности теплового взаи-
модействия разделяемых сред с граничными по-
верхностями анализируемой системы, а вторая –
от плотности мощности теплового потока, воз-
действующего на охлаждаемую систему с нулевыми
температурами разделяемых сред.

Согласно равенству (17), в теплозащитном по-
крытии из композиционного материала с анизо-
тропией свойств общего вида проявляется извест-
ный [29] эффект “сноса” температурного поля.

Механизм функционирования “термически
тонкой” термоактивной прокладки, не учитываю-
щий возможности протекания в ней теплодиффу-
зионных процессов, качественно не искажает ста-
ционарное температурное поле анализируемой
системы, но требует количественных оценок [23].

На рис. 1 частично представлены результаты вы-
числительных экспериментов, связанных с опреде-
лением стационарного температурного поля анизо-
тропной разделительной системы с термоактивной
прокладкой, функционирующей по принципу об-
ратной связи, при воздействии стационарного тепло-
вого потока с интенсивностью гауссовского типа [18]

в условиях теплообмена с внешней средой. Расчет
выполнен при следующих безразмерных пара-
метрах:     

     
    и

различных значениях  – симплекса подобия
начальной температуры системы и температур раз-
деляемых сред (рис. 1а –  рис. 1б – 2.0).
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Рис. 1. Стационарный температурный профиль объ-
екта исследований при функционирующей обратной
связи термоактивной прокладки: 1 –  2 –
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При  стационарное температурное по-
ле формируется под воздействием внешнего теп-
лового потока и при тепловом взаимодействии
среды заданной температуры  с поверх-
ностью анизотропного покрытия в условиях
охлаждения разделительной стенки анализируе-
мой системы; в случае  – при локальном
тепловом нагреве охлаждаемого анизотропного
покрытия в условиях теплового взаимодействия
среды с  с поверхностью разделитель-
ной стенки системы. В последнем случае прояв-
ление эффекта обратной связи при формирова-
нии стационарного температурного поля разде-
лительной системы с активной теплозащитой
является наиболее значимым (рис. 2, ).
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