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Анализируются тепловые процессы, возникающие при реализации аддитивных технологий селек-
тивного лазерного спекания и сплавления металлов и сплавов. Проблема адекватного описания
теплопереноса при реализации аддитивных технологических процессов, связанных с высокоинтен-
сивным локальным нагревом движущимся лучом лазера, и порождаемых тепловым полем фазовых
переходов – расплавления порошкового полуфабриката, кристаллизации и сопутствующих эффектов в
наращиваемом элементе – является ключевой для получения представления о микроструктуре и эф-
фективных свойствах получаемого материала, а также для предотвращения остаточных деформаций (по-
водки) изделия. В настоящее время основными причинами непрогнозируемого производственного бра-
ка представляются отклонения конечной формы изделия от заданной геометрии и высокоамплитудные
остаточные напряжения, способные инициировать разрушение изделия при нагрузках, существенно
меньших расчетных значений, а также возникновение микроскопических дефектов (пор, границ раз-
дела слоев и т.д.). Разработка математических моделей, с одной стороны, достаточно точных для
прогнозирования перечисленных явлений, с другой стороны – допускающих практическую реали-
зацию в инженерных расчетах, представляется основой дальнейшего развития технологий лазерно-
го спекания и сплавления металлических материалов. В то же время, как показывает анализ совре-
менного состояния проблемы, ключевым элементом практической реализации моделей является
разработка экономичных численных методов, обеспечивающих приемлемые вычислительные за-
траты при сохранении точности. Представляется эффективным метод, основанный на разномас-
штабном связном моделировании механического и теплового состояния наращиваемого тела – на
локальном уровне в области бассейна расплава, на промежуточном уровне окрестности бассейна
расплава и прилегающих к нему слоев и на уровне всего изделия в целом, при этом построение вы-
числительного процесса на глобальном уровне может опираться на сочетание метода конечных эле-
ментов, необходимость применения которого на практике бесспорна, и аналитических решений,
обеспечивающих локальное уточнение решения.
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ВВЕДЕНИЕ
Под аддитивной технологией в настоящее вре-

мя понимается метод послойного (или поточеч-
ного) создания объекта по заданной трехмерной
цифровой модели изделия [1]. Как указано, на-
пример, в [2, 3], аддитивная технология, основан-
ная на нанесении объема материала, является в
известном смысле противоположностью тради-
ционным субтрактивным технологиям, базирую-
щимся на удалении объема материала (механиче-
ской обработке, химическом травлении и т.д.).
Преимуществами аддитивного производства яв-
ляются:

• возможность создания изделия чрезвычайно
сложной формы без необходимости сборки из де-
талей и организации стыковых соединений;

• возможность оптимизации, в том числе то-
пологической, на базе методов аддитивного про-
изводства [4, 5];

• возможность производства неоднородных и
композиционных материалов метастабильной [6, 7]
или градиентной структуры с наперед заданным
законом изменения свойств в том или ином на-
правлении, включая комбинирование материа-
лов различной природы (металлокерамические
материалы, металлополимерные [8] и другие ком-
позиты [9], адаптивные материалы, в том числе с
эффектом памяти [10], и т.д.);

• чрезвычайно низкий коэффициент расхода
материала по сравнению с субтрактивными про-
изводственными технологиями;

• возможность прецизионного ремонта изделий;
• возможность полной автоматизации произ-

водственного процесса.
Достаточно полный обзор истории развития

аддитивного производства представлен в [11].
Первые эксперименты по аддитивному построе-
нию деталей относятся к 1960 годам. Практиче-
ская потребность в создании технологий, пригод-
ных для промышленного применения, возникла
в 1980-е для маломасштабного прототипирования
методом стереолитографии [11, 12]. Особенно ин-
тенсивные исследования в данном направлении
начались в 1990-е г. [13] по мере развития высоко-
производительной вычислительной техники и
программных средств геометрического модели-
рования трехмерных тел. Были предприняты по-
пытки создания металлических изделий: сначала
трехмерных моделей [13], а затем и деталей [14] с
применением принципа сплавления, заимство-
ванного из технологии лазерной сварки металлов
[15, 16]. На текущий момент разработан и разви-
вается достаточно широкий спектр аддитивных
технологий [17–20], ориентированных на созда-
ние изделий различного назначения при макси-
мальной автоматизации производственных про-
цессов [10]. Одним из технологических процессов,

представляющихся важными для промышленно-
сти, является непосредственное наплавление ме-
таллического материала (от англ. Direct Metal
Deposition, DMD) или аддитивное производство
металлических сплавов (Metal Additive Manufac-
turing, [10]). В данную группу технологий входят
селективное лазерное спекание (от Selective Laser
Sintering, SLS) и селективное лазерное сплавле-
ние (от Selective Laser Melting, SLM) [21]. Близким
по физическим принципам является и метод
электронно-лучевого сплавления (Electron Beam
Melting, ЕВМ) [22]. В основе перечисленных ме-
тодов лежит послойное создание металлического
монолита из порошкового полуфабриката путем
высокотемпературного спекания [2, 23] или рас-
плавления с последующей кристаллизацией под
действием локального высокоинтенсивного на-
грева лучом лазера [2, 16].

1. ОСОБЕННОСТИ АДДИТИВНОГО 
ПРОИЗВОДСТВА МЕТАЛЛОВ, ВЛИЯЮЩИЕ 

НА КАЧЕСТВО ИЗДЕЛИЯ
Перечисленные выше преимущества аддитив-

ных технологий промышленного производства
металлических изделий на базе SLS/SLM-мето-
дов в значительной степени нивелируются труд-
ностью обеспечения качества изделия, связанной
со сложностью протекающих в синтезируемом
теле процессов, как механических, так и тепловых.

В работе [24] отмечается в первую очередь
цикличность процессов нагрева–охлаждения.
При многократном пробеге пятна лазерного луча
по поверхности синтезируемого тела временнáя
зависимость температуры в некоторой фиксиро-
ванной точке является циклической, пилооб-
разной. Материал в окрестности данной точки
проходит последовательные расплавление и кри-
сталлизацию как минимум дважды: при расплав-
лении порошкового полуфабриката на первом
проходе, а затем сплавленного материала при
втором, а возможно, и третьем проходе лазерного
луча [24] (в зависимости от мощности лазера, тол-
щины наносимого монослоя и других параметров
технологического процесса). Кроме того, напри-
мер, в сплаве Ti–6Al–4V вслед за двукратным
процессом плавления−кристаллизации происхо-
дят фазовые превращения из α-фазы в (α + β)-со-
стояние [24–26].

Скорость охлаждения и, следовательно, кри-
сталлизации расплава при SLS-процессе состав-
ляет 103–104 К/с по оценкам авторов [27], для
SLM-процессов – до 104 К/с [28, 29]. Отмечается
также, что поток тепла, как правило, однонаправ-
лен по нормали к поверхности синтезируемого
тела, что приводит к формированию столбчатых
кристаллических структур сплава. Структура су-
щественно зависит от скорости охлаждения; ана-
лиз данной зависимости приведен в работе [30].
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Высокая скорость тепловых процессов может
привести к необходимости учета волнового ха-
рактера распространения тепла с конечным вре-
менем релаксации [31–42]. Кроме того, циклич-
ность процессов высокоскоростного интенсив-
ного нагрева и охлаждения в окрестности
движущегося пятна лазерного луча порождает
слоистую микроструктуру (’’lamination effect” [3,
43–45]) с различными свойствами слоев. Анализ
влияния реального температурного поля на полу-
ченную микроструктуру требует специальных ме-
тодов численного решения обратной задачи вос-
становления истории теплового нагружения [46].
В работах [43–45] показано, что эпитаксиальное
зарождение и рост зерен при повторных плавле-
ниях/кристаллизациях приводит к существенной
анизотропии синтезируемого материала в отно-
шении трещиностойкости, что требует тщатель-
ного учета сложной формы с концентраторами
напряжений при создании конструктивных эле-
ментов, работающих в условиях циклического
нагружения.

Другим типичным дефектом является микро-
пористая структура материала. Поры, образую-
щиеся при адсорбции газовой N, O, H α-фазой
Ti–6Al–4V с последующим формированием цен-
тров кристаллизации вблизи границы раздела мо-
гут занимать до 1% объема тела при характерном
диаметре около 10–50 мкм [28]. Чаще всего для
снижения объемного содержания пористости,
остающейся в материале после сплавления, про-
водится термообработка и горячее изостатиче-
ское прессование изделий. Такая постобработка
позволяет значительно снизить объемное содер-
жание пор и получить близкую к теоретической
плотность материала [47–49], однако некоторая
микроскопическая пористость сохраняется все-
гда, даже после термообработки. Как показывают
последние исследования, это связано с присут-
ствием аргона, остающегося в порах после лазер-
ного синтеза/сплавления металлов [50, 51].

Таким образом, эффективные термомехани-
ческие свойства синтезируемого методами
SLS/SLM металлического сплава, тем более ком-
позиционного градиентного материала сплош-
ной среды, используемые в глобальном модели-
ровании как процесса роста, так и готового изде-
лия не могут быть оценены простейшими
методами, применимыми для традиционных
конструкционных материалов; ошибка при такой
оценке нередко оказывается неприемлемой.

2. ФИЗИЧЕСКИЕ ПРОЦЕССЫ, 
СОСТАВЛЯЮЩИЕ ОСНОВУ 

СЕЛЕКТИВНОГО ЛАЗЕРНОГО 
СПЛАВЛЕНИЯ И СПЕКАНИЯ

Указанные особенности структуры порожда-
ются связными процессами, протекающими при

лазерном сплавлении и спекании металлического
материала. Авторы обзора [52] приводят следую-
щую простейшую схему синтеза наращиваемого
тела:

• радиационный нагрев твердой подложки при
воздействии лазерного луча;

• передача тепла от подложки к порошковому
полуфабрикату, основным механизмом которой
является теплопроводность твердого тела;

• образование локальной микроскопической
ванны расплава по достижении температурой
подложки точки ликвидуса;

• отдача тепла в окружающую среду излучени-
ем и конвекцией.

При этом большой градиент температуры на
поверхности ванны расплава приводит к возник-
новению термокапиллярной конвекции − эф-
фекта Бенара–Марангони [53–56] − и течению
жидкого металла при существенной зависимости
коэффициента поверхностного натяжения от
температуры [57, 58]. Из-за перемещения ванны
расплава вместе с движущимся пятном лазерного
луча одновременно и непрерывно во времени в
близких областях при расплавлении и кристалли-
зации происходят поглощение и выделение ла-
тентного тепла фазового перехода. Кроме того,
происходят адсорбция газа из окружающей среды
и испарение в поверхности ванны расплава [59],
сопровождаемые переносом частиц порошкового
полуфабриката (так называемое явление “денуда-
ции” [60–64]), а также фазовыми переходами
второго рода в окружающем слое твердой метал-
лической фазы [65], магнитогидродинамическим
перемешиванием [66] и т.д. [67].

Характерными результатами “пилообразной”
зависимости температуры в фиксированной точ-
ке изделия от времени при многократном про-
хождении источника по сечениям изделия [68, 69],
помимо микроструктурных изменений (“комко-
вания” (balling effect) [70], появления пористой
структуры [71, 72] и микротрещин [73], шерохова-
тости и текстуры поверхности [74]), являются
также усадка [75] и развитие остаточной дефор-
мации − так называемая “поводка” [76], т.е. от-
клонения от заданной формы, способные приве-
сти к полной выбраковке готового изделия, оста-
новке процесса печати до его завершения или в
ряде случаев к выходу из строя оборудования. Так
как в зоне воздействия источника и в прилежа-
щих областях материала имеет место резкое по-
вышение температуры и затем быстрое охлажде-
ние со скоростью до нескольких миллионов гра-
дусов в секунду [27–29, 77, 78], а синхронно с
нагревом наблюдается и порождаемое тепловым
полем температурное деформирование изделия:
образуются остаточные деформации, а при их
стеснении в процессе нанесения последующих
слоев − остаточные напряжения, нередко приво-
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дящие к разрушениям еще в процессе печати. Су-
щественную роль играет и то, что механическое
поведение наращиваемого тела в глобальном мас-
штабе в процессе роста качественно отлично от
механики тела постоянного состава. Именно по-
этому моделирование аддитивных процессов на
макроуровне, т.е. оценка глобальных поводок −
отклонений от заданной формы изделия, являет-
ся важной задачей. Замена многократных дорого-
стоящих экспериментальных попыток печати
пробных серий сложных деталей на численное
моделирование, реализуемое с достаточной точ-
ностью и в приемлемые сроки, для производите-
лей, работающих с аддитивными технологиями,
является актуальной проблемой как с технологи-
ческой, так и с экономической точек зрения. Еще
важнее формирование качественного понимания
процесса зарождения остаточных полей и их за-
висимости от параметров технологического про-
цесса.

Таким образом, постановка задачи моделиро-
вания термомеханических процессов, происходя-
щих в материале, формируемом из порошковой
фазы посредством SLS/SLM-технологий, явля-
ется связной и многомасштабной [59, 79–81].
Практический интерес представляют как влияю-
щие на структуру и текстуру сплава нестационар-
ные процессы в области расплава, так и процессы
теплообмена в окрестности движущейся ванны
расплава, сопровождаемые фазовыми перехода-
ми и генерацией необратимых деформаций, а
также напряженно-деформированное состояние
всего изделия в целом. Главной задачей является
выявление взаимосвязей между параметрами тех-
нологического процесса и свойствами материала
на микроуровне и собственными деформациями
изделия на макроуровне с точностью, достаточ-
ной для обеспечения полноценного управления
процессом создания изделия с необходимыми па-
раметрами, в том числе в реальном времени.

3. ОСНОВЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО 
МОДЕЛИРОВАНИЯ ПРОЦЕССОВ 
СЕЛЕКТИВНОГО СПЛАВЛЕНИЯ 

И СПЕКАНИЯ

Главной целью моделирования технологиче-
ского процесса селективного лазерного спекания
или сплавления металлического материала явля-
ется прогноз микроструктуры получаемого мате-
риала и напряженно-деформированного состоя-
ния изделия как в процессе наращивания, так и в
конечном виде и выбор параметров технологиче-
ского процесса, обеспечивающих минимизацию
геометрических дефектов (“поводки”), остаточ-
ного напряженного состояния и дефектов, спо-
собных привести к разрушению изделия при не-
расчетных нагрузках [52].

Основными задачами, решение которых тре-
буется для достижения указанной цели, являются:

• описание теплового состояния изделия в це-
лом в процессе его производства и непосред-
ственно в области высокого градиента температур
при пробеге пятна лазерного луча по поверхности
наращивания;

• описание процесса формирования ванны
расплава при поглощении энергии лазерного луча,
процессов плавления и кристаллизации с учетом
сопутствующих эффектов (поверхностного натяже-
ния, потери тепла и массы при испарении с поверх-
ности ванны расплава, образования ориентирован-
ной структуры при кристаллизации и др.);

• описание напряженно-деформированного
состояния изделия в целом как в процессе роста,
так и в конечном состоянии (оценка “поводки”).

Последняя задача формулируется в рамках ме-
ханики деформируемого твердого тела и, как пра-
вило, решается численно на базе конечно-эле-
ментных программных комплексов [82] модели-
рованием процесса роста за счет добавления к
актуальной конфигурации тела новых элементов
при перестроении сетки на шаге во времени или
активации элементов предварительно построен-
ной модели изделия, соответствующих наноси-
мому слою [59, 83–86]. Данный процесс при ма-
лой по сравнению с характерным размером из-
делия толщине слоя является чрезвычайно
ресурсоемким и длительным. Он требует специ-
альных приемов сокращения размерности моде-
ли [87], в частности, построения адаптивных се-
ток в области высокого градиента температуры
[88] и оснащения стационарной модели с грубой
сеткой подвижной подобластью, окружающей
ванну расплава, с достаточно тонкой сеткой [89].
Альтернативный подход, так называемая “теория
непрерывно растущих тел” [90–92], позволяет
построить модель роста без послойного прибав-
ления массы и при адаптации к конечно-эле-
ментным комплексам способна обеспечить каче-
ственное сокращение вычислительных ресурсов
по сравнению с моделями дискретного роста [93].

Задача описания процесса поглощения энер-
гии лазерного луча, переноса тепла в порошковой
среде, плавления, гидродинамики расплава с уче-
том явлений поверхностного натяжения, притока
и уноса массы, высокоскоростного охлаждения и
формирования кристаллической структуры ре-
шается численно на локальном масштабном
уровне (~1–2 слоя). Результатом решения задачи
являются предсказание кристаллической и пори-
стой структуры и оценка эффективных свойств
материала для последующего решения глобаль-
ной задачи роста тела [81, 94, 95].

Задача о теплопереносе представляется наибо-
лее важной, так как исчерпывающая информация
о тепловом режиме требуется как при описании
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процессов плавления и кристаллизации, так и
при оценке глобального напряженно-деформи-
рованного состояния тела, полученного селек-
тивным сплавлением или спеканием [52]. Реше-
ние этой задачи на промежуточном уровне (без
явного описания гидродинамики расплава, но с
адекватным прогнозом формирования ванны по
изотермам ликвидуса и солидуса) является наи-
более распространенным методом расчета зави-
симости свойств изделия от параметров техноло-
гического процесса. По состоянию на начало
2019 г. полноценная макроскопическая (т.е. не
рассматривающая отдельные частицы порошка)
модель, описывающая детали взаимодействия ла-
зерного луча, твердой порошковой фазы и жид-
кой фазы, включая эффекты неравномерного по-
глощения энергии луча, не построена [52].

В обзоре [52] основных результатов моделирова-
ния теплового состояния тел, наращиваемых селек-
тивным лазерным спеканием либо сплавлением,
приведено условное подразделение моделей на эм-
пирические, аналитические и численные. Последние
два класса моделей авторы различают главным обра-
зом по признаку использования стандартных про-
граммных средств, т.е. по методу решения постав-
ленной начально-краевой задачи теплопереноса.

Эмпирические модели используются, как пра-
вило, в системах управления селективным ла-
зерным спеканием и сплавлением [96] и устанав-
ливают взаимосвязь между параметрами техноло-
гического процесса и тепловым состоянием
наращиваемого изделия по результатам обработ-
ки экспериментальных данных. К эмпирической
можно отнести модель [97], описывающую зави-
симость нестационарного поля температуры от
мощности лазера. Модель [98], предназначенная
для управления процессом селективного лазер-
ного наплавления (DMD), устанавливает зависи-
мость температуры от скорости истечения по-
рошка из сопла, скорости перемещения лазера и
его мощности. Константы модели определяются
по экспериментальным данным методом наи-
меньших квадратов. Более сложной является мо-
дель, описанная в работах [99, 100], которая учи-
тывает случайные колебания мощности и дли-
тельности импульсов лазера и устанавливает
взаимосвязь мощности лазера и температуры в
ванне расплава. Авторами решена задача иденти-
фикации параметров модели.

Эмпирическое моделирование применяется
также в работах, посвященных управлению тех-
нологическим процессом сплавления с целью
минимизации погрешностей. Так, например, в
работе [101] разработана система управления про-
цессом, основанная на оценке размеров и формы
ванны расплава посредством оптических измере-
ний. Позднее в [102] система была дополнена воз-
можностями контроля нанесения порошкового

полуфабриката и анализа инфракрасного излуче-
ния поверхностью ванны расплава. В процессе
экспериментов было установлено, что входные
параметры эмпирической модели (помимо ско-
рости перемещения луча лазера, параметров на-
носимого порошкового слоя, свойств материала,
геометрии формируемого изделия, параметров
атмосферы, в которой осуществляется процесс
сплавления) могут включать еще ряд величин об-
щим числом более 50. В работе [103] было осу-
ществлено, например, построение зависимости
температуры ванны расплава от координат точки
на поверхности наращивания и выявлена взаимо-
связь возникновения дефектов от локального пе-
регрева. В [104] экспериментальным путем выяв-
лена зависимость шероховатости поверхности
изделия от подводимой энергии лазерного луча,
предложено управление параметрами процесса за
счет задания формы импульса лазера. Сходный
метод управления процессом, но основанный на
варьировании диаметра лазерного луча с учетом
различий, вносимых разными порошковыми по-
луфабрикатами, предложили авторы работы [23].
Управление процессом, базирующееся на оценке
влияния скорости движения пучка и мощности
излучения, было предложено в [105]. В работе
[106] изучено влияние параметров технологиче-
ского процесса на усадку. Метод управления, ос-
нованный на эмпирическом описании процесса,
был также предложен в [107].

Модели, ориентированные на управление
SLS/SLM-процессами и использующие аналити-
ческие решения задач теплопереноса совместно с
экспериментальными данными, можно отнести к
полуэмпирическим. В основу, как правило, поло-
жены решения задачи теплопроводности при воз-
действии на границу точечного источника тепла
[108–111] или гауссова распределенного источни-
ка [112]. В частности, модели [113, 114], базирую-
щиеся на решении [111], реализуют алгоритм
управления SLM-процессом в реальном времени
по измерениям температуры и размерам ванны рас-
плава. Модель с множественными входными и вы-
ходными параметрами, основанная на решениях
задачи для движущегося источника тепла с учетом
запаздывания за счет измерений, построена в [66] и
усовершенствована впоследствии в [115]. В работе
[116] описана полуэмпирическая модель, учитыва-
ющая кристаллизацию и обеспечивающая управле-
ние нанесением каждого слоя. Модель [117] сфор-
мулирована в форме Гаммерштейна.

4. ПОСТАНОВКИ ЗАДАЧ

Эмпирические модели процессов лазерного
сплавления и спекания, в том числе опирающие-
ся на аналитические решения задачи теплопере-
носа, пригодны для управления технологическими
процессами, однако не обеспечивают качествен-
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ного понимания особенностей, протекающих
связных физических процессов и не предоставля-
ют количественной информации об эволюции
системы в процессе наращивания тела. Теорети-
ческое исследование процессов аддитивного про-
изводства требует постановки и решения соответ-
ствующих начально-краевых задач механики
сплошной среды, тепло- и массопереноса. Их ре-
шение может строиться как аналитически (при
соответствующих упрощающих гипотезах), так и
численно − методами конечных объемов, конеч-
ных элементов и т.д.

Постановка задачи об эволюции состояния
среды в окрестности наносимого слоя материала
в общем случае сводится к связной постановке
нестационарных задач на различных уровнях:

1) локальный уровень
• нестационарная задача теплопереноса в

окрестности нагрева среды подвижным пятном
лазерного луча;

• задача о фазовых переходах первого рода
(плавление порошкового материала и последую-
щая кристаллизация расплава при охлаждении);

• задача о динамике вязкой жидкости в бассейне
расплава при учете сил поверхностного натяжения;

2) переходный уровень
• нестационарная задача о теплообмене между

наносимым слоем и подложкой (консолидиро-
ванной системой ранее нанесенных слоев мате-
риала) при учете потери тепла в окружающую
среду;

• задача термомеханики материала при дей-
ствии высокоинтенсивного потока тепла со сто-
роны движущегося бассейна расплава;

• задача о фазовых переходах второго рода, ин-
дуцируемых температурным полем;

3) глобальный уровень
• нестационарная задача о наращивании тер-

мовязкоупругого тела в дискретной либо конти-
нуальной постановке;

• задача термомеханики растущего тела при
действии близкого к точечному высокоинтенсив-
ного источника тепла и определение остаточного
напряженно-деформированного состояния.

Степень детализации зависит от цели модели-
рования; различные варианты моделей приводят-
ся в обзорных работах [59, 79–81, 118–120]. Так,
при исследовании структуры наносимого мате-
риала и оценке его эффективных свойств основ-
ным является описание плавления/кристаллиза-
ции на локальном уровне [121–123], тогда как при
минимизации поводки и остаточного напряжен-
ного состояния − на глобальном уровене. Другая
градация масштабов предложена в работе [79]:
микроуровень (~1 мкм), мезоуровень (~1 мкм−
~1 мм), и макроуровень (~1 мм−~1 см). Решение
полной трехуровневой задачи представляется

чрезвычайно ресурсоемким, не всегда целесооб-
разным с инженерной точки зрения и требует как
минимум специальных численных методов.

4.1. Постановка начально-краевой задачи 
на локальном уровне

Постановка начально-краевой задачи о дви-
жении жидкой фазы в ванне расплава определя-
ется законами сохранения массы, энергии и им-
пульса [52, 124]. Закон сохранения массы в диф-
ференциальной формулировке имеет следующий
вид [52, 124, 125]:

(1)

где t − время, ρ − массовая плотность,  − компо-
ненты вектора скорости течения расплава. Неод-
нородное уравнение неразрывности учитывает
приток массы Ms в систему. На локальном уровне
рассматривается плавление порошкового полу-
фабриката в течение некоторого времени, значи-
тельно меньшего длительности одного цикла “на-
несение полуфабриката−плавление−кристалли-
зация” по всей поверхности роста, приток массы
в систему в некоторых моделях не рассматривает-
ся [121, 122, 126] аналогично моделям лазерной
сварки [127–129], а поток считается стационарным:

Влиянием окружающей газовой среды, эф-
фектами испарения части материала с поверхно-
сти ванны расплава, как правило, пренебрегают
как при моделировании селективного лазерного
сплавления, так и при описании наплавления
(DMD) [130]. Скорость в области твердой фазы
подчиняется условию Дарси [130].

Закон сохранения импульса имеет вид [52,
124, 125]

(2)

где μ − вязкость, p − давление, MS − плотность
притока массы, Fi − вектор массовых сил (т.е. си-
лы тяжести и силы Архимеда [124]).

Аналогичная постановка используется в рабо-
тах [131, 132], а также в [130]. Слабая смешанная
формулировка в переменных (υi, p), соответству-
ющая (1) при MS = 0 и (2), предложена в [133]:

(3)
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(4)

где   − заданные краевые силы и скорости.
Данная формулировка обеспечивает конечно-
элементную дискретизацию задачи [133].

Уравнениям (1)–(3) соответствуют краевые
условия на поверхности роста  и границах об-
ласти определения задачи  В работе [130] при-
водится вариант краевых условий, соответствую-
щих методу селективного лазерного наплавления
(DMD). В общем виде краевые условия записы-
ваются следующим образом:

на внутренних границах, расположенных доста-
точно далеко от границ ванны расплава.

Здесь  − компоненты вектора перемещения и

на поверхности бассейна расплава, где  − коэф-
фициент поверхностного натяжения, зависящий
от температуры [57, 58],   − нормальная и ка-
сательная компоненты напряжения, определяе-
мые поверхностным натяжением вследствие эф-
фекта Марангони [117, 125, 129, 134]:

где z − нормальная к поверхности роста коорди-
ната. Конечно-элементное представление сил по-
верхностного натяжения описано в работе [135].

Закон сохранения энергии формулируется ли-
бо как [135]

либо в виде, предложенном в работе [121]:

(5)

где плотность тепловой энергии определяется со-
отношением [121, 137]

Здесь H − латентная энтальпия, TS, TF − темпе-
ратуры начала и окончания фазового перехода и

Подход [136] вводит в рассмотрение параметр
фазового состава  определяющий долю жид-
кой и газообразной фаз в представительном объе-
ме для описания плавления порошкового полу-
фабриката, заполненного газовой средой:

(6)

Величины   в (6) − скорости переноса
массы из p-й фазы в q-ю фазу и обратно. В соот-
ветствии с концепцией [136] рассматривается
осредненная температура,  − эффективная
теплопроводность и  − средняя плотность; в ра-
боте [121] осредненная температура связана с
удельной тепловой энергией соотношениями

где  − удельная теплоемкость твердой фазы.
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Источник в правой части уравнения (5) соот-
ветствует той или иной модели поглощения энер-
гии излучения лазера порошковым слоем и под-
ложкой.

Уравнению энергетического баланса (5) соот-
ветствует слабая формулировка [138, 139], ис-
пользуемая в работе [133] совместно с (3) и (4).

4.2. Модели источника тепла, применяемые 
при моделировании селективного 

лазерного сплавления
Наиболее простым вариантом задания усло-

вий нагрева спекаемого материала в зоне дей-
ствия источника (лазерного либо электронного
луча) является непосредственное задание значе-
ний температуры в точках, относящихся ко вновь
нанесенному и спеченному слоям [140]. Более ак-
куратным подходом является задание распреде-
ления температуры по объему материала вблизи
зоны нагрева, которое определяется обычно на
основе известных аналитических решений для за-
дач о действии источника тепла некоторой фор-
мы на поверхности полупространства [141, 142].

При постановке краевой задачи, как правило,
формулируется краевое условие второго рода, за-
дающее распределение потока тепла по границе
области. Простейшие модели, первоначально
разработанные для описания сварочных техноло-
гий, используют точечный источник [108–110];
решение [111] получило, видимо, наиболее широ-
кое практическое применение. Очевидно, модель
точечного источника является “нулевым” при-
ближением и может оказаться вполне адекватной
при рассмотрении задачи на глобальном уровне;
на переходном, а тем более на локальном уровне
требуется более точное задание потока тепла на
границе.

Различные приближенные модели теплового
потока, создаваемого лазерным лучом, перечис-
лены в работе [143]. Авторами предложено под-
разделение моделей на две группы.

4.2.1. Геометрические модели источника тепла.
Решения первой группы последовательно уточ-
няют форму изоповерхностей распределения
освещенности. Первым приближением считается
гауссово распределение освещенности по гра-
ничной поверхности, в декартовых координатах
имеющее вид [144]

(7)

где rl − радиус луча лазера, v − скорость движения
пятна луча по поверхности слоя порошкового по-
луфабриката,  − коэффициент поглощения, P −
мощность лазера. В теории сварки аналитическое
решение о поле температуры при действии по-
движного источника с гауссовым распределени-

ем интенсивности получено в работе [112].
Гауссово распределение, задаваемое простейшей
формулой (7), соответствует известным аналити-
ческим решениям [84, 145–147] и широко ис-
пользуется при моделировании процессов лазер-
ной обработки материалов [59, 117, 132, 133,
148–151].

Задание краевого условия с интенсивностью,
определяемой соотношением (7), не позволяет
учесть проницаемость слоя порошка пучком све-
та [152]. Вообще говоря, при освещении порошка
происходит многократное переотражение света
от поверхностей частиц порошкового полуфаб-
риката. Таким образом, при решении задачи уже
на переходном уровне задание пространственно-
го источника представляется более соответствую-
щим физическому процессу нагрева подложки
[136, 153, 154], играющего ведущую роль по срав-
нению с нагревом порошка, а на локальном уров-
не толщина порошкового слоя сравнима с харак-
терным размером области определения задачи.
Видоизмененная форма распределения (7), учи-
тывающая потери тепла на поглощение порош-
ком, введена в работе [155] для описания DMD
процессов:

(8)

где за  принимается доля энергии, поглощае-
мая в процессе впрыскивания порошка из сопла;

 − доля энергии, поглощаемая нанесенным сло-
ем; d − коэффициент интенсивности.

Методы первой группы [143] определяют трех-
мерное распределение интенсивности облуче-
ния. В качестве простейшего приближения объ-
емного источника тепла рассматривается цилин-
дрический источник [156], т.е. распределение
интенсивности в цилиндрической области, ось
которой нормальна к поверхности полупростран-
ства (см. [143]):

Здесь x1 − продольная координата, соответ-
ствующая направлению движения пятна лазерно-
го луча; x2 − поперечная координата;  − глу-
бина проникновения лазерного луча (Optical Pen-
etration Depth), т.е. геометрический путь пучка
света, при пробеге которого падение интенсивно-
сти составляет 1/e ≈ 36.8% от интенсивности на
поверхности порошкового слоя; S − площадь се-
чения пучка;  − поправочный коэффициент
для соответствующего значения  [143, 156].
Недостатком модели является необходимость на-
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значения эмпирического коэффициента 
так, в работе [143] он принимается равным еди-
нице из-за нехватки экспериментальных данных.

Следующей по сложности является модель ко-
нического источника, использовавшаяся в зада-
чах о сварочных процессах [157, 158] и о селектив-
ном лазерном сплавлении [159]:

где re, ri − радиусы сечений конуса внешней по-
верхностью порошкового слоя и поверхностью
подложки. Простейшим приближением про-
странственного гауссова распределения является
полусферический источник, предложенный в ра-
боте [160]. Распределение интенсивности облуче-
ния в полусферической области радиусом ri зада-
ется следующей функцией:

где интенсивность q0 определяется законом со-
хранения энергии

(9)

Модель полусферического источника исполь-
зуется на практике [161], однако не обеспечивает
аккуратного описания изотермы ликвидуса. Экс-
периментальные данные свидетельствуют о су-
щественном отклонении формы ванны расплава
от полусферической формы; следующим эмпи-
рическим уточнением модели является эллипсо-
идальный источник [160]

(10)

Здесь a1, a2 − полуоси эллипсоида в граничной
плоскости, а3 − полуось, соответствующая нор-
мальной координате х3. Схожая формула приме-
няется в работе [84]:
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где fS − масштабный коэффициент процесса.
Наблюдаемая форма ванны расплава суще-

ственно ближе к эллипсоиду, однако вследствие
эффекта поглощения латентного тепла на фронте
расплавления и выделения на фронте кристалли-
зации она несимметрична относительно плоско-
сти Ox2х3 [162]. В работе [160] данная особенность
учитывается также эмпирически введением де-
формированного в продольном направлении эл-
липсоида [160]:

(11)

где a1(F), a1(R) − полуоси эллипсоида в продольном
направлении в передней и задней полусферах, со-
ответствующих плавлению и кристаллизации;
fF + fR = 2, исходя из условия (9) в виде

Распределение в форме деформированного
эллипсоида [160] является одним из наиболее
распространенных при исследовании SLM-про-
цессов на локальном уровне [66, 85, 94, 95, 163, 164].

4.2.2. Модели поглощения света слоем порош-
кового полуфабриката. Перечисленные выше мо-
дели являются эмпирическими. Более строгий
подход основан на анализе поглощения света по-
рошковым слоем, который, вообще говоря, не-
равномерен по толщине. В данном классе моде-
лей распределение интенсивности по внешней
поверхности слоя порошка, как правило, гауссо-
во (7) (возможны и другие варианты, например,
эллиптическое (10) или двойное эллиптическое (11)
распределения при х3 = 0). Распределение интен-
сивности облучения по толщине слоя порошка
определяется функцией поглощения 

(12)

В работах [165, 152] проведена аналогия между
порошком и сплошной прозрачной средой с не-
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которым коэффициентом поглощения  завися-
щим от координаты х3. Построено решение урав-
нения лучистого переноса относительно угловой
интенсивности облучения  в форме [166]

где  − вероятностная функция фазы
рассеяния,  − компоненты вектора направле-
ния потока энергии, заданного величиной

 − альбедо рассеивающей фазы.
Решение [152] приводит к следующему закону за-
тухания интенсивности в глубине слоя порошка:

(13)

где  − коэффициент экстинкции,  − средний
радиус частицы порошкового полуфабриката, q −
безразмерная плотность результирующего потока
лучистой энергии:

HP − толщина порошкового слоя,  = 0.7 − полу-
сферическая отражающая способность,

Решение [152] получено в достаточно строгой
постановке задачи; к его недостаткам можно от-
нести значительную для практического примене-
ния сложность. Тем не менее модель [152] ис-
пользована в работах [167] и [168]. Авторы статьи
[168] указывают на лучшее описание моделью (11)
формы ванны расплава по сравнению с (13); пре-
имущество связано с применением “двойного”
эллипсоида в (11) и центрально-симметричного
гауссова распределения (12) совместно с моде-
лью [152].

В работе [169] предложен полуэмпирический
подход, основанный на линейном приближении
функции затухания:
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где  − некоторый характерный размер. Данная
модель проста в использовании, однако ее недо-
статком, как и у большинства эмпирических мо-
делей, является выбор константы  Выбор авто-
рами [143] величины  приводит к полному
затуханию интенсивности при достижении под-
ложки.

Аналогичная модель, основанная на экспо-
ненциальном законе Бугера для оптически одно-
родных сред, предложена в [153]:

Модификация закона Бугера с поверхностным
распределением Гаусса при описании импульс-
ного воздействия лазерного излучения на слой
порошкового полуфабриката предложена в рабо-
тах [170–174] и [175]. Импульсное воздействие за-
дается пространственно-временным распределе-
нием интенсивности [170]

где  − функция Хевисайда, P − мощность излу-
чения лазера, Sh − функция распределения плот-
ности потока в луче лазера (7),  − интервал меж-
ду импульсами,  − длительность импульса.

Альтернативный подход, не использующий
аналогию с прозрачным континуумом и учитыва-
ющий стохастическую структуру системы частиц,
образующей порошковый слой, предложена в ра-
боте [176]. Коэффициент поглощения f(х3) опре-
деляется методом Монте-Карло для случайного
распределения частиц порошка. Предложенное в
работе [177] развитие подхода [165] на гетероген-
ные среды, основанное на уравнении переноса
излучения, вводит в рассмотрение парциальные
интенсивности излучений, осредненные в каж-
дой фазе среды. Полученное векторное уравне-
ние переноса излучения связывает парциальные
интенсивности и описывает межфазный обмен
излучением. Модель применима при спекании
металлических и полупрозрачных керамических
порошков; в предельном случае одной непро-
зрачной фазы модель сводится к скалярному
уравнению и не противоречит ни методу Монте-
Карло, ни данным экспериментов.

Необходимость учета распределения размеров
частиц порошка и геометрии их упаковки при
расчете интенсивности облучения указана также
в работе [178]. Авторы указывают на ограничен-
ность применения модели [165] в случае тонких
порошковых слоев с плотной укладкой частиц.
Действительно, время усреднения энергии, по-
глощаемой сферой радиусом R, составляет  =

δ

.δ
PHδ =

( ) 3
3 exp .

P P

xf x
H H

⎛ ⎞β= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

( )[

( )] ( ) ( )[ ]
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= R2/D, где D − температуропроводность метал-
ла, тогда как время плавления частицы −  =
= RHm/α0I. Здесь в свою очередь Hm − удельная
энтальпия плавления, α0 − коэффициент погло-
щения плоской поверхности материала. Так как
типичные для SLM стального сплава параметры
имеют следующие значения: D ~ 0.04 см2/с, Hm ~
~ 8 кДж/см3, α0 ~ 0.3, то при среднем радиусе ча-
стицы R = 10 мкм и I = 10 мВт/см2 время усредне-
ния энергии приблизительно на порядок превос-
ходит время плавления:  ~ 25 мкс,  ~ 2.5 мкс
[178]. В результате неоднородность тепловых по-
лей в частицах приводит к их неполному расплав-
лению, следствием которого является пористая
структура материала. Как указывают авторы ра-
боты [179], расплав при этом распространяется за
счет капиллярных сил при смачивании нерас-
плавленных частиц. Неоднородность частиц при
среднем радиусе ~100 мкм приводит к колебани-
ям размеров ванны расплава и искривлению до-
рожки проплавления порошка [119, 180, 181]. Ти-
пичный радиус частиц порошков, применяемых
на практике, при этом составляет около 18–20 мкм
[182]. Так как типичный радиус частицы порошка
~10 мкм значительно превышает длину волны ла-
зерного излучения, имеется возможность приме-
нения метода траекторий лучей [178, с. 2478], пер-
воначально примененного к задаче о лазерном
нагреве порошкового металла без учета зависи-
мости поглощения от направления и поляриза-
ции луча [183]. С использованием алгоритма упа-
ковки частиц [184] были получены численные
решения и показано, что существенная неодно-
родность поглощения энергии лазерного луча по-
рошковым слоем связана как с неоднородностью
поглощения собственно частицей, так и с неод-
нородностью упаковки частиц. Авторы обзора [81]
указывают на необходимость максимально точ-
ного приближения модели поглощения энергии
лазерного луча при моделировании аддитивных
процессов, по крайней мере, на локальном уров-
не, для определения формы и размеров ванны
расплава [185].

Уточнение модели теплообмена между части-
цами сферической формы, взаимодействующими
через круговое пятно контакта и зазор, заполнен-
ный газом, предложено в работе [186]. Модель не
содержит эмпирических параметров и вводит в
рассмотрение безразмерные величины, от кото-
рых зависит эффективная теплопроводность упа-
кованного слоя частиц:

• объемную долю твердой фазы fS,
• среднее координационное число упаковки N,
• относительный радиус пятна контакта 
Кроме того, эффективная теплопроводность

определяется коэффициентом теплопроводно-
сти kS материала частиц, а также теплопроводно-

mτ

cτ mτ

.a

стью, числом Кнудсена Кn и показателем адиаба-
ты  газовой среды.

Эффективная теплопроводность случайной
структуры частиц характерного диаметра D опре-
деляется соотношением [186]

тепловое сопротивление контакта между двумя
частицами с температурами в центрах T1, T2 равно

где q(r) − плотность теплового потока через об-
ласть контакта SC,  − безразмерная температура:

При пренебрежимо малой теплопроводности
газа сопротивление определяется теплопровод-
ностью твердой фазы и радиусом пятна контакта а
соотношением  и здесь

В предельном случае точечного контакта меж-
ду частицами эффективный коэффициент тепло-
проводности определяется следующим соотно-
шением:

Модель [186] обеспечивает хорошее соответ-
ствие экспериментальным данным [187] и может
представлять практический интерес при оценке
теплообмена между частицами спеченной фазы.

В работе [81] сделан вывод, что модели [152,
165], основанные на гипотезе об однородности
эквивалентной порошковому слою среды, как и
модели, основанные на построении траекторий
лучей [188–191], и метод [137, 192, 193] на основе
закона Ламберта–Бира затухания интенсивности
по толщине слоя порошка (пренебрегающий от-
ражением от поверхностей частиц), как правило,
недостаточно точны и не могут описать неполное
расплавление в силу неоднородности поля темпе-
ратуры. Задание источника тепла в краевом усло-
вии является достаточно грубым приближением;
задание объемного источника в правой части (5)

'γ
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ближе к реальности [119, 181, 173, 175]. Тем не ме-
нее модель [165] применима при невысокой ин-
тенсивности облучения и высоких коэффициен-
тах теплопроводности материала порошка [178],
при которых время усреднения энергии, погло-
щаемой частицей, и время плавления сравнимы,
т.е. структура расплава становится однородной.

Помимо указанных выше эффектов, при
оценке поглощаемого тепла может оказаться не-
обходимым учет неравномерности распределе-
ния поглощения в силу неплоскостности поверх-
ности [194], приводящей к пространственной не-
однородности фазового перехода при плавлении
и нестационарности динамики жидкости в ванне
расплава. Более того, наблюдается и перераспре-
деление частиц порошка в окрестности ванны
расплава в силу эффекта денудации (от англ. “de-
nudation”) – уноса частиц твердой фазы взблизи
дорожки плавления металла, не учитываемого
традиционными моделями двухфазной системы
“твердая фаза–расплав”. Данное явление порож-
дается в первую очередь потоком газа, возникаю-
щим при испарении металла с поверхности рас-
плава за счет эффекта Бернулли [60]. Давление
паров оценивается соотношением

где  – давление окружающего газа,  – текущая
температура,  – температура кипения,  – теп-
лота парообразования [195]. Частицы порошка,
уносимые потоком, осаждаются в некоторой
окрестности ванны расплава, что приводит к ло-
кальному изменению толщины слоя полуфабри-
ката – уменьшению вблизи границы расплава и
неравномерному увеличению на некотором уда-
лении [60]. Кроме того, при плавлении происхо-
дит “втягивание” в ванну расплава частиц, нахо-
дящихся в непосредственной близости от поверх-
ности слоя порошка и фронта фазового перехода,
за счет сил поверхностного натяжения [196]. При
этом полного расплавления данных частиц, как
правило, не наблюдается, следствием чего явля-
ется увеличение неравномерности структуры. Де-
нудация приводит, кроме того, и к увеличению
шероховатости поверхности (за счет осаждения
частиц), и к образованию пористой структуры с
удлиненной формой пор [197]. Толщина сплав-
ленного слоя вдоль траектории движения лазер-
ного луча также оказывается ниже расчетной.

Как показано в работе [60], испарение с по-
верхности ванны расплава зависит от давления
окружающей среды. При высоком давлении по-
ток, направленный по нормали к поверхности
расплава, является достаточно узким, при этом
основным механизмом денудации является унос
частиц за счет эффекта Бернулли. При низком
давлении окружающего газа восходящий поток
образует более широкий факел, вследствие чего

( )1 1
0( ) exp ,BP T P T T− −⎡ ⎤= χ −⎣ ⎦

0P T
BT X

реализуется перенос частиц преимущественно по
касательной к поверхности с образованием поло-
гого “бруствера” вокруг дорожки плавления.
В последнем случае эффект денудации более вы-
ражен [60]. Точкой минимума денудации являет-
ся давление газа, при котором происходит пере-
ключение механизма уноса [198].

Так как детальное моделирование процесса
поглощения энергии конгломератом частиц по-
луфабриката при рассмотрении задачи на гло-
бальном уровне приводит к выраженной много-
масштабности и резкому росту минимально не-
обходимых вычислительных ресурсов, оценка
границ применимости аналитических моделей
поглощения и погрешностей, вносимых ими в
конечный результат (т.е. вычисленное остаточное
напряженно-деформированное состояние ко-
нечного изделия), требует дальнейшего детально-
го исследования. Практическая важность анали-
тических результатов [152, 160, 165] и др. пред-
ставляется как минимум несколько заниженной
авторами работы [81].

4.3. Постановка задачи теплопереноса 
на переходном уровне

На переходном уровне гидродинамика распла-
ва и процессы фазовых превращений, как прави-
ло, не рассматриваются. Такое приближение поз-
воляет существенно сократить размерность задачи,
ограниченной только уравнением (14), численное
решение которого достаточно быстро сходится
даже при наличии областей с высоким градиен-
том [52]. Состояние наращиваемого тела считает-
ся зависящим в первую очередь от нестационар-
ного поля температуры; области фазовых превра-
щений задаются соответствующими изотермами.
Состояние среды в ванне расплава и ее окрестно-
сти при моделировании на переходном уровне
определяется следующими гипотезами [52]:

• подложка нагревается за счет поглощения
энергии лазерного луча, частично поглощенной
также порошковым слоем;

• при передаче тепла в окрестности пятна ла-
зерного луча основным его механизмом является
теплопроводность;

• область расплава образуется, как только тем-
пература подложки достигает точки плавления;

• в окрестности поверхности расплава образу-
ется область с высоким градиентом температуры,
порождающим термокапиллярную конвекцию
(эффект Бенара–Марангони);

• в силу перемещения ванны расплава вместе с
пятном лазерного луча одновременно в близких
точках тела (и притом непрерывно во времени)
происходит плавление и кристаллизация с соот-
ветствующим изменением латентного тепла фазы;
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• в области твердого тела, лежащей внутри со-
ответствующих изотерм, реализуются фазовые
переходы второго рода;

• потеря тепла в окружающую среду осуществ-
ляется посредством механизмов конвекции и из-
лучения;

• свойства материала существенно зависят от
температуры.

Закон сохранения энергии формулируется в
виде уравнения теплопроводности [124, 125]

(14)

Здесь  − коэффициент температуропровод-
ности, SH − источник энергии в форме [124, 125]:

(15)

где  − латентное тепло фазового превращения
первого рода.

Поток тепла практически во всех работах зада-
ется законом Фурье

где  − коэффициент теплопроводности. Крае-
вые условия задачи теплопереноса задаются сле-
дующим образом [59, 66, 124, 125, 130, 132, 143,
144, 150, 154, 167, 176, 199–201]:

(16)

Здесь  − потери тепла за счет конвекции,
 − потери тепла за счет излучения с поверхно-

сти расплава,  − поверхность раздела “жид-
кость–газ”, Q − источник тепла в форме (7), (8) и
т.д., если приток тепла в результате облучения ла-
зером задается на поверхности раздела;  −
коэффициенты теплопередачи,  − константа
Больцмана,  − коэффициент черноты,  −
температура окружающей газовой среды. Поток
тепла за счет излучения может быть приведен к
квазилинейной форме [68], предпочтительной
при численном решении задачи:

В работах [156, 202] потери тепла на излучение
с поверхности ванны расплава считаются прене-
брежимо малыми, т.е.  При задании ис-
точника в форме (15) воздействие лазерного луча
задается краевым условием второго рода (16) с не-
нулевым членом Q.
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На границе нанесенного слоя и подложки ста-
вится условие [27]

Здесь индекс S соответствует твердой фазе, ин-
декс M − расплаву. Для неэвтектических сплавов:

VS − скорость движения фронта кристаллизации.
В работе [168] на границе ГD раздела подложки и
наносимого слоя поставлено краевое условие
первого рода

На боковой границе выделенной области кра-
евые условия, как правило, соответствуют адиа-
батической стенке [94, 168]:

Начальные условия имеют вид Т(x1, x2, x3,0) = Т0
[168], в качестве температуры начального состоя-
ния обычно принимается температура окружаю-
щей среды Т0 = ТAmd.

Слабая формулировка модели теплопереноса,
положенная в основу конечно-элементной дис-
кретизации задачи, представлена, например, в
работах [138, 139] или [68]:

Здесь DMech − механическая диссипация, кото-
рой при моделировании SLS/SLM-процессов,
как правило, пренебрегают [68].

Модели переходного уровня, как правило, до-
пускают принятие различных упрощающих гипо-
тез. Так, например, авторы [68] указывают, что
эффект выделения латентного тепла фазового пе-
рехода пренебрежимо мал по сравнению с коли-
чеством тепла, подводимым в систему лазерным
облучением; на переходном уровне размер зоны
интенсивного нагрева мал по сравнению с харак-
терным размером пространственной области
определения задачи, а скорость протекания фазо-
вых превращений много выше скорости термо-
диффузии. Аналогичные выводы сделаны в [94,
203–205], тогда как на локальном уровне выделе-
ние и поглощение латентного тепла существенно
влияет на форму и размеры ванны расплава [206].
Пренебрежение латентным теплом приводит к
завышенной оценке ширины ванны и отношения
ширины ванны расплава к ее длине.
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5. АНАЛИТИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 
О ТЕПЛОВОМ СОСТОЯНИИ ТВЕРДЫХ ТЕЛ 

ПРИ ЛОКАЛЬНОМ ИСТОЧНИКЕ ТЕПЛА

Аналитические решения задачи теплоперено-
са при высокоинтенсивном локальном нагреве
полуплоскости или полупространства, первона-
чально полученные для описания процессов ду-
говой сварки [108–110], основаны на упрощаю-
щих гипотезах: не рассматривается приток массы,
не учитываются испарение металла с поверхно-
сти ванны расплава, конвекция в ванне расплава,
теплообмен с газовой средой, потери тепла за счет
излучения с поверхности расплава и т.д. Прене-
брежение данными явлениями на локальном
уровне может привести к недопустимым погреш-
ностям, однако на переходном уровне аналитиче-
ские решения могут оказаться применимы к опи-
санию процессов селективного лазерного сплавле-
ния в силу малости потерь тепла по сравнению
с притоком (по крайней мере, в первом приближе-
нии). Более сильным ограничением представляет-
ся пренебрежение зависимостью свойств материа-
ла от температуры. Тем не менее аналитические
решения оказываются полезны:

• при качественном анализе процессов, реали-
зующихся при лазерном сплавлении;

• при проектировании технологических про-
цессов, так как решение может быть представле-
но в безразмерной форме [113, 114];

• при построении алгоритмов управления в ре-
альном времени процессами селективного спека-
ния и сплавления [113, 114];

• при локальном уточнении численных реше-
ний глобального уровня, полученных на доста-
точно грубых сетках [207–209].

Наиболее широкое распространение при прак-
тических расчетах тепловых полей, возникающих
в металлических материалах при сварке или иных
процессах, основанных на высокоинтенсивном
нагреве источником, близким к точечному, полу-
чило решение [111]. Рассматривается точечный
нагрев полубесконечной пластины поверхност-
ным источником тепла, движущимся вдоль оси
Ox1 с постоянной скоростью v:

(17)

где q − мощность точечного источника тепла, R −
расстояние до источника тепла,  − коэффици-
ент температуропроводности,  − коэффициент
теплопроводности. В безразмерной форме реше-
ние (17) имеет вид [210]
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2 2 2
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exp , ,
2 2

,

q w RT T w x t
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R x x x

+= + − = −
πκ

= + +

v v

û

û

κ

(18)

где  i = 1, 2, 3 − безразмерные координаты:

 TC − критическая температура. Без-

размерная формулировка (18) решения (17) при-
менена, в частности, в работах [113, 114] для по-
строения алгоритма управления технологиче-
ским процессом. В работах [211, 212] на базе (17)
получены в замкнутой безразмерной форме вы-
ражения для градиента температуры, играющего
ключевую роль при формировании микрострук-
туры материала в процессе охлаждения [27, 28, 30,
213].

В [211] получено решение задачи о нагреве
пластины   
точечным источником тепла, движущимся с по-
стоянной скоростью v. Геометрические размеры
считаются достаточно большими по сравнению с
характерным размером области нагрева для пре-
небрежения влиянием границы  а размеры
ванны расплава – по сравнению с радиусом луча
rl, что уменьшает погрешность модели точечного
источника [214, 215]. Границы области  − адиа-
батические, влияние конвекции в ванне распла-
ва, излучения тепла с ее поверхности, испарение
металла с поверхности расплава предполагаются
пренебрежимо малыми [216, 217], константы сре-
ды не зависят от температуры. Приток массы при
нанесении слоя полуфабриката также не учиты-
вается. Распределение безразмерной температу-
ры определяется соотношением

(19)

где безразмерные параметры соответствуют [225]

Здесь K0 − модифицированная функция Бес-
селя II рода. Безразмерная скорость охлаждения
имеет вид

(20)

Компоненты безразмерного градиента темпе-
ратуры  в декартовых координатах имеют вид
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(21)

размерные скорость охлаждения и модуль гради-
ента температуры связаны с безразмерными как

В работе [212] получено аналогичное решение
для трехмерного тела:

(22)

где безразмерная температура введена следую-
щим образом:

Компоненты градиента температуры опреде-
ляются соотношениями

(23)

размерные скорость охлаждения и модуль гради-
ента температуры связаны с безразмерными сле-
дующим образом:

безразмерные неподвижная и подвижная коор-
динатные системы связаны соотношением

Решения (19)−(23), полученные на базе про-
стейшей модели подвижного точечного источни-
ка [111], коррелируют с численными решениями в
нелинейной постановке задачи [211, 212], обеспе-
чивают первичную оценку интенсивности тепло-
вых потоков в наращиваемом теле при нагре-
ве−охлаждении и, следовательно, предоставляют
возможность анализа получаемой микрострукту-
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ры материала, по крайней мере, в первом прибли-
жении.

Решение [111], полученное для полубесконеч-
ной области, не описывает увеличения ванны
расплава при приближении точечного источника
к границе наращиваемого тела, наблюдаемого
экспериментально [218]. Учет влияния границы
области на распределение температуры получен в
работе [219] методом суперпозиции двух движу-
щихся со скоростью v в противоположных на-
правлениях точечных источников, для которых
существует решение (17)

где  − безразмерное расстояние от источника до
оси симметрии, определяющей положение края
пластины [219]. Приближение одиночного источ-
ника к свободному краю соответствует встречно-
му сближению двух источников в направлении
линии симметрии:

Компоненты градиента безразмерной темпе-
ратуры в этом случае определяются как

Удалению источника от свободного края пла-
стины соответствует равномерное удаление двух
источников от линии симметрии:
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При вычислении поля температуры в области 
сложной геометрии, соответствующей реальному
изделию, аналитическое решение [111] применя-
ется в рамках суперпозиции решений для систе-
мы конечного числа точечных источников в
случае отсутствия влияния границ области  с
корректирующим численным решением, обеспе-
чивающим учет краевых условий на  при про-
извольной, в том числе переменной скорости и
сложной траектории пробега лазерного луча [220].

Дальнейшее уточнение решения [111] перво-
начально строилось на учете различных форм ис-
точника тепла [216, 221–224]. В работе [112] введе-
но распределение тепла  в области дей-
ствия источника, движущегося с постоянной
скоростью v, для приближенной оценки формы
ванны расплава. Свойства материала предполага-
ются не зависящими от температуры, что в случае
сварки мало влияет на решение [225], потери теп-
ла за счет излучения − пренебрежимо малыми
[216], как и влияние конвекции [217]. Решение
безразмерного уравнения

получено в квазистационарной постановке зада-
чи для полубесконечной пластины и интенсивно-
сти источника (7) и имеет следующий общий вид,
аналогичный решению [221] для фиксированного
источника при t = t − t ':

(24)

в безразмерных переменных, аналогичных [34]:

Решение (24) обеспечивает хорошую корреля-
цию с экспериментальными данными, несмотря
на достаточно сильные упрощения постановки
задачи.

Для более общего случая распределения ин-
тенсивности облучения в работе [112] получена
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функция Грина [226], соответствующая правой
части  и краевым условиям

которая в декартовой системе координат имеет
следующий вид [59]:

Решение при произвольном поверхностном
распределении потока тепла запишется как

(25)

и может быть построено численным интегриро-
ванием.

Решения класса [108–112] не учитывают струк-
туру потока в ванне расплава и латентного тепла
фазового перехода, что приводит к погрешностям
при оценке формы и размеров ванны [59, 65–67,
227–231]. Возможность аналитического описа-
ния указанных эффектов при действии на пла-
стину толщиной d источника тепла показана в ра-
боте [162].

В основу решения положена функция влияния
 задаваемая соотношением (17) и являю-

щаяся решением задачи для точечного источни-
ка, движущегося с постоянной скоростью v вдоль
оси Ox1, где  = 1, 2, 3 − координаты источни-
ка. При известном распределении плотности по-
тока  решение определяется интегральным
соотношением, аналогичным (25):

Аппроксимация частичной суммой ряда Ма-
клорена в окрестности точки расположения ис-
точника вплоть до второй степени приводит к
следующей форме записи функции 

(26)

и, следовательно, к представлению решения для
температуры в виде
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(27)

Мультиполи, соответствующие разложению (27),
имеют вид

Слагаемое QG(0) − монополь и соответствует
одиночному движущемуся точечному источнику
тепла. В случае пластины  Огра-
ничение разложения (27) множеством монопо-
лей, лежащих на оси Oz, приводит к решению [111]
для точечного источника мощностью 2q:

Латентное тепло фазового перехода описыва-
ется интегральным соотношением [162]

где  − массовая плотность латентного тепла
фазового перехода. Поглощение латентного теп-
ла на фронте плавления и выделение на фронте
кристаллизации при движении источника тепла
описывается множеством диполей мощности 2q с
плечом  на оси  

(28)

(29)

Применение мультипольного разложения (26)
позволяет также приближенно описать эффект
Марангони в ванне расплава. Известно, что цир-
куляция расплава направлена от центра ванны к
ее краям вблизи поверхности расплава в силу
большей температуры в центральных областях
[229]; лоренцевы силы создают циркуляцию в об-
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куляция моделируется квадруполями; в плоско-
сти 

Полное выражение для приращения темпера-
туры, порождаемого циркуляцией в ванне рас-
плава, имеет следующий вид:

(30)

(31)

Таким образом, поле температуры, порождае-
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вающее эффекты выделения и поглощения ла-
тентного тепла плавления и эффект Бенара–
Марангони, с учетом (28)–(31) определяется
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не зависящими от температуры, поле температу-
ры квазистационарно, конвекция в ванне распла-
ва отсутствует, температура внешней среды по-
стоянна и равна Т0. Задача в области 
описывается уравнением

(32)

Здесь Н(Т) = с(Т – Т0) + ΔН(Т) − энтальпия,
ΔН(Т) = fLΔН − латентное тепло в двухфазном со-
стоянии, где доля жидкой фазы равна 
ΔН − полное латентное тепло плавления/кри-
сталлизации, α − коэффициент теплопередачи в
окружающую газовую среду. Уравнение (32) пре-
образуется к виду

(33)

где правая часть описывает влияние фазового
превращения. Решение задачи (33) строится ме-
тодом последовательных приближений. Темпера-
тура на i-й итерации может быть записана в виде
свертки

(34)

где  − область нагрева внешним источником,
 − область двухфазного состояния 

Функция Грина  имеет смысл рас-
пределения температуры при действии единич-
ного источника в точке с координатами  и
определяется следующим образом:

Решение (34) описывает эффект уменьшения
ширины ванны расплава от выделения и погло-
щения латентного тепла фазового перехода, а
также влияние зависимости доли жидкой фазы от
температуры на ширину двухфазной области в
окрестности границы ванны расплава. Кроме то-
го, в работе [206] показано, что линеаризация за-
висимости ΔН(Т) может привести к существен-
ной погрешности в оценке размеров ванны рас-
плава и двухфазной области.

Построение аналитических решений задач
теплопроводности в замкнутом виде для двухфаз-
ных сред сопряжено со значительными трудно-
стями. В работе [170] теплопроводность в окрест-
ности ванны расплава, образующейся в порошке
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при нагреве лучом лазера, описывается уравнени-
ем на основе модели двухфазной зоны [233, 234]

(35)

Здесь  − эффективная теплоемкость,  −
адиабатическая температура,  − коэффициент
температуропроводности сплошной среды,  −
объемная доля пор,  − доля пор в плоском сече-
нии порошкового слоя [235]. Модель дополняет-
ся уравнениями линий ликвидус  в слу-
чае линейной фазовой диаграммы 
где TA − температура кристаллизации основного
компонента – значение тангенса угла наклона
линии ликвидус [236].

Уравнение баланса массы в приближении ма-
лой зональной ликвации имеет вид

Здесь С − концентрация компонента, являю-
щегося примесью. Коэффициент распределения

определяется по кинетической фазовой диаграм-
ме при учете зависимости от степени отклонения
термодинамического равновесия, наблюдаемой
при больших скоростях движения фронта кри-
сталлизации [237] и имеющей смысл отношения
концентраций твердой фазы Cs и жидкой фазы CL
на границе раздела. Эффективная теплоемкость
двухфазной среды определяется соотношением

(36)

Решение уравнения (35), вообще говоря, тре-
бует численной процедуры. Результаты, получен-
ные в работе [221] на базе уравнения (35) и (36),
коррелируют с аналитическими решениями [221].

Высокая скорость изменения интенсивности
источника тепла, особенно при импульсном ла-
зерном нагреве, может привести к росту погреш-
ности моделей теплопроводности, базирующихся
на классическом законе Фурье, и потребовать
введения времени релаксации  [238–241]:

связанному со скоростью распространения тепла vt

соотношением  [242]. Учет релаксации
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Явное введение времени запаздывания как ин-
тервала установления термодинамического рав-
новесия в закон Фурье [282]

приводит к параболическому уравнению тепло-
проводности в виде [31]

(37)

Эффект конечности скорости распростране-
ния тепла также является следствием зависимо-
сти коэффициента теплопроводности среды от
температуры в рамках закона Фурье [243]:

(38)
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ние уравнения (38) при тензорном коэффициенте
теплопроводности  зависимость главных ком-
понентов которого от температуры описывается
степенным законом  где  для то-
чечного краевого источника 
Решение основано на введении автомодельных
переменных   Для слу-
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решение имеет вид

где αij задают линейное преобразование поворота
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В работе [33] модель [32] дополнена учетом

равномерного поглощения тепла:
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Аналитическое решение уравнения (39) для
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В работе [38] построено аналитическое реше-
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тодом интегральных преобразований Фурье–Ла-
пласа, представляет собой граничную переход-
ную функцию:

Аналитические решения, полученные для по-
луограниченной области [34, 38] для произволь-
ного тензора теплопроводности среды [38], при-
нимая во внимание зависимость теплопроводно-
сти от температуры [32] и учитывая поглощение
тепла [245], могут быть использованы для каче-
ственного анализа различных процессов, сопро-
вождающихся интенсивным локализованным
тепловым воздействием на твердое тело, в том
числе и для моделирования селективного лазер-
ного сплавления при постановке задачи тепло-
проводности на переходном уровне.

6. МОДЕЛИРОВАНИЕ 
НА ГЛОБАЛЬНОМ УРОВНЕ

Следует отметить, что указанные методы ре-
шения задачи об остаточном напряженно-дефор-
мированном состоянии, как правило, не выходят
за рамки классических представлений теории
термовязкоупругости. Такой подход позволяет
получить ряд решений частных задач (см., напри-
мер, [246]), однако не описывает в общем случае
причины развития остаточных деформаций и на-
пряжений в телах, полученных дискретным (т.е.
при конечных, по крайней мере по сравнению с
размерами детали, размерах наносимого слоя,
нити или капли) и континуальным наращивани-
ем (т.е. в классе задач со стремящейся к нулю, по
сравнению с характерным размером тела, размер-
ностью наносимого элемента). Качественно иная
модель наращиваемых тел предложена в работе
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[247] и впоследствии развита в цикле работ [90–
92, 248–255] для малых и конечных деформаций
тела. Основным положением данной теории яв-
ляется представление о растущем теле как об объ-
екте, не имеющем в общем случае никакой сов-
местной (т.е. без образования разрывов полей ки-
нематических переменных) формы, свободной от
напряжений. С математической точки зрения по-
стулируется отсутствие натуральной конфигура-
ции тела в евклидовом пространстве [91, 254].
Данный подход, как было показано в ряде при-
кладных работ [93, 256–261], позволяет получить
поле остаточных напряжений в конструкции, по-
лучаемой методом стереолитографии при дей-
ствии в процессе формования внешних полей сил
и тепловых полей. Частные решения различных
задач на базе указанной концепции найдены в
[248, 262–268].

6.1. Модель наращиваемых термоупругих 
и термовязкоупругих тел 

при конечных деформациях

В соответствии с общим подходом [91] матери-
альное тело рассматривается как некоторое
подмножество B, образ которого в физическом
пространстве есть ограниченная область, а отоб-
ражения в евклидово пространство E являются
конфигурациями тела Ψ [91]

Так как растущее тело образуется притоком
массы и имеет переменный состав, то и множе-
ство B имеет переменный состав:

Здесь в соответствии с определениями, данны-
ми в работе [91], Be − тотальное тело (т.е. полу-
ченное в результате завершенного технологиче-
ского процесса наращивания), Be − начальное
тело (минимальное состояние, практически со-
ответствующее нанесению первого технологиче-
ского слоя), при этом промежуточные состояния
подчиняются следующему условию (согласно [91],
“обобщенный дискретный рост”):

Так как растущее тело и с геометрической точ-
ки зрения, и с точки зрения технологической яв-
ляется расслоением тотального тела Be, то

где Mγ − непересекающиеся слои, объединение
которых формирует тело. При создании тонко-
стенного элемента в качестве слоя может рас-
сматриваться нить соответствующей формы и т.д.
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Если существует временнóй параметр процес-
са  (практически подобный параметр всегда су-
ществует при задании каждого реального техно-
логического процесса), то  и может быть
определен момент присоединения слоя с номе-
ром  [91], а также время существования каждого
присоединенного слоя (в отвержденном состо-
янии).

Уравнения статического равновесия тела за-
писываются в его актуальной (текущей) конфигу-
рации (Ψα)(B) с границей Ωα = ∂[(Ψα)(B)], соот-
ветствующей моменту  наращивания (присоеди-
нение  слоев):

где  − оператор “набла” в актуальной конфигу-
рации,  − тензор истинных напряжений Коши,

 − поле главного вектора объемных сил (также
в актуальной конфигурации). Уравнениям равно-
весия соответствуют краевые условия, опреде-
ленные на границе  актуальной конфигурации:

где  − вектор единичной нормали к поверхно-
сти тела,  − поле главного вектора поверхност-
ных сил. Оба вектора определены в актуальной
конфигурации растущего тела.

Тензор истинных напряжений Коши связан с
мерой локальной деформации  [91] определя-
ющим соотношением общего вида

а локальная деформация вычисляется как

Задача замыкается определением притока ма-
терии; например, условие притока предваритель-
но напряженных материальных поверхностей
имеет следующий вид [91]:

(40)

Здесь  осуществляет проектирование на ка-
сательную плоскость к границе тела  в актуаль-
ном состоянии (т.е. в момент присоединения
слоя),  − тензор тангенциальных усилий в при-
соединяемом слое (аналогичный в известном
смысле тензору тангенциальных сил в теории ма-
териальных поверхностей). Вообще говоря, дан-
ная величина имеет смысл натяжения присоеди-
няемой поверхности, каким-либо образом преоб-
разуемого в трехмерное напряженное состояние в
окрестности данной поверхности. Авторы работы
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[91] отмечают, что адекватное преобразование
требует дополнительной модели присоединяемо-
го тонкого слоя.

Уравнение статики присоединяемого тонкого
слоя имеет вид

Величины с индексом S обозначают, соответ-
ственно, поверхностный оператор “набла” и глав-
ный вектор внешних сил на поверхности слоя S.

Уравнения состояния присоединяемого слоя
имеют следующий вид:

где FS − градиент деформации поверхности при-
соединяемого слоя,  − ее отсчетная конфигура-
ция, соответствующая ненапряженному состоя-
нию, а  − актуальная конфигурация, соответ-
ствующая конфигурации  растущего тела 
Предполагается, что дивергенция тензорного по-
ля  удовлетворяет соотношению [91]

тогда для границы  на уравнение равновесия
нормальных сил записывается следующим об-
разом:

Данное условие определяет давление на по-
верхность наращиваемого тела присоединяемой
поверхности, если трение (и, соответственно, ка-
сательные нагрузки) отсутствует. Постановка за-
дачи замыкается краевыми условиями для присо-
единяемой поверхности:

Здесь  − вектор единичной нормали к гра-
ничной кривой,  − поле вектора контурных сил
на кривой  и − вектор перемещения. Неиз-
вестными задачи являются поля T, T, F, FS, кон-
фигурации  z, а и поле неинтегрируемой дис-
торсии K, определяемое уравнением (40).

6.2. Концепция моделирования аддитивного 
производства изделий. Общая формулировка задачи

Таким образом, могут быть выделены две ос-
новные концепции математического моделиро-
вания наращиваемых тел:

1) концепция геометрической механики рас-
тущих тел [91, 254] на основе теории расслоений
дифференцируемых многообразий [269];

T
Ω

.S S Sb T n
αα α α α α∇ + =

( ) 0T T , , : ,S S S SF F z zα α
α= = ∇ Ω → Ω

0Ω

Ω
û B .α

TS
α

( )T T : , ,S S S Sn L L nα α α α α α∇ ⋅ ⋅ = = −∇ ⊗

Ω

Ω
T : .S SL b n n T n α

α α α α α α α+ =

ΩΩ
T , *,

.
u

S

u

f u uαα
σ

α α α
∂∂

α α α
σ

ν = =

∂ Ω ∪ ∂ Ω = ∂Ω
αν

f α

,α∂Ω

,û



940

ТЕПЛОФИЗИКА ВЫСОКИХ ТЕМПЕРАТУР  том 57  № 6  2019

ЖАВОРОНОК и др.

2) концепция, основанная на определении ло-
кальных свойств наносимого на подложку слоя,
отверждаемого из расплава, полимеризуемого
либо спекаемого из порошка материала на основе
решения соответствующей связной начально-
краевой задачи термомеханики и теплофизики.

Очевидно, второй подход является более акку-
ратным с точки зрения описания свойств матери-
ала, получаемого в процессе аддитивного произ-
водства изделия тем или иным способом с учетом
взаимодействия с подложкой и окружающей га-
зовой средой, исследования внутренней структу-
ры отвержденного материала (главным образом,
пористости), в том числе и для вычисления эф-
фективных физических постоянных некоторого
квазиоднородного материала, но в общем случае
непригоден для определения остаточного напря-
женно-деформированного состояния изделия.
Первый подход, как показывают цитируемые ра-
боты, в принципе способен правильно описывать
остаточное напряженно-деформированное со-
стояние материала. Однако возможность полно-
ценного учета свойств существенно неоднород-
ного материала, образующегося в приповерх-
ностном слое в результате его нанесения одним
из перечисленных способов при влиянии на ко-
нечные свойства материала особенностей взаи-
модействия с подложкой и окружающей газооб-
разной средой, на сегодняшнем уровне развития
ограничена.

Описанная выше ситуация, в принципе, пре-
одолевается при полноценном моделировании
роста с одновременным учетом всех особенностей
процесса образования нового слоя на поверхно-
сти роста и внутренней геометрии изделия, полу-
ченного методом континуального наращивания.
Основной трудностью здесь представляется су-
щественное различие характерных размеров вы-
ращиваемого тела и каждого вновь наносимого
слоя, особенно в ситуации, близкой к предельно-
му случаю континуального наращивания: требу-
ется построить решение как во всей области,
занимаемой телом, так и в тонком приповерх-
ностном слое с соответствующим конечно-эле-
ментным разбиением и вычислительными за-
труднениями, порождаемыми существованием
решения типа пограничного слоя.

Макроскопические тепловые процессы в изде-
лиях, получаемых технологиями SLM/SLS, в зна-
чительной степени аналогичны тепловым про-
цессам, протекающим при многопроходной свар-
ке металлов. Средняя температура спекаемого
изделия определяется уровнем подогрева рабочей
платформы и температурой окружающей среды
(инертного газа, подаваемого в рабочую камеру),
а локальное повышение температуры в зоне под-
вода тепла определяется параметрами источника
(мощностью, скоростью движения и т.д.) и свой-

ствами материала. При этом в локальной области
вблизи зоны расплавления реализуются чрезвы-
чайно высокие градиенты температуры и скоро-
сти охлаждения/нагрева. Качественное отличие
моделирования аддитивных процессов от моде-
лирования сварки заключается в необходимости
учета постоянного добавления объема материала,
который при сварке пренебрежимо мал.

Основные задачи макроскопического тепло-
вого моделирования аддитивных процессов свя-
заны с дальнейшей оценкой и оптимизацией свя-
занного с ним остаточного напряженно-дефор-
мированного состояния получаемых изделий
[140, 204, 270]. Также объектом интереса могут
являться параметры локального нагрева изделия,
которые могут влиять на образование пористости
или приводить к переправлениям и изменениям
точности построения малых геометрических объ-
ектов, входящих в модель изделия. Здесь анализ
причин возникновения дефектов требует реше-
ния обратных задач теплопереноса − как гранич-
ных [245], позволяющих восстановить инфор-
мацию о действии источника тепла, так и коэф-
фициентных, решение которых позволяет по
известному полю температуры вычислить завися-
щие от температуры коэффициенты теплопро-
водности [271–273]. Параметрами моделей, кото-
рые учитываются в макрорасчетах, являются как
характеристики источника, свойства материалов
и толщина наносимого слоя, принимаемые во
внимание на микро/мезо-уровнях, так и новые
параметры: траектория движения источника,
расположение и ориентация изделия в камере,
время нанесения нового слоя порошка, характе-
ристики и расположение технологических под-
держек и т.д. Основным критерием, определяю-
щим эффективность численных расчетов, помимо
их точности, является скорость, так как машин-
ное время, необходимое для детальных расчетов
синтеза крупных изделий, достигает нескольких
дней или недель [59, 80].

Процесс моделирования аддитивных техноло-
гий на масштабном уровне, сопоставимом с раз-
мерами изделия, заключается в решении неста-
ционарной задачи теплопроводности в рабочей
камере установки, на которой проводится синтез,
с учетом увеличения размеров изделия и перио-
дического локального воздействия движущегося
источника тепла в зоне верхней границы изделия,
а также с учетом эффектов конвективного и лучи-
стого теплообмена между поверхностью изделия
и окружающей средой. Применяемые трехмер-
ные геометрические модели включают в себя
платформу, на которой проводится синтез, и са-
мо изделие с технологическими поддержками.
Температура технологической оснастки, на кото-
рой монтируется наращиваемая деталь, и окружа-
ющей среды не могут быть приближены некото-
рым постоянным значением (по крайней мере
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при производстве в замкнутой камере с аргоно-
вой атмосферой [68]) в силу теплообмена детали
как с газом, так и с основанием. Потери тепла на
взаимодействие с оснасткой за счет теплопровод-
ности определяются коэффициентом теплопере-
дачи hс, задаваемым величиной, обратной коэф-
фициенту теплового сопротивления при контакт-
ном взаимодействии твердых деформируемых тел,
и зависящим от контактного давления, шерохо-
ватости поверхностей, составляющих контакт-
ную пару, и т.д. Авторы работы [68] оценивают
порядок коэффициента теплопередачи как hс ~
~ 103 Вт/(м2 К), т.е. тепловое сопротивление в об-
ласти контакта несущественно. Порошок и
внешняя среда в рабочей камере учитываются ча-
ще всего заданием соответствующих условий теп-
лообмена (моделированию газодинамических про-
цессов в рабочей камере при 3D-печати посвящены
отдельные работы, см., например, [274]). Нели-
нейность граничных условий, а также нелиней-
ная зависимость свойств материалов от темпера-
туры, которую приходится учитывать в расчетах,
так как температура процесса меняется от ком-
натной до >1500–2000°С, приводят к усложне-
нию процесса построения численных решений.
Длительность расчетов определяется количе-
ством слоев построения, число которых может
достигать десяти тысяч и более для крупных из-
делий.

Основным способом ускорения макрорасче-
тов является упрощение применяемых геометри-
ческих и физических моделей, а также использо-
вание адаптивных сеток. Некоторые подходы, ос-
нованные на наложении остаточных деформаций
в области вновь нанесенных и сплавленных слоев
материала, в принципе, исключают рассмотрение
процессов теплопередачи и применяются непо-
средственно для оценки механического состоя-
ния синтезируемых изделий и поводок в них
[275–277]. Однако такие модели, широко приме-
няющиеся для описания процессов сварки [278],
могут обладать недостаточной точностью для
описания аддитивных технологий, так как ре-
зультаты их калибровки, реализованной на про-
стых геометрических моделях и образцах, могут
не соответствовать реальному поведению синте-
зируемого материала в изделиях сложной геомет-
рии, состоящих из большого числа слоев [279].

6.3. Свойства материалов

Значения теплофизических характеристик ма-
териалов и их зависимость от температуры явля-
ются важнейшими исходными данными, которые
содержатся в моделях макроуровня. Если не рас-
сматривать связанные термогидродинамические
процессы в зоне ванны расплава, модели макро-
уровня должны учитывать изменение свойств ма-
териала при изменении температуры от комнат-

ной (на свободной обдуваемой поверхности изде-
лия) до температуры плавления в зоне действия
источника тепла. К характеристикам, которые
должны быть заданы в тепловых расчетах, стан-
дартно относятся плотность, теплоемкость, ко-
эффициент теплопроводности, степень черноты
поверхности спекаемого изделия. Эти характери-
стики должны быть заданы как функции темпе-
ратуры, причем они не могут быть приняты соот-
ветствующими стандартным данным, так как
сплавляемые материалы обладают анизотропией
и, вообще говоря, обладают собственными уни-
кальными свойствами, отличными от свойств спла-
вов, получаемых традиционными технологиями, а
также зависят от параметров процесса синтеза
и применяемого оборудования [153, 280–282].

Спецификой моделирования аддитивных про-
цессов является также необходимость учета
свойств порошка и технологических поддержек,
для чего используются либо экспериментальные
данные [283, 284], либо упрощенные аналитиче-
ские оценки [285, 156]. Характеристики поддер-
жек задаются обычно в долях от соответствующих
характеристик сплошного материала и пропор-
ционально кажущейся плотности материала под-
держек. Теплопроводность же порошка, как пра-
вило, бывает порядка 0.1–1% от теплопроводно-
сти сплошного материала [283], поэтому для
сокращения времени расчетов иногда (но не все-
гда [286–288]) в моделях не прорисовываются в
явном виде области, занятые порошком, который
располагается вокруг детали в течение всего вре-
мени 3D-печати [289–291, 85, 292]. Вместо этого
задаются граничные условия третьего рода, опре-
деляющие отвод тепла с поверхности детали в по-
рошок с коэффициентом теплопередачи, вычис-
ляемым по значению коэффициента теплопро-
водности порошка и размера области, занятой
порошком, в направлении нормали к поверхно-
сти изделия. Более простым, но менее точным ва-
риантом граничных условий является задание
условия по теплоизоляции на границе контакта
изделия с порошком. Это условие также практи-
чески всегда используется на внешних границах
расчетной области.

Еще один подход, позволяющий упростить
вычисления, заключается в использовании эф-
фективной теплоемкости спекаемого материала,
зависимость которой от температуры учитывает
выделение/поглощение тепла в процессе рас-
плавления и кристаллизации металла. Таким об-
разом, вместо задания источников тепла, распре-
деленных в объеме материала, используется
модифицированная функция коэффициента
теплоемкости для фазы порошка и консолидиро-
ванного материала [293, 294]. Представляют ин-
терес и развиваемые в смежных областях методы
решения задачи теплопереноса, позволяющие
описать нестационарное движение границ фазо-
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вых превращений, порождаемых действием вы-
соких температур [295].

6.4. Конечно-элементные модели изделий

В конечно-элементных системах, где обычно
проводятся тепловые расчеты процессов послой-
ного лазерного синтеза изделий, добавление ма-
териала (рост изделия) моделируется тремя ос-
новными техниками, в которых используется ли-
бо активация/деактивация конечных элементов
[296, 297], либо подход, основанный на перена-
значении свойств материалов в области ненане-
сенных и спеченных слоев [298], либо смешанная
техника послойной активации элементов, когда
элементам задаются свойства, зависящие от исто-
рии их нагрева [299].

Достоинством методики активации/деактива-
ции элементов является возможность рассмотре-
ния моделей, содержащих меньшее число эле-
ментов, что, однако, может нивелироваться необ-
ходимостью постоянного перезапуска решателя
для работы с новой конечно-элементной моде-
лью растущего изделия, содержащей элементы
нового слоя. Этот недостаток отсутствует в под-
ходе, в котором неактивные элементы (относя-
щиеся к еще не нанесенному материалу) постоян-
но присутствуют в модели, но имеют специально
заниженные значения характеристик теплопро-
водности и теплоемкости, что приводит к их фак-
тическому исключению из тепловых расчетов, но
не требует постоянной переборки конечно-эле-
ментной модели. Возникающий при этом недо-
статок, очевидно, связан с необходимостью рабо-
ты на каждом шаге расчета с полноразмерной мо-
делью готового изделия, матрица которой к тому
же может быть плохо обусловленной из-за при-
сутствия узлов, в которых заданы свойства, близ-
кие к нулевым. Некоторый компромисс обеспе-
чивает смешанная техника, когда используется
послойная активация элементов модели, в кото-
рых изначально все элементы обладают “выклю-
ченными” свойствами, близкими к нулевым, а по
мере прохождения источника под его траектори-
ей элементам присваиваются реальные характе-
ристики спекаемого материала [300].

Общей проблемой указанных техник является
необходимость учета конвективного и радиаци-
онного теплообмена на движущейся границе
синтезируемого тела между активными и неак-
тивными элементами. В численных расчетах при-
ходится создавать специальные методики иден-
тификации области текущего расположения гра-
ницы тела и задания на ней граничных условий.
Пренебрежение теплообменом с окружающей
средой на свободной поверхности приводит к по-
грешностям расчетов и завышенным значениям
температуры нагрева [300].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящее время конечно-элементные паке-
ты для реализации моделирования процессов по-
слойного синтеза/сплавления входят в состав си-
стем от Ansys, Simulia, MSC и некоторых других.
В пакете Simufact (MSC) используется подход,
основанный на непосредственном задании оста-
точных деформаций в добавляемых слоях модели
и исключающий решение задачи теплопроводно-
сти. Этот подход основан на калибровке решате-
ля на основе анализа поводок элементарных об-
разцов, и его достоинством является “инженер-
ная” простота и повышенная скорость расчетов,
которые могут, однако, приводить к погрешно-
стям при моделировании изделий сложной гео-
метрии. Детальное моделирование теплопередачи в
аддитивных процессах реализовано в системах
Ansys и Simulia. Проводимые связные термомеха-
нические расчеты в этих пакетах позволяют оце-
нить влияние истории нагрева изделия на уровень
его остаточного напряженно-деформированного
состояния. Основным результатом расчетов в
указанных системах становится возможность оп-
тимизации технологии синтеза, включающей ре-
жимы синтеза, параметры штриховки сечений
детали, ориентацию изделия в камере, параметры
геометрии технологических поддержек. Актуаль-
ными задачами, решению которых посвящено
значительное количество исследований, является
экспериментальная верификация моделей, уточ-
нение моделей материалов, повышение скоро-
стей расчетов за счет использования адаптивных
сеток, использование многомасштабных подхо-
дов для учета особенностей процессов, протекаю-
щих на микроуровне при моделировании макро-
скопического поведения материалов.

Работа выполнена при финансовой поддержке
Российского фонда фундаментальных исследова-
ний (гранты №№ 17-01-00837-а, 19-08-00938-а, 19-
01-00695-а).
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