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Изучается задача нелинейной устойчивости радиального схлопывания цилиндрической оболочки,
которая заполнена однородной по плотности вязкой несжимаемой жидкостью. Принимается ряд
предположений: 1) внутри оболочки содержится вакуум; 2) снаружи ее окружает слой сжатого по-
литропного газа, служащего продуктом мгновенной детонации и оказывающего на внешнюю по-
верхность оболочки постоянное давление; 3) за слоем газа вновь находится вакуум. Прямым мето-
дом Ляпунова установлена абсолютная неустойчивость радиального схлопывания рассматриваемой
вязкой цилиндрической оболочки по отношению к конечным возмущениям того же типа симмет-
рии. Построена функция Ляпунова, которая удовлетворяет всем условиям первой теоремы Ляпуно-
ва о неустойчивости, причем независимо от конкретного режима радиального схождения. Этот ре-
зультат целиком подтверждает соответствующую гипотезу Тришина и математически строго дока-
зывает, что кумуляция кинетической энергии однородной по плотности вязкой несжимаемой
жидкости в процессе радиального схлопывания исследуемой цилиндрической оболочки к своей оси
возникает исключительно на его импульсной стадии.
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ВВЕДЕНИЕ
Явления кумуляции, сопровождающиеся кон-

центрацией в точке, вдоль прямой или на плоско-
сти силы, энергии либо иной физической вели-
чины, по-прежнему представляют собой интерес
для специалистов (и прежде всего с точки зрения
приложений) [1–3].

В данной работе рассмотрена задача нелиней-
ной устойчивости радиального схлопывания ци-
линдрической оболочки, которая наполнена од-
нородной по плотности вязкой несжимаемой
жидкостью, относительно возмущений той же
симметрии [2, 4]. С одной стороны, эта задача
связана с кумулятивными процессами концен-
трации энергии вдоль прямой, а с другой – имеет
непосредственное отношение к проблеме ускоре-
ния тел продуктами детонации взрывчатых ве-
ществ (ВВ), являющейся, в свою очередь, одной
из ключевых задач в физике высоких плотностей
энергии, механике импульсных процессов и фи-
зике взрыва. При ударе ускоряемые тела создают
в рассматриваемых образцах ударные волны не-
обходимой интенсивности и формы, с помощью
которых исследуются свойства сред и поведение

конструкций в экстремальных условиях, осу-
ществляются технологические операции сварки
и штамповки взрывом, упрочнения, обработки
деталей и т.п.

Из всего многообразия способов метания в на-
стоящей статье изучается только динамическое
нагружение взрывом цилиндрических кумуля-
тивных облицовок [2]. Это нагружение произво-
дится посредством мощных конденсированных
ВВ, при детонации которых возникают давления
20–50 ГПа. Продукты детонации, ударно воздей-
ствуя на оболочку, ускоряют ее. Важно, что в ходе
деформирования тонкой оболочки определяю-
щими являются инерционные силы, а для более
толстых оболочек дают о себе знать эффекты
прочности. Отсюда возможны разные постанов-
ки задач [2, 4].

Если положить, что оболочки относительно
тонкие и длинные в осевом направлении, а их де-
формация под действием продуктов детонации
однородная (иными словами, отсутствуют силь-
ные локальные деформации), то задача может
быть рассмотрена в одномерной постановке.
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Задачу о схлопывании цилиндрической обо-
лочки, окруженной слоем сжатого политропного
газа конечной толщины, который воздействует
на оболочку и расширяется в вакуум, можно ис-
следовать в импульсной формулировке. Для этого
пренебрегается понижением давления в газе на
внешней поверхности цилиндрической оболочки
в волне разрежения, возникающей при схожде-
нии оболочки, и предполагается, что на цилин-
дрическую оболочку оказывается постоянное
давление в течение времени, за которое со сво-
бодной границы политропного газа успевает
прийти вторая волна разрежения и мгновенно
снять данное давление. Тем самым различаются
две фазы схлопывания оболочки: импульсная
стадия постоянного давления на цилиндриче-
скую оболочку и инерционный этап с нулевым
давлением и сохранением кинетической энергии
вещества оболочки.

Поскольку при взрывном метании тонких об-
лицовок на первый план выступают инерцион-
ные силы и учет волновых процессов слабо влия-
ет на их финальную скорость, то для описания
движения этих облицовок в целом ряде задач
применяется модель несжимаемой жидкости.

Однако опыт использования для метаемой
взрывом облицовки модели идеальной несжима-
емой жидкости показал, что расчетные зависи-
мости радиуса оболочки от времени хорошо
согласуются с экспериментальными лишь до
определенного момента. Существенное отличие
наблюдается на завершающей стадии схождения
оболочки. Оно устраняется применением модели
вязкой несжимаемой жидкости для материала об-
лицовки. Данная модель объясняет несколько ха-
рактерных физических эффектов, впервые полу-
ченных экспериментально: остановку оболочки
при достижении ее внутренней поверхностью не-
которого ненулевого радиуса на инерционном
этапе схлопывания, “взрывное” испарение обо-
лочки в результате быстрого перехода всей ее ки-
нетической энергии в тепло из-за действия вяз-
ких сил, динамическую потерю устойчивости
формой оболочки [5, 6].

Ранее, в работе [4], эффект остановки внут-
ренней поверхности вязкой цилиндрической
оболочки на некотором ненулевом радиусе был
математически строго обоснован для инерцион-
ной стадии ее схлопывания. В настоящей статье
прямым методом Ляпунова установлена абсолют-
ная неустойчивость радиального схождения
цилиндрической оболочки вязкой несжимаемой
жидкости с постоянной плотностью на импульс-
ном этапе по отношению к конечным возмуще-
ниям того же типа симметрии. В работе постро-
ена функция Ляпунова [7], полностью удовлетво-
ряющая условиям первой теоремы Ляпунова о
неустойчивости [8], при этом независимо от кон-

кретного режима радиального схлопывания.
Данный результат доказывает, что кумуляция
кинетической энергии однородной по плотно-
сти вязкой несжимаемой жидкости в процессе
радиального схождения изучаемой цилиндриче-
ской оболочки к своей оси действительно возни-
кает исключительно на его импульсной стадии.

УРАВНЕНИЕ ДЛЯ РАДИУСА 
ВНУТРЕННЕЙ ПОВЕРХНОСТИ ВЯЗКОЙ 

ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ 
И ЕГО ПРЕОБРАЗОВАНИЕ

Рассматривается цилиндрическая оболочка вяз-
кой несжимаемой жидкости постоянной плотно-
сти ρ1, которая окружена слоем сжатого полит-
ропного газа конечной толщины. Внутри обо-
лочки и вне слоя газа – вакуум. В работе [2]
представлен подробный вывод соотношения,
описывающего, как именно развивается радиаль-
ное схлопывание исследуемой цилиндрической
оболочки по времени. Ниже воспроизводятся от-
дельные шаги этого вывода.

В частности, полагается, что для вязкой ци-
линдрической оболочки выполняются закон со-
хранения массы

(1)

и уравнение неразрывности

(2)

где r1 – наружный радиус, t – время, R – внутрен-
ний радиус,   r – ради-
альная координата некоторой частицы однород-
ной по плотности вязкой несжимаемой жидко-
сти, v – радиальная составляющая скорости
данной жидкой частицы.

Далее выписывается общий вид закона сохра-
нения механической энергии для некоторого
объема V сплошной среды:

(3)

Здесь ρ1 – плотность среды; vi – компоненты
поля скорости сплошной среды; Dij – составляющие
тензора скоростей деформации; σij – компонен-
ты тензора напряжений; S – площадь поверхно-
сти, ограничивающей объем V;  – состав-
ляющие вектора напряжения на элементарной
площадке dS с единичной внешней нормалью n,
nj – компоненты вектора n. Нижними индексами
i и j обозначаются соответствующие простран-
ственные координаты. Соотношение (3) устанав-
ливает связь между скоростью изменения полной
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механической энергии среды и мощностью по-
верхностных сил. Уравнение (3) используется
применительно к радиальному схождению ци-
линдрической оболочки вязкой несжимаемой
жидкости постоянной плотности ρ1 к своей оси
под действием давления  сжатого по-
литропного газа на ее внешней поверхности (дав-
ление на внутренней поверхности оболочки рав-
но нулю).

Пусть в качестве вещества изучаемой цилин-
дрической оболочки служит однородная по плот-
ности вязкая несжимаемая ньютоновская жид-
кость. Тогда для составляющих σij тензора напря-
жений справедливо выражение

где δij – дельта-функция Кронекера [9],  –
коэффициент динамической вязкости. В случае ци-
линдрической симметрии  
(здесь ϕ – азимутальная координата), а все
остальные Dij = 0. Наконец, учитывая постоян-
ство плотности ρ1 и уравнение неразрывности (2),
несложно получить, что  откуда

(4)

На основании (4) и закона сохранения массы (1)
уравнение (3) для единицы длины рассматривае-
мой вязкой цилиндрической оболочки в осевом
направлении может быть записано в нижеследу-
ющей промежуточной форме:

(5)

где  – кинетическая энер-
гия, 

Выражение (5) является обыкновенным диф-
ференциальным уравнением второго порядка для
функции R(t) в (1). Если P = 0, то его один раз
можно проинтегрировать [2]. Тогда соотноше-
ние (5) преобразуется к системе двух обыкновен-
ных дифференциальных уравнений первого по-
рядка, и из нее при нулевом давлении на внешней
поверхности рассматриваемой вязкой цилиндри-
ческой оболочки вытекает интеграл от выраже-
ния (5) – обыкновенное дифференциальное
уравнение первого порядка (см. соотношения
(4.4.6), (4.4.11) в работе [2]). Следует отметить,
что, с точки зрения конструирования функции
Ляпунова, система обыкновенных дифференци-
альных уравнений первого порядка предпочти-
тельнее обыкновенного дифференциального
уравнения высокого порядка, поскольку набор
способов построения функций Ляпунова гораздо
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богаче именно для систем, а не для отдельных
уравнений [10]. Есть дополнительный аргумент в
пользу перехода от соотношения (5) к системе
двух обыкновенных дифференциальных уравне-
ний первого порядка – это уже сконструирован-
ная при изучении выражения (4.4.11) в [2] функ-
ция Ляпунова (см. соотношение (7) из работы [4]).

Сначала в уравнении (5) радиальная скорость 
внутренней поверхности рассматриваемой ци-
линдрической оболочки выражается через кине-
тическую энергию E единицы длины данной обо-
лочки в осевом направлении согласно выраже-
нию 

(6)

Потом из соотношения (6) кинетическая энер-
гия E исключается посредством подстановки

(7)

Здесь u – новая искомая функция независимо-
го переменного R,  – коэффициент кине-
матической вязкости.

Выражение (7) служит обыкновенным диффе-
ренциальным уравнением первого порядка –
частным случаем уравнения Абеля второго рода [11].
На основании этого, в (7) осуществляется еще од-
на замена искомой функции  ×

×  после чего оно заметно упро-
щается:

(8)

Если применить определения функций y, u и
кинетической энергии E единицы длины вдоль
оси исследуемой вязкой цилиндрической обо-
лочки, то в выражении (8) может быть выполнен
возврат от аргумента R к независимому перемен-
ному t и тем самым выведено первое соотноше-
ние искомой системы двух обыкновенных диф-
ференциальных уравнений первого порядка:

(9)

(далее везде точка сверху означает полную произ-
водную искомой функции по времени). Второе
уравнение можно установить при помощи опре-
делений функций u, y и кинетической энергии E.
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с другой –  Отсюда с
учетом (1) находим

и окончательно

(10)

В итоге выражение (5) преобразовано к систе-
ме двух обыкновенных дифференциальных урав-
нений (9), (10) первого порядка. Действительно,
при P = 0 соотношение (9) редуцируется к выраже-
нию  которое интегрируется: 
Вычисляя теперь постоянную C1 по начальным
данным

а затем вместо искомой функции y подставляя ее
в уравнение (10), можно продемонстрировать,
что это уравнение на самом деле совпадает с соот-
ношением (4.4.11) [2].

ФУНКЦИЯ ЛЯПУНОВА И АБСОЛЮТНАЯ 
НЕУСТОЙЧИВОСТЬ РАДИАЛЬНОГО 

СХЛОПЫВАНИЯ ВЯЗКОЙ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ

Полагаем, что система двух обыкновенных
дифференциальных уравнений первого поряд-
ка (9), (10) обладает точным решением 

 характеризующим радиальное схожде-
ние цилиндрической оболочки (  )
и отвечающим заданным начальным условиям

  Выясним, устойчиво ли
это решение относительно конечных цилиндри-
чески симметричных возмущений  
Пусть   Тогда для радиаль-
ных возмущений  и  получим систему урав-
нений

(11)

Соотношения (11) служат неавтономной нели-
нейной системой двух обыкновенных дифферен-
циальных уравнений первого порядка с неизвест-
ной неавтономностью [12]. К сожалению, методы
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построения функций Ляпунова для подобных си-
стем пока не разработаны. Однако в данном слу-
чае оказывается, что может быть использован ме-
тод конструирования функций Ляпунова, кото-
рый был в свое время предложен Барбашиным
при исследовании устойчивости нулевого реше-
ния одного подкласса автономных нелинейных
систем двух обыкновенных дифференциальных
уравнений первого порядка [10]. Подстановкой

  систему (9), (10)
можно переписать в форме

(12)

Нетрудно проверить, что соотношения (12)
действительно являются представителем частно-
го класса автономных нелинейных систем двух
обыкновенных дифференциальных уравнений
первого порядка, изученного Барбашиным в его
монографии [10]. Согласно [10], в качестве функ-
ции Ляпунова подходит выражение вида

или в терминах y и R

(13)

Если продифференцировать функцию w (13)
по времени вдоль решений системы (9), (10), то
может быть получено соотношение

В [13] данный факт был применен, чтобы взять
в качестве функции Ляпунова выражение

(14)

В самом деле, вычисляя производную функ-
ции w1 (14) по ее аргументу t вдоль решений систе-
мы двух обыкновенных дифференциальных урав-
нений (11) первого порядка, можно установить,
что  Значит,  т.е. функция w1 (14)
служит для системы (11) интегралом движения.
Из этого следует, что функция Ляпунова может
быть введена в виде

(15)

где k – постоянная величина.
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К сожалению, функция w1 (14), (15) охватывает
не все возможные начальные данные конечных
цилиндрически симметричных возмущений  и

 (11), поэтому удовлетворяет требованиям пер-
вой теоремы Ляпунова (теоремы об устойчиво-
сти) [7, 8, 10] не в полном объеме. В настоящей
статье данный недостаток устраняется в несколь-
ко этапов.

Сначала функция w1 (14) переопределяется на
функцию

(16)

Тогда условия (15) будут справедливы для всех
конечных радиальных возмущений  и  (11),
кроме тех не обоюдно нулевых из них, которые
превращают в тождество соотношение

(17)
откуда

либо

Далее конечные цилиндрически симметрич-
ные возмущения   (11) и (17) рассматри-
ваются отдельно.

Во-первых, используя выражения (9), (10) с
  и (17), несложно показать, что

система (11) сводится к одному уравнению, при-
чем его роль может играть любое из уравнений (11).
Принимая во внимание это обстоятельство, для
дальнейшего изложения удобно выбрать уравне-
ние с производной функции  по времени.

Во-вторых, посредством соотношения (9) с
функциями  и  можно записать
первое уравнение системы (11) в более информа-
тивном виде

(18)

Данное уравнение свидетельствует о том, что
если  то  а если  то 

В-третьих, учитывая (10), для функции 
может быть получено соотношение
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из которого следует, что в процессе радиального
схлопывания изучаемой вязкой цилиндрической
оболочки функция  все время остается отри-
цательной, поскольку  

Наконец, в-четвертых, из равенства (17) выте-
кает, что в соответствии с областью значений
функции  если  то 
или  а если  то 

Суммируя установленные здесь факты, не-
трудно прийти к выводу, что для уравнения (18) в
качестве функции Ляпунова следует взять
функцию

(19)

Действительно, настоящая функция положи-
тельно определена. Вычисление производной
функции (19) по ее аргументу t вдоль решений
обыкновенного дифференциального уравнения (18)
первого порядка дает  Отсюда для ко-
нечных цилиндрически симметричных возмуще-
ний  и  с неравенствами  

 эта производная отрицательна, при 
  она неположительна, а при

   она положительна.
В отличие от [13], здесь рассмотрены все воз-

можные начальные данные конечных радиаль-
ных возмущений  и  (11). Построена функция
Ляпунова w2 (19), полностью удовлетворяющая
всем требованиям первой теоремы Ляпунова о
неустойчивости [8], при этом вне зависимости от
того, как конкретно выглядит точное решение

  системы (9), (10) двух обыкно-
венных дифференциальных уравнений первого
порядка.

Таким образом, с помощью функции Ляпуно-
ва w2 (19) доказано, что цилиндрически симмет-
ричное схождение   цилиндри-
ческой оболочки вязкой несжимаемой ньюто-
новской жидкости постоянной плотности ρ1 под
внешним давлением  сжатого полит-
ропного газа в самом деле абсолютно неустойчи-
во по отношению к конечным радиальным воз-
мущениям   (11) и (17) с условиями

   Значит, неограниченный
рост со временем центростремительной скорости

 внутренней поверхности исследуемой вязкой
цилиндрической оболочки в процессе радиаль-
ного ее схлопывания к своей геометрической оси,
который вызывал бы кумуляцию кинетической
энергии заполняющей оболочку жидкости, дей-
ствительно возникает исключительно на его им-
пульсной стадии. Данное обстоятельство цели-
ком подтверждает и математически строго обос-
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новывает соответствующую гипотезу Тришина,
выдвинутую им в [2].

Кстати, хотя из системы (9), (10) при P = 0
уравнение (4.4.11) из [2] вытекает, функция Ляпу-
нова (см. соотношение (7) в статье [4]) из функ-
ций w1 (14), (16), w2 (19) не следует. Причина этого
в том, что внешнее давление P присутствует в
дифференциальном операторе уравнения (9).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Рассмотрена задача нелинейной устойчивости

радиального схождения цилиндрической оболоч-
ки, которая наполнена однородной по плотности
вязкой несжимаемой ньютоновской жидкостью,
относительно радиальных возмущений. Данная
задача решалась в рамках нескольких уточняю-
щих ее формулировку допущений: 1) внутри изу-
чаемой оболочки пустота; 2) снаружи ее окружает
слой сжатого политропного газа, являющегося
продуктом мгновенной детонации мощного кон-
денсированного ВВ и воздействующего на внеш-
нюю поверхность оболочки ненулевым постоян-
ным давлением; 3) за слоем газа опять имеется ва-
куум. Посредством прямого метода Ляпунова
обнаружена абсолютная неустойчивость цилин-
дрически симметричного схлопывания иссле-
дуемой вязкой цилиндрической оболочки по от-
ношению к конечным возмущениям той же сим-
метрии. Сконструирована функция Ляпунова,
которая отвечает всем требованиям первой теоре-
мы Ляпунова о неустойчивости, независимо от
режима радиального схождения оболочки. Сле-
довательно, согласно предположению Тришина,
кумуляция кинетической энергии вязкой несжи-
маемой ньютоновской жидкости постоянной
плотности в процессе цилиндрически симмет-
ричного схлопывания рассматриваемой цилин-
дрической оболочки к своей геометрической оси
симметрии возникает исключительно на его им-
пульсном этапе.

С физической точки зрения, финальный вы-
вод о том, что кумуляция кинетической энергии
вязкой жидкости в ходе радиального схлопыва-
ния   полой цилиндрической
оболочки реализуется именно на его импульсной
стадии, когда для конечных радиальных возму-
щений   (11) и (17) выполняются неравенства

   открывает перспективы по
овладению управлением данным процессом.
В самом деле, если условие  справедливо,
то в течение импульсного этапа изучаемая обо-
лочка успеет схлопнуться. Напротив, если

 то за время импульсной стадии полного
схождения оболочки не произойдет. Следова-
тельно, условие  может трактоваться как
своего рода критерий появления кумуляции ки-
нетической энергии жидкости на импульсном

( ),y t= ψ ( )R t= χ

',y 'R
' 0,R < ' 2 ,y > − ψ ' 0,y >�

' 2y > − ψ

' 2 ,y ≤ − ψ

' 2y > − ψ

этапе схлопывания рассматриваемой оболочки.
Другими словами, обеспечение истинности или
ложности неравенства  – это и есть ключ
к созданию конкретных механизмов управления
кумуляцией в процессе схождения подобных обо-
лочек.

Вышеизложенное свидетельствует о том, что
цилиндрически симметричное схлопывание ци-
линдрической оболочки, содержащей в себе од-
нородную по плотности вязкую несжимаемую
ньютоновскую жидкость, заслуживает присталь-
ного внимания, требует изучения и обладает
огромными возможностями для широкого круга
приложений в науке, технике и промышленности.

Авторы выражают искреннюю признатель-
ность М. Годену–Буатару (Национальный фран-
цузский университет гражданской авиации, г. Ту-
луза, Франция), который в июне–сентябре 2016 г.
проходил научную стажировку под руководством
Ю.Г. Губарева, за участие и помощь в работе.
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