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Построено малопараметрическое уравнение состояния алюминия, основанное на предложенной
зависимости коэффициента Грюнайзена от удельного объема и температуры. Определены характе-
ристики состояния алюминия в области высоких давлений и температур: нулевая и нормальная
изотермы; теплоемкость; изоэнтропический модуль объемного сжатия; семейство ударных адиабат,
соответствующих различной начальной плотности; кривые вторичного сжатия и разгрузки; ско-
рость звука. Рассчитанные значения оказываются близки к имеющимся экспериментальным дан-
ным. Это указывает на адекватность предложенного подхода к построению термодинамически со-
гласованного уравнения состояния алюминия до сжатия в 3–4 раза.
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ВВЕДЕНИЕ
Для прогнозирования воздействия высоко-

энергетических потоков на вещество необходимо
знать уравнение состояния среды [1–5]. В насто-
ящее время широкое распространение получили
полуэмпирические широкодиапазонные уравне-
ния состояния (см., например, [6–10] и цитируе-
мую там литературу). Современные уравнения
состояния [8–12] характеризуются широким ра-
бочим диапазоном и точностью, соответствую-
щей первичным экспериментальным данным.
В значительной степени это достигается рассмот-
рением нескольких областей фазовой диаграм-
мы, в каждой из которых используются дополни-
тельные модельные зависимости между величи-
нами. В результате такого подхода увеличивается
количество свободных (так называемых подго-
ночных) параметров. В прецизионных уравнени-
ях состояния общее число свободных параметров
достигает нескольких десятков. При этом нахож-
дение численных их значений превращается в от-
дельную вычислительную задачу, которая часто
не имеет однозначного решения. Наличие не-
скольких рабочих областей требует аккуратного
согласования величин при переходе вещества из
одной области в другую.

Малопараметрические уравнения состояния
[13–24] отличаются более узким диапазоном при-
менимости, меньшей точностью, но часто демон-
стрируют прозрачные физические результаты.
Это важно, в частности, при решении сложных
магнитогидродинамических задач. В таких зада-
чах, как ударно-волновая магнитная кумуляция

[25], кроме теплофизических характеристик не-
обходимо задавать электрофизические парамет-
ры вещества (известные, как правило, не очень
хорошо), вследствие чего требования к точности
уравнения состояния получаются менее строги-
ми. В то же время важными становятся такие ка-
чества модели, как простота, непротиворечи-
вость и термодинамическая согласованность.

В работе [26] предложено новое полуэмпири-
ческое уравнение состояния вещества, в основе
которого лежит построение коэффициента Грю-
найзена как функции удельного объема и темпе-
ратуры. Функция Грюнайзена [26] качественно
описывает эксперименты по ударному сжатию
металлов в области высоких давлений. В подходе
[26] “холодная” составляющая давления находит-
ся из обобщенного модельного уравнения [27],
связывающего холодное давление с коэффициен-
том Грюнайзена. Ранее такая идея использова-
лась для уравнений Дугдала–Мак-Доналда [28] и
Слэтера–Ландау [18, 19] (при других зависимо-
стях коэффициента Грюнайзена от удельного
объема и температуры). Уравнение состояния [26]
характеризуется небольшим количеством пред-
положений о поведении вещества, малым числом
свободных параметров и достаточно широким ра-
бочим диапазоном. В частности, уравнение со-
стояния [26] удовлетворительно описывает име-
ющиеся на сегодняшний день эксперименталь-
ные данные по ударно-волновому сжатию меди в
области высоких плотностей энергии. По сравне-
нию с малопараметрическим уравнением состоя-
ния [18, 19] область описания состояний меди по
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давлению и удельной внутренней энергии значи-
тельно расширена.

В настоящей работе проводится апробация но-
вого уравнения состояния на другом веществе –
алюминии. Алюминий, так же как медь, является
эталонным материалом в области высоких давле-
ний и температур. Построение малопараметриче-
ского уравнения состояния алюминия важно как
для выяснения возможностей подхода [26], так и
для решения прикладных задач физики высоких
плотностей энергии.

УРАВНЕНИЕ СОСТОЯНИЯ

Главная особенность уравнения состояния [26]
состоит в том, что коэффициент Грюнайзена 
при сжатии вещества полагается зависящим от
удельного объема  и температуры  в следую-
щем виде:

(1)

Здесь  – коэффициент Грюнайзена в пре-
дельном случае сильного сжатия и нагрева
(  );  – коэффициент Грюнайзена
при нормальных условиях;  – удельный объем
при нормальных условиях (   – плот-
ность при нормальных условиях);  – нормаль-
ная температура. В зависимости (1) имеется два
свободных параметра:  и  (  ). Пара-
метр  описывает влияние удельного объема, па-
раметр  – температуры. Зависимость (1) полага-
ется справедливой при сжатии вещества, т.е. при

Зная функцию Грюнайзена, можно найти ряд
фундаментальных характеристик твердого тела.
Кривая холодного сжатия  находится из
обобщенного модельного уравнения [27], связы-
вающего коэффициент Грюнайзена и холодное
давление:

Эта формула при  соответствует модели
Слэтера–Ландау, при  – модели Дугдала–
Мак-Доналда, при  – модели Зубарева–Ва-
щенко. Используя данную формулу и выражение
для коэффициента Грюнайзена (1) при  по-
лучим дифференциальное уравнение для функ-
ции  Решая полученное уравнение, запи-
шем выражение для холодного давления как
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В этой формуле  и  являются константами
интегрирования. Функция (2) монотонно возрас-
тает при уменьшении удельного объема и не име-
ет каких-либо особенностей. При помощи чис-
ленного интегрирования холодное давление в
форме (2) может быть найдено для любых имею-
щих физический смысл коэффициентов  
Условие равенства нулю потенциальной части
давления  определяет соответствую-
щий удельный объем 

В области растяжения ( ) зависимость
коэффициента Грюнайзена от удельного объема (1)
нуждается в корректировке. Самый простой спо-
соб состоит в замене в формуле (1) коэффициента

 на новый коэффициент  причем  Тогда
при большом росте удельного объема можно
обеспечить предельный переход к случаю идеаль-
ного газа. Коэффициент  является свободным
параметром модели для области растяжения.

Формула (2) используется при  Для об-
ласти  такая зависимость оказывается не-
адекватной. При  функция холодного дав-
ления имеет вид
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отношения, которое обсуждается ниже.
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случае из соотношения  Интегри-

рование этого уравнения дает зависимость  от
удельного объема и абсолютной температуры.
Для области сжатия ( )

( )
( )

( ) ( )

02 22 2
3 3

1 2
1

0
0

2
exp 1 .

V
Vt t

cp V V C C

T d

∞− − Γ + −

α∞




= + τ ×


Γ − Γ  × − + β τ τ  α  



1C 2C

,α .β

( )0 0c Kp V =
0 .KV

0V V>

α ,δ 0.δ <

δ

0 .KV V≤
0KV V>

0KV V>

( )
( )

( ) ( )

02 22 2
0 3 3

1 2
1

0
0

2
exp 1 .

V
Vt t

c
Vp V V C C
V

T d

∞
ε − − Γ + −

α∞


 = + τ ×  

  


Γ − Γ × − + β τ τ  α  



( )0V V ε

V → ∞

ε

Dθ

ln .
ln

D

TV
∂ θ Γ = −  
 ∂

Dθ

0V V<



ТЕПЛОФИЗИКА ВЫСОКИХ ТЕМПЕРАТУР  том 58  № 2  2020

МАЛОПАРАМЕТРИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ 181

(4)

Константа интегрирования  полагается
равной температуре Дебая при нормальных усло-
виях (  ). В области растяжения

 формула для температуры Дебая 
имеет аналогичный вид, но с заменой в (4) коэф-
фициента  на 

Свободная энергия Гельмгольца твердого тела
(изохорно-изотермический потенциал) пред-
ставлена в традиционном виде, как сумма сла-
гаемых, выражающих вклад холодного сжатия
кристаллической решетки, а также тепловых
компонент, обусловленных движением ядер и
электронов

(5)

Здесь  – удельная газовая постоянная,  –
коэффициент электронной теплоемкости,  –
аналог функции Грюнайзена для электронов (по-
лагается постоянным),  – функция Дебая

 – холодная энергия вещества:

Свободная энергия является термодинамиче-
ским потенциалом, поэтому, зная свободную
энергию, можно найти давление, внутреннюю
энергию, энтропию:
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и другие термодинамические параметры веще-
ства.

В формулах (7), (8) использована вспомога-
тельная функция

отражающая зависимость характеристической
температуры  от абсолютной температуры.

Нетрудно показать, что в силу соотношений (6)
и (7), давление можно представить в форме обоб-
щенного уравнения Ми–Грюнайзена

где  и  – тепловая энергия ядер и
электронов соответственно.

Константы интегрирования  и  в (2), (3)
находятся из следующих физических условий:

(9)

(10)

Уравнение (9) показывает, что давление  при
нормальных условиях равно атмосферному дав-
лению  Уравнение (10) означает, что изотерми-
ческий модуль объемного сжатия при нормаль-
ных условиях соответствует своему эксперимен-
тальному значению 

Показатель степени  определяется из усло-
вия, что энергия связи, найденная для холодного
давления в форме (3), совпадает со своим таблич-
ным значением 

Соотношения (1)–(5) определяют предлага-
емое полуэмпирическое уравнение состояния
конденсированного вещества. В уравнении со-
стояния используются значения величин при на-
чальных условиях       а также
констант         

С целью уменьшения количества свободных
параметров в модели положим, что  т.е. для
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давлением будем использовать уравнение Слэте-
ра–Ландау. Отметим, что хотя модель Слэтера–
Ландау является приближенной, она обладает
прозрачным физическим смыслом. В случае не-
обходимости величину  можно рассматривать
как дополнительный параметр модели.

Таким образом, настоящая модель имеет два
свободных параметра   для области сжатия
( ). Параметрами для области растяжения
( ) являются   Значения свободных пара-
метров    определялись из условия согласова-
ния модельных зависимостей с имеющимися экс-
периментальными и расчетными данными о сжи-
маемости вещества при высоких давлениях и
температурах. В качестве опорных данных при та-
ком сравнении служили нулевая и нормальная
изотермы, а также ударные адиабаты сплошного
и пористого вещества. Коэффициент  находился
по экспериментальной ударной адиабате сплош-
ного вещества при максимальных параметрах
сжатия.

Параметры уравнения состояния алюминия
приведены в таблице. Значение коэффициента 
принято равным , что соответствует квантово-
статистической модели Томаса–Ферми при силь-
ном сжатии, а также модели идеального газа при

t

,α β
0V V<
0V V> ,δ .β

,α ,β δ
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∞Γ
2 3

сильном расширении. В расчетах использованы
параметры нормального состояния 

РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ
На рис. 1 представлена полученная нулевая

изотерма алюминия. Она сравнивается с данны-
ми Альтшулера [7], результатами квантово-меха-
нических расчетов по модели Томаса-Ферми с
градиентными поправками [32] и широкодиапа-
зонными моделями [8, 12]. При небольшом сжа-
тии модельная кривая неплохо соответствует дан-
ным [7], а при сильном – данным [8, 12], которые
оказываются близки между собой. Отметим, что
результаты [7] и [12] несколько различаются, а
данные [8] располагаются между [7] и [12].

На рис. 2 представлена полученная нормаль-
ная изотерма алюминия вместе с данными других
авторов.

На рис. 3 показаны зависимости теплоемкости
и плотности от температуры. Согласие между мо-
делью и экспериментальными данными [37–39]
удовлетворительное. Расхождение между моде-
лью и экспериментом наблюдается в окрестности
температуры плавления ( ). Настоящая
модель не описывает фазовые переходы, поэтому

0 293 K,T =
0 100 кПа.p =

933 KmT ≈

Значения коэффициентов состояния алюминия

,
K

, 
ГПа

, , Γe , ГПа , ГПа ε , 
г/см3 α β,

10–6 K–1 δ

2.71 2.14 
[29]

390 
[20]

72.2 
[30, 31]

 
[29]

11.9 [29] 0.5 –1.76313 –412.653 1.425 2.76974 1.8 100 –2

0
3

,

г см

ρ
( )
,

кДж г K
R

0Γ ∞Γ 0Dθ 0TK 0γ
2кДж (г К )

sE
кДж г 1C 2C

0Kρ

43.08 10−× 2 3
85.03 10−×

Рис. 1. Модельная нулевая изотерма алюминия (сплош-
ная кривая) и результаты расчетов других авторов: 1 –
модель Томаса–Ферми с градиентными поправками
[32]; 2 – полуэмпирическая модель Альтшулера [7]; ши-
рокодиапазонные модели: 3 – [12], 4 – [8].
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при  разница в плотности оказывается за-
метной.

На рис. 4 показана зависимость изоэнтропиче-
ского модуля объемного сжатия при изобариче-
ском нагреве. Изоэнтропический модуль объем-
ного сжатия  определялся по формуле

где  – теплоемкость при постоянном объеме.
Согласие модельной зависимости с эксперимен-
тальными данными можно оценить как хорошее.
Отличие модели от экспериментальных данных
увеличивается с ростом температуры и при мак-
симальной температуре (925 К), близкой к темпе-
ратуре плавления, составляет 2.5%.

Важным тестом модели является поведение
вещества при сжатии в сильных ударных волнах.
На рис. 5 в переменных  показаны модельные
ударные адиабаты алюминия, соответствующие
различным значениям коэффициента пористо-
сти  (  – начальная плотность пори-
стого вещества). Здесь же представлены извест-
ные на сегодняшний день экспериментальные
данные по ударно-волновому сжатию алюминия
[42], а также широкодиапазонная ударная адиа-
бата сплошного алюминия [43].

Для данных, соответствующих максимальным
давлениям, на рис. 5 приведены погрешности
плотности из оригинальных работ [44, 45]. Для
ударной адиабаты с коэффициентом пористости

 погрешности оценены в предположении,

mT T>

SK

( )2

,S T
VV

pTVK K
c T

∂= +
∂

Vc

−ρp

0 00m = ρ ρ 00ρ

8m =

что измерения массовой и волновой скоростей
выполнены с относительной погрешностью 1.5%.

Согласие между моделью и экспериментом
можно оценить как хорошее вплоть до давления

 При  модельная ударная
адиабата отклоняется от данных [43], так же как
от данных модели Томаса–Ферми [21], которые в
этой области демонстрируют более сложное по-
ведение (уменьшение плотности при росте дав-
ления).

Значительное расхождение между моделью и
экспериментом наблюдается для высокопори-
стых образцов ( ) в области относительно
малых давлений ( ). Для описания удар-
ной сжимаемости в этой области необходимо
привлекать модели, описывающие процесс за-
крытия пор при сжатии.

Дополнительным тестом модели является
сравнение состояний вещества, достигаемых при
вторичном ударном сжатии и разгрузке. На рис. 6
показаны расчетные зависимости давления от
массовой скорости при вторичном сжатии, а так-
же экспериментальные данные [42].

На рис. 7 показаны зависимости давления от
массовой скорости при разгрузке вещества из
первоначально сжатого состояния. При сильной
разгрузке модельные зависимости дают несколь-
ко меньшие значения массовой скорости, чем
эксперимент. При разгрузке из состояния, со-
ответствующего давлению ударной волны

 отличие в массовой скорости со-
ставляет около 5%. Для сравнения на рис. 7 пока-
зана кривая, соответствующая зеркальному отра-

510 ГПа.p ≈ 510 ГПаp >

1m @

5 ГПаp <

407 ГПа,p =

Рис. 3. Зависимости безразмерной теплоемкости при
постоянном давлении (1–3) и плотности (4–6) от
температуры при  1, 4 – расчет; 2, 5 – экспери-
ментальные данные [37]; 3 – [38]; 6 – аппроксимация
данных по тепловому расширению [39].
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Рис. 4. Зависимость изоэнтропического модуля
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жению ударной адиабаты при  Такое
приближение хорошо работает при малых давле-
ниях ударной волны, но, как видно из рисунка,
приводит к заметным ошибкам при большом дав-
лении.

407 ГПа.p = Как видно из рис. 6 и 7, настоящая модель удо-
влетворительно описывает вторичное ударное
сжатие и разгрузку алюминия.

На рис. 8 показана зависимость объемной ско-
рости звука в ударно-сжатом образце от давления.
Настоящая модель дает результаты, которые хо-
рошо соответствуют экспериментальным данным
[49] и модели [9], но несколько отличается от дан-
ных [50] и модели [12].

ОБСУЖДЕНИЕ

Представленные выше результаты показыва-
ют, что малопараметрическая модель (1)–(5)
описывает разнообразные эксперименты с алю-
минием в области больших давлений и темпера-
тур. Настоящая модель дает удовлетворительные
результаты при определении нулевой и нормаль-
ной изотерм, теплоемкости, изоэнтропического
модуля объемного сжатия, семейства ударных
адиабат, вторичного сжатия и разгрузки, объем-
ной скорости звука. Отклонения в давлении от
данных других авторов во всей исследованной об-
ласти, как правило, не превышают разброса меж-
ду известными данными и экспериментальных
погрешностей. Основываясь на рис. 5, а также на
сравнении полученных данных с результатами

Рис. 6. Зависимость давления от массовой скорости
при вторичном ударном сжатии: сплошные кривые –
модель, точки – экспериментальные данные [42], штри-
ховая линия – главная ударная адиабата алюминия.
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Рис. 5. Зависимости давления ударной волны от плотности для образцов алюминия различной пористости: сплош-
ные кривые – модель, точки – экспериментальные данные [42], штриховая линия – широкодиапазонная ударная
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расчетов по широкодиапазонным уравнениям со-
стояния [8–10, 12], можно оценить рабочий
диапазон настоящей модели: плотность –

 температура – до 20 кK, давление

ударного сжатия при  до 
Сравним настоящую модель с малопараметри-

ческим уравнением состояния [18, 19]. Как отме-
чается в [18, 19], эта модель справедлива в диапа-
зоне давления до  сжатия до двух раз,
температуры до нескольких тысяч градусов. Мо-

31.5 13 г см ,−
1m = 5~10 ГПа.

2~10 ГПа,

дель [18, 19] неприменима для области понижен-
ных плотностей (  относительно нормальной
плотности). Таким образом, по сравнению с ма-
лопараметрическим уравнением состояния [18, 19],
диапазон по плотности у настоящей модели уве-
личен в 3–4 раза, а максимальное давление –
на два-три порядка величины.

Разумеется, предлагаемое малопараметриче-
ское уравнение состояния не может обеспечить
диапазон и точность, характерную для современ-
ных широкодиапазонных уравнений состояния.
Настоящее уравнение состояния использует в ка-
честве опорного состояние конденсированного
вещества при стандартных условиях и основыва-
ется на моделях Дебая или твердого тела. В слу-
чае фазовых переходов, большого отклонения от
стандартного состояния конденсированного ве-
щества, данный подход может оказаться некор-
ректным. В частности, модель не учитывает эф-
фекты ангармонизма, уменьшение теплоемкости
вещества при экстремально больших температу-
рах, плавление, испарение, снятие вырождения
электронного газа и т.д.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Построено малопараметрическое уравнение
состояния алюминия, основанное на предложен-
ной зависимости коэффициента Грюнайзена от
удельного объема и температуры. Достоинство
настоящей модели состоит в малом количестве
произвольных допущений, термодинамической
согласованности, относительной простоте, пред-
сказуемости результатов. Это позволяет исполь-
зовать настоящее уравнение состояния при реше-
нии сложных задач физики высоких плотностей
энергии, где требования к модели включают в се-
бя непротиворечивость и простоту.
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