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Развита математическая теория построения интегральных преобразований для частично ограни-
ченных областей: пространство с внутренней цилиндрической полостью в цилиндрических коор-
динатах (радиальный поток теплоты); пространство с внутренней сферической полостью в сфери-
ческих координатах (центральная симметрия); пространство, ограниченное плоской поверхностью
в декартовых координатах. Предложены выражения для интегральных преобразований, изображе-
ний оператора Лапласа, обращений для изображений. Сформулированный подход отличается от
классической теории дифференциальных уравнений математической физики построения инте-
гральных преобразований с непрерывным спектром собственных значений, основанной на соот-
ветствующих сингулярных задачах Штурма–Лиувилля. В основе предлагаемого метода лежат опе-
рационные решения исходных краевых задач нестационарной теплопроводности с неоднородной
начальной функцией и однородными граничными условиями. Сформулированный подход позво-
лил одновременно развить метод функций Грина и построить интегральные представления анали-
тических решений краевых задач через функции Грина и неоднородности в основном уравнении и
краевых условиях задачи. Предложенные функциональные соотношения могут быть использованы
при рассмотрении многочисленных частных случаев практической теплофизики. Приведены при-
меры приложения представленных результатов в ряде областей науки и техники.
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ВВЕДЕНИЕ
Современные конструкционные материалы,

представляющие собой совокупность микро- или
наноструктурных материалов, называют струк-
турно-чувствительными. Создание таких матери-
алов с помощью нанотехнологий – важное на-
правление развития современного материалове-
дения, так как они обладают уникальными
физико-механическими свойствами, позволяю-
щими эффективно их использовать в конструк-
циях, подверженных высокоинтенсивным внеш-
ним воздействиям [1, 2]. Важным этапом в созда-
нии и использовании подобных материалов
является построение соответствующих математи-
ческих моделей, позволяющих описать их пове-
дение в широком диапазоне изменения внешних
нагружений. Общая методология построения и
исследования таких моделей еще далека от завер-
шения и требует дальнейшего развития. Это от-
носится в первую очередь к математическим
моделям ряда физических процессов, которые
базируются на принципе локального термодина-
мического равновесия и гипотезе сплошной сре-

ды [2]. В качестве составляющей в таких моделях
часто присутствует температурная часть в виде
соответствующей краевой задачи теплопровод-
ности в условиях нестационарного нагрева или
охлаждения.

Можно выделить широкий класс задач [3, 4], в
которых сочетание теплофизических свойств ма-
териалов, геометрических размеров конструкций
и интересующая исследователя тепловая реакция
тела касаются тонкого поверхностного слоя, на-
зываемого термическим. Даже в условиях высо-
ких скоростей поверхностного нагрева или охла-
ждения с удалением от граничной поверхности в
глубь тела температуры затухают, и это затухание
с увеличением глубины происходит так интен-
сивно, что температурное состояние твердого те-
ла оказывается заметным лишь в термическом
слое, в котором как раз и сосредоточено основное
количество теплоты, поглощенной во времена,
близкие к началу нагрева. Так как толщина по-
верхностного слоя мала по сравнению с размерами
тела, то в этих случаях твердое тело можно моде-
лировать полуограниченной областью, например
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упругим полупространством  Последнее
позволяет получать более наглядные и удобные с
точки зрения практического использования ана-
литические решения задач нестационарной теп-
лопроводности. В тех случаях, когда необходимо
учесть влияние кривизны поверхности твердого
тела на температуру в термическом слое, решает-
ся нестационарная задача теплопроводности для
пространства с внутренней цилиндрической по-
лостью или пространства с внутренней сфериче-
ской полостью. Специфика такого рода задач за-
ключается, с одной стороны, в относительной
простоте исходных математических моделей, с
другой – вычислительных трудностях реализации
принятой схемы получения искомого результата и
при этом очевидной значимостью применения
полученных соотношений в многочисленных
практических ситуациях [4]. Для частично огра-
ниченных областей наиболее перспективный
путь в разработке аналитических подходов при
изучении перечисленных случаев – развитие со-
ответствующей теории интегральных преобразо-
ваний.

Метод интегральных преобразований как для
ограниченных областей канонического типа
(пластина, цилиндр, шар), так и для частично
ограниченных областей незаменим при решении
аналитических линейных задач переноса (тепло-
ты и массы) с неоднородностями общего вида в
основном уравнении и краевых условиях (началь-
ном и граничных). Основное достоинство этого
метода – вычисление по несложному алгоритму,
включающему интегральное преобразование,
формулу обращения для него и изображение опе-
ратора Лапласа. Основы метода были заложены в
середине прошлого столетия в трудах Г.А. Грин-
берга [5], Н.С. Кошлякова [6], А.В. Лыкова [3].
Исторически этот метод, основанный на получе-
нии для спектральных задач собственных значе-
ний и собственных функций, возник позднее ме-
тода разделения переменных, а метод конечных
интегральных преобразований появился лишь
недавно (в середине 30-х гг. прошлого столетия).
В последующие годы данный метод получил
дальнейшее развитие как в теоретическом [7, 8],
так и в прикладном отношениях [9–11]. Несмотря
на достигнутые результаты в этой области, ряд во-
просов остается до сих пор малоизученным и тре-
бует дальнейшего рассмотрения. К ним относят-
ся: построение интегральных преобразований и
формул обращений для них в уравнениях парабо-
лического типа в области  с ра-
диальным потоком теплоты  (простран-
ство с внутренней цилиндрической полостью), в
области  в условиях централь-
ной симметрии  (пространство с внут-
ренней сферической полостью), в области

 с условием теплообмена на гра-
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нице области (пространство, ограниченное из-
нутри плоской поверхностью).

Традиционный подход на основе классиче-
ских представлений математической физики,
связанный со сложными вычислениями спек-
тральных функций задачи Штурма–Лиувилля [6, 9],
затрудняет построение как самого интегрального
преобразования, так и формулы обращения для
него. Решению этой проблемы посвящена насто-
ящая публикация. Излагается новый (самостоя-
тельный) подход построения таких преобразова-
ний и формул обращения для них, который основан
на предварительном нахождении операционного
решения исходной задачи с неоднородной на-
чальной функцией и однородными граничными
условиями. При этом значительно сокращаются
вычислительные затраты по сравнению с извест-
ными расчетными схемами [7–10], а в ряде случа-
ев использование предлагаемого подхода (в част-
ности, для области ) приводит к результатам,
неизвестным ранее.

ОБЛАСТЬ 
Исследование тепловой реакции на нагрев или

охлаждение массивного тела с внутренней ци-
линдрической полостью важно для многих при-
ложений: в частности, при изучении температур-
ного режима в стволе нефтяной скважины и зоны
оттаивания окружающих многолетнемерзлых по-
род для диагностики состояния скважин и выбо-
ра оптимального режима их эксплуатации; при
расчете периодически изменяющихся температур
(и соответствующих термических напряжений) в
стенках цилиндров паровых машин и двигателей
внутреннего сгорания; в теории волноводов при
исследовании влияния величины изменения попе-
речного сечения цилиндрического проводника на
температурную волну в окружающем пространстве;
при изучении распространения теплоты от проло-
женных в земле кабелей и труб; при изучении режи-
ма охлаждения шахт и т.д. (ссылки в [4]).

Несмотря на практическую важность, в тепло-
физике область указанной формы начали изучать
сравнительно недавно и к настоящему времени
соответствующий математический аппарат в тео-
рии интегральных преобразований развит совер-
шенно недостаточно. Отдельные простейшие
случаи при постоянных условиях нагрева изучал
Трантер [12]; Титчмарш [13] использовал инте-
грал Фурье–Ханкеля для первой краевой задачи;
Фатыхов и Смирнов [14] использовали обобщен-
ное интегральное преобразование Вебера для
второй краевой задачи; Аттетков и Волков [15]
анализировали собственные функции сингуляр-
ной задачи Штурма–Лиувилля для построения
теории при решении третьей краевой задачи.
В [16] автор рассмотрел теорию интегральных
преобразований для обобщенного уравнения не-
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КАРТАШОВ

стационарной теплопроводности в  (пластина,
цилиндр, шар), однако результат для третьей кра-
евой задачи требует уточнения.

Первая краевая задача. Развиваемый подход
вначале подробно рассмотрим для первой крае-
вой задачи вида

(1)

(2)
(3)

(4)
В пространстве изображений по Лапласу

 =  решение преобразо-
ванной задачи (1)–(4)

записывается как

(5)

где   – модифицированные функции
Бесселя. Для нахождения оригинала изображе-
ния (5) используем теорему обращения в виде
контурного интеграла Римана–Меллина [1]

(6)

При вычислении контурного интеграла (6) по
известной процедуре [1, 7] используются соотно-
шения для функций Бесселя вида

где   – функции Бесселя.
После ряда вычислений получается соотно-

шение

(7)
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где

При  из (7) находим

(8)

Полученное соотношение (8) можно записать как

(9)

если

(10)

Таким образом, на основании соотношений (9),
(10) можно сделать вывод о том, что построено
интегральное преобразование функции 

с формулой обращения

При этом изображение оператора справа в (1)
имеет вид

Вторая краевая задача. Операционное реше-
ние второй краевой задачи

имеет вид

1 0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ).r J r Y r Y r J rΨ λ = λ λ − λ λ
0t =

0

1
2 2
0 0 0 00

1

( )( )
( ) ( )

( ) ( ) .
r

rf r d
J r Y r

f d

∞

∞

Ψ λ= λ λ ×
λ + λ

× ρ Ψ λρ ρ ρ





1
2 2
0 0 0 00

( ) ( )( ) ,
( ) ( )
f rf r d

J r Y r

∞
λ Ψ λ= λ λ

λ + λ

0

1( ) ( ) ( ) .
r

f f d
∞

λ = ρ Ψ λρ ρ ρ

( , )T r t

0

1( , ) ( , ) ( )
r

T t T t d
∞

λ = ρ Ψ λρ ρ ρ

1
2 2
0 0 0 00

( , ) ( )( , ) .
( ) ( )

T t rT r t d
J r Y r

∞
λ Ψ λ= λ λ

λ + λ

0

0

1

2

( , ) ( )

2 ( , ) ( , ).

r

r r

T t d

T r t T t

∞

=

Δ ρ Ψ λρ ρ ρ =

= − − λ λ
π



0

2

02

00

0

1 , , 0,

( , )( , ) ( ), , 0,

0, ( , ) , , 0

t
r r

T T Ta r r t
t r rr

T r tT r t f r r r
r

t T r t r r t

=
=

 ∂ ∂ ∂= + > > ∂ ∂∂ 
∂= ≥ =

∂
> < ∞ ≥ ≥

0

0

0 0

0 0

1 0
0 0

1 0

1( , ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) .

( )

r

r

r

r

T r p I r p a f K p a d
a

K r p a f I p a d

I r p a
K r p a f K p a d

K r p a

∞

∞

= ρ ρ ρ ρ +


+ ρ ρ ρ ρ +

+ ρ ρ ρ ρ










ТЕПЛОФИЗИКА ВЫСОКИХ ТЕМПЕРАТУР  том 58  № 3  2020

АНАЛИТИЧЕСКИЕ ПОДХОДЫ К ИССЛЕДОВАНИЯМ 405

Повторяя приведенную выше схему вычисле-
ний, приходим к интегральному преобразованию
функции  для второй краевой задачи:

с формулой обращения

где

При этом  =  –

Третья краевая задача. Операционное решение
третьей краевой задачи

имеет вид

Аналогично предыдущим двум задачам находим
интегральное преобразование функции  для
случая третьей краевой задачи:

Формула обращения имеет вид
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при этом

Приведенными интегральными соотношени-
ями можно пользоваться при условии, что  –
функция с ограниченным изменением в окрест-
ности точки  и интеграл

абсолютно сходится.
Следующий этап исследований – запись инте-

гральных соотношений для аналитических реше-
ний краевых задач вида

(11)

(12)

(13)

(14)

Соотношение (13) содержит все три гранич-
ных условия при соответствующих значениях ко-
эффициентов  Ис-
пользуя подход, развитый автором в [1], прихо-
дим к искомому соотношению

(15)

Здесь  – функция Грина соответ-
ствующей краевой задачи (11)–(14), удовлетворя-
ющая условиям
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(16)

(17)

(18)

(19)

Развитая теория интегральных преобразова-
ний позволяет выписать все функции Грина на
основе решения задачи (16)–(19):
функция Грина первой краевой задачи (β1 = 0,

)

(20)

функция Грина второй краевой задачи (β1 = 1,
)

(21)

функция Грина третьей краевой задачи 

(22)

где  приведены выше.
Предложенные соотношения (15), (20)–(22) –

новые результаты в аналитической теории неста-
ционарного теплопереноса, практическая значи-
мость которых очевидна. Они могут быть исполь-
зованы в численных экспериментах для многих
частных случаев краевых функций в (11)–(14):
импульсных, пульсирующих, периодических,
апериодических, кусочно-постоянных и т.д. Ра-
зумеется, эти соображения не исключают прямо-
го применения развитой теории интегральных
преобразований, а только дополняют представ-
ленный математический аппарат для всесторон-
него изучения указанной области .

ОБЛАСТЬ 

Предлагаемые далее соотношения являются но-
выми в аналитической теплофизике для уравнения

(23)

для сферических координат в условиях централь-
ной симметрии. Применяя изложенную выше
методику для уравнения (23) с неоднородной на-
чальной функцией и однородными граничными
условиями, приходим к искомым соотношениям
в теории интегральных преобразований, включа-
ющим интегральное преобразование, формулу
обращения для него, изображение оператора Ла-
пласа  (справа в (23)).

Первая краевая задача:

(24)

(25)

Вторая краевая задача:
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Третья краевая задача:

Рассмотрим пример решения уравнения (23) с
начальной функцией   одно-
родным граничным условием   и
условием ограниченности   
С помощью (24), (25) приходим к задаче Коши

c начальным условием  где  –
изображение, записанное в виде (24). Находим

 и по формуле обращения записываем ис-
комый интеграл

(26)

Заметим, что решение задачи в виде (26) при-
ведено в [4]. Если для уравнения (23) задается гра-
ничное условие   то к правой ча-
сти (26) необходимо прибавить слагаемое

(27)
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В частности, при нулевой начальной темпера-
туре и постоянной температуре поверхности 
решение имеет вид

где  =   – функция Лапласа.
Традиционные подходы нахождения реше-

ния (26), (27) потребовали бы длительных гро-
моздких вычислений.

ОБЛАСТЬ 
Рассматривается теория интегральных преоб-

разований для указанной области в декартовых
координатах с условием теплообмена на границе
с учетом, что этот вопрос до сих пор не получил
отчетливого изложения. Выбор данной области с
граничным условием третьего рода имеет важное
значение для многих практических приложений [4],
в частности: в вопросах исследования нестацио-
нарного характера теплового слоя при пузырько-
вом кипении и турбулентном теплопереносе с по-
мощью модели проникновения; при изучении
процессов теплопроводности в рабочих лопатках
газовых турбин в одномерном пространственном
приближении; при исследовании температуры
коры Земли, периодически нагреваемой Солн-
цем; в теории автоматических систем регулиров-
ки температуры; при теплопередаче через тонкую
поверхностную пленку в условиях вынужденной
конвекции или излучения и т.д.

Пусть  – температурное поле в  –
начальная температура, h – коэффициент теп-
лообмена границы области со средой с температу-
рой  Введем безразмерные переменные

(28)

где   – масштабные величины.
Рассмотрим задачу

(29)

(30)

(31)

Как указывалось, принципиальным моментом
в развитии подхода является наличие в (31) одно-
родного граничного условия. После построения
интегрального преобразования формулы обраще-
ния для него и изображения оператора Лапласа
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указанное ограничение в (31) снимается. Предпо-
лагается также, что все функции в (28)–(31) до-
статочно гладкие и все формальные операции
оправданны. Введем новую функцию

(32)

Тогда имеем для нее задачу

(33)

(34)

(35)

(36)

Операционный метод приводит к решению за-
дачи (33)–(36) в виде
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Тогда решение (37) запишется в виде

(38)

Находим из (32), учитывая (31),

(39)

Подставляя (38) в (39) и вычисляя внутренние
интегралы, находим

(40)

При  из (40) приходим к важному соотно-
шению

(41)

В данном соотношении ядро интегральной фор-
мулы есть

Равенство (41) выражает следующую теорему:
если

(42)

является интегральным преобразованием функ-
ции  то формула обращения для преобра-
зования (42) имеет вид

(43)

При этом изображение оператора Лапласа в
уравнении (29) будет
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Таким образом, получены все необходимые
соотношения, а именно интегральное преобразо-
вание (42), формула обращения для него (43) и
изображение оператора Лапласа (44). Эти соот-
ношения позволяют записать точное аналитиче-
ское решение третьей краевой задачи для уравне-
ния (29) с заданными неоднородностями в виде
функций общего вида как в самом уравнении, так
и в краевых условиях задачи.

Интегральную формулу (41) перепишем в виде

и покажем ее справедливость иным подходом.
Имеем

При этом

если   [13]. Отсюда следует, что

В последнем равенстве использована теория
интегралов Фурье [17]. Разумеется, приведенны-
ми интегральными соотношениями (42)–(44)
можно пользоваться лишь при условии, что 
удовлетворяет условиям Дирихле в интервале

 и когда интеграл

(45)
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т.е. абсолютно сходится. Обратимся к решению
задачи (29)–(31) в виде (40), учитывая практиче-
скую направленность указанной задачи для мно-
гих приложений. Запишем (40) как

(46)

Рассмотрим в (46) случай, когда начальная
температура в (30) постоянна: 

 Здесь непосредственное применение при-
веденного интегрального преобразования невоз-
можно, так как не выполняется условие (45) для
начальной функции. Однако соотношение (46)
остается справедливым и для постоянной началь-
ной функции, так как наличие ядер экспонент
под знаком интеграла в (46) обеспечивает его схо-
димость. Находим
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Отсюда находим температуру на поверхности
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из чего следует, что по прошествии значительного
времени после начала охлаждения температуру по-
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КАРТАШОВ

Это решение можно выразить в виде функции
любых двух из следующих безразмерных парамет-
ров:    Любая из выбранных пар
обладает своим преимуществом.

На рисунке представлен график зависимости
 (47) от  для величин  равных

0.2, 0.6, 0.8, 1.0, 1.5. Указанный подход для чис-
ленных экспериментов на основе приведенных
соотношений весьма удобен для описания кине-
тики процесса наглядным образом. Важным
теоретическим вопросом, имеющим многочис-
ленные практические приложения, является на-
хождение интегрального представления аналити-
ческих решений общей задачи вида

(48)

(49)

(50)

(51)

Используя подход, развитый в [1], найдем ин-
тегральное представление для решения в виде

(52)
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Здесь  – функция Грина для тре-
тьей краевой задачи, удовлетворяющая условиям

 – дельта-функция Дирака. Интегральные
преобразования (42)–(44) приводят к следующе-
му выражению для функции Грина:

Соотношение (52) может быть использовано в
численных экспериментах для многих частных
случаев краевых функций в виде импульсных,
пульсирующих, периодических, апериодических,
кусочно-постоянных и других тепловых нагрузок
в исходной постановке третьей краевой задачи
(48)–(51) как для классических линейных поста-
новок в рамках градиентного закона Фурье,
включая модельные задачи и процессы как для
композиционных материалов, так и для волновых
уравнений [18–20]. Разумеется, при нахождении
соответствующего аналитического решения зада-
чи может быть использован каждый из приведен-
ных подходов и выбор метода решения определя-
ется лишь удобством вычислительной схемы.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Развит новый математический подход к по-

строению интегральных преобразований в ча-
стично ограниченных областях в декартовой,
цилиндрической и сферической системах коор-
динат. Рассмотрен метод функций Грина и пред-
ложено интегральное соотношение для аналити-
ческих решений краевых задач нестационарного
теплопереноса, содержащее многочисленные
частные случаи.
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