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Исследуется устойчивость слоя влажного воздуха, находящегося над нагретой поверхностью суши
или океана, при внезапном воздействии внутренних источников тепловыделения, зависящих от
давления и плотности. Для малых трехмерных возмущений во вращающейся атмосфере получено
дисперсионное уравнение. Оно содержит известные ранее волны – акустические, внутренние вол-
ны, волны Брента–Вяйсяля – и позволяет получить модифицированный критерий возникновения
конвективной неустойчивости. Это дисперсионное уравнение позволяет также исследовать влия-
ние внутренних тепловыделений на динамику возмущения в этих волнах, включая условия возник-
новения неустойчивости, генерируемой атмосферным электрическим разрядом. Учет новых рас-
сматриваемых эффектов может приводить к выявлению новых неустойчивостей и модифицировать
ранее известные. Предложенная система уравнений позволяет проводить численные расчеты вих-
ревых течений во влажном воздухе в приповерхностном слое и более детально исследовать механиз-
мы зарождения ураганов и торнадо.
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ВВЕДЕНИЕ
Различного типа волны, возникающие в неод-

нородной атмосфере Земли, начиная с работ
Гельмгольца, Кельвина, Рэлея и Лэмба, широко
обсуждаются в литературе [1–10]. Результаты, от-
носящиеся к внутренним гравитационным вол-
нам, подробно разобраны в [2]. Влияние вязкости
и теплопроводности на распространение волн в
атмосфере рассмотрено в [6] и [9], где исследова-
ние проводится для изотермической атмосферы.
Основным механизмом, учтенным в перечислен-
ных работах, приводящим к возникновению и
распространению возмущений, является неодно-
родность по высоте исходного стационарного фо-
на и наличие сдвига горизонтальной скорости
среды [2].

В данной работе анализируются динамические
процессы в сжимаемых средах, когда возникают
спонтанные источники тепловыделения (погло-
щения) , отсутствующие в стационарной,
неоднородной атмосфере Земли. Такими источ-
никами могут быть: а) примеси, находящиеся в
воздухе (газовая фаза) в виде твердых частичек
(льда) и жидких капель воды, которые приводят к
генерации фазовых переходов (испарение, кон-
денсация, сублимация); б) тепловыделение от ло-
кальных электрических разрядов, вызывающих

испарение влаги в разрядной стадии и ее конден-
сацию после окончания разряда. Подобные про-
цессы возникают при протекании различного ро-
да электрических разрядов включая молнии, ко-
гда протекание электрического тока приводит к
джоулеву нагреву и испарению большого количе-
ства влаги. Источником рассматриваемых возму-
щений могут быть также микрометеориты, влета-
ющие и сгорающие в плотных слоях атмосферы,
или взрывы спутников, ракет и т.п.

Целью данной работы является анализ влия-
ний спонтанных источников тепловыделения
на распространение волн и устойчивость стаци-
онарного состояния среды и получение анали-
тических формул, позволяющих оценить вре-
мена развития неустойчивостей в рамках воз-
мущений малой амплитуды. Представленная
система уравнений позволяет также проводить
численные расчеты динамики возмущений ко-
нечной амплитуды вихревых течений во влаж-
ном воздухе с учетом внутренних источников
различного типа, наличия сдвига горизонталь-
ной скорости среды, неколлинеарности стаци-
онарных профилей давления и плотности и бо-
лее детально исследовать механизмы зарожде-
ния торнадо.

( , )Q Pρ
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СТАЦИОНАРНЫЙ ФОН
Хорошо известно, что развитие возмущений

зависит не только от источников, генерирующих
эти возмущения, но и от вида стационарного фо-
на, на котором они развиваются [3, 11]. Рассмот-
рим устойчивость плоского бесконечно протя-
женного слоя толщиной h, заполненного влаж-
ным воздухом, относительно трехмерных малых
возмущений. В исходном стационарном состоя-
нии профили давления, температуры и плотности
неоднородны по высоте: . Ис-
следование выполняется в декартовой системе
координат: ось x направлена на восток, y – на се-
вер, z – к локальному зениту. В данном анализе
рассматриваются длинноволновые возмущения,
поэтому в пренебрежении вязкостью и теплопро-
водностью учитываются силы тяжести 
и Кориолиса  = . Здесь α –
широтный угол, Ω0 = 0.73 × 10–4 рад/с – угловая
скорость вращения Земли, ez – единичный вектор
вдоль вертикали к поверхности Земли.

В отличие от работы [10] стационарная среда
считается неподвижной (не учитывается зависи-
мость геопотенциала от координаты). Рассматри-
вается специальный случай, когда в стационар-
ном состоянии в среде выполняется силовое рав-
новесие

(1)

а связь между плотностью и давлением зависит
от вида протекающих в атмосфере процессов.

Процессы в атмосфере адиабатические S0 = const.
В этом случае при решении системы уравнений (1)

можно воспользоваться связью .

Тогда распределения давления, температуры и
плотности по высоте описываются следующими
уравнениями:

(2)

где g – ускорение силы тяжести,  – энтропия,
– показатель адиабаты,  – газовая постоян-

ная влажного воздуха.
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Процессы в неподвижной атмосфере не являют-

ся адиабатическими . В этом случае счита-

ется, что выполняется условие равновесия (1),
и из наблюдений известны распределения 

.
Считается, что в начальный момент времени в

неподвижной среде источники (стоки) тепловы-
деления  отсутствуют. Однако из-за

того, что  , при возникнове-

нии даже малых возмущений стационарного со-
стояния эти источники оказывают влияние на
состояние атмосферы.

СИСТЕМА УРАВНЕНИЙ 
ДЛЯ МАЛЫХ ВОЗМУЩЕНИЙ

При анализе устойчивости исходного стацио-
нарного состояния  зависимая переменная
представляется в виде суммы

где  – известное стационарное значение,
 – возмущения (далее знак ′ опускает-

ся). Без учета сдвига горизонтальной скорости те-
чения исходя из общей системы уравнений
сплошной среды и, ограничиваясь только линей-
ными по возмущениям членами, получим следу-
ющую систему уравнений для возмущений:

(3)

(4)

(5)

(6)

Если источники (стоки) тепловыделения 
зависят от давления и температуры, то их по-
прежнему можно свести к форме, приведенной
в (5), используя уравнение состояния (6).

Аналогично [6], выделяя в горизонтальной со-
ставляющей скорости потенциальную и вихре-
вую компоненты, можно записать поток массы в
следующем виде:

(7)
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Здесь  – неизвестные
функции, через которые, согласно (7), выража-
ются горизонтальные потоки массы.

Поиск решения системы уравнений (3)–(6)
осуществляется с помощью представления зави-
симости каждой функции  от координат
и времени в виде

Здесь  
 – координаты волнового вектора в

горизонтальной плоскости Земли. Представле-
ние зависимости решения системы (3)–(6) от
горизонтальных координат r в виде (8) –

 означает использование периодиче-
ских граничных условий по этим координатам.
С помощью уравнения состояния (6) можно вы-
разить возмущение температуры через возмуще-
ния давления и плотности. Затем, используя
уравнения (3)–(5), выразить все остальные функ-
ции через . Такой подход позволяет для длин-
новолновых возмущений свести анализ всей си-
стемы (3)–(5) к решению одного уравнения для
функции  (см. Приложение 1):

(8)

где

Уравнение (8) описывает ряд явлений в атмо-
сфере планеты, не изучавшихся ранее с учетом
спонтанных внутренних тепловыделений, отра-
жаемых параметрами . С точностью до ма-

лого параметра  слагаемым  в (8)

можно пренебречь, поэтому далее используется
уравнение
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(9)

Здесь , 

  – энтропия воздуха,

 – скорость звука,  – показатель адиа-
баты,  – газовая постоянная влажного воздуха.
Граничные условия для уравнения (9) зависят от
конкретной физической задачи.

Далее рассмотрим процессы в слое толщиной h,
находящемся над твердой поверхностью. Когда
нижняя граница непроницаема, а на верхней гра-
нице поток массы экстремален, уравнение (9) ре-
шается со следующими условиями:

(10)

В других режимах, когда на нижней границе
слоя происходит интенсивное испарение влаги
(например, поверхность океана), а верхняя гра-
ница непроницаема или возмущения на ней стре-
мятся к нулю, граничные условия сводятся к сле-
дующим:

или

где  – коэффициент массообмена, учитываю-
щий интенсивность образования потока массы на
водной поверхности.

Для анализа устойчивости перейдем к безраз-
мерным переменным:

(11)

и, опуская далее тильду над безразмерными пере-
менными, перепишем уравнение (8) и граничные
условия (10) в виде

(12)
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(13)

С заменой переменных 
уравнения (12), (13) сводятся к

(14)

(15)

где

Функции  можно определить, исполь-
зуя данные наблюдений о состоянии атмосферы.
Изменения по высоте профилей давления, тем-
пературы, плотности  и вели-

чин   зависят от состояния

атмосферы Земли и могут иметь разные значения
в различные сезоны и времена суток (Приложе-
ние 2). Для приближенных оценок можно вос-
пользоваться либо уравнениями (2), либо усред-
ненными по времени значениями (Приложение 2).
В общем случае коэффициенты уравнения (12)

( ,  ) и, следова-

тельно, (14) зависят от координаты . Однако при
выполнении неравенства

их в первом приближении можно принять посто-
янными. Если это неравенство не выполнено, то
при аналитическом решении задачи слой  разби-

вается на серию слоев : , так чтобы
внутри каждого слоя выполнялось условие

ДИСПЕРСИОННОЕ УРАВНЕНИЕ 
И АНАЛИЗ ЕГО КОРНЕЙ

Решение уравнения (14) представляется в виде

Из граничных условий (15) находим

Используя соотношение (18), находим диспер-
сионное уравнение

Учитывая, что в атмосфере Земли параметр

 мал, удобно провести переопре-

деление безразмерной частоты  и далее

использовать дисперсионное уравнение 
в виде

(16)

Корни дисперсионного уравнения (16), зави-
сящие от параметров задачи  и опре-
деляющие поведение возмущений во времени,
имеют простой вид

(17)

Данная формула позволяет описать целый ряд
процессов, происходящих во влажной, неодно-
родной по высоте атмосфере, и может быть ис-
пользована для анализа явлений в атмосферах
других планет Солнечной системы. Подчеркнем

еще раз, что в качестве внутренних источников
теплоты могут выступать не только процессы фа-
зовых переходов, но и поглощение или генерация
излучения, джоулев нагрев (когда в слое может
протекать электрический ток). Учет электриче-
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ского тока существенен для анализа устойчиво-
сти грозового облака [9].

Изменяя безразмерные переменные (11), мож-
но рассмотреть процессы с характерными време-
нами, различающимися на четыре порядка.

Далее исследуем ряд частных случаев для ха-
рактерных параметров атмосферы Земли (as ≈
≈ 320 м/с, h = 7000 м).

Тепловыделение и неоднородность температуры
и давления отсутствуют. Если тепловыделение

 и неоднородности темпера-
туры и давления отсутствуют , безразмер-
ные коэффициенты в (17) принимают вид

В этом случае с учетом  корни
дисперсионного уравнения (17) записываются
в виде

Первая мода колебания, записанная в размер-
ном виде:

(18)

описывает акустические колебания воздуха в слое
толщиной  при наличии силы тяжести.

Вторая мода, записанная в размерном виде:

при выполнении неравенств 

и  сводится к

(19)
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Мода ω2n описывает колебания однородного
слоя воздуха как целого под воздействием сил
Кориолиса.

Существование вращательной неустойчиво-
сти, отмеченной в [8]. При условиях 

 уравнение (9) сводится к уравне-
нию (11) работы [8], если в нем пренебречь изме-
нением скорости звука с высотой. Используя мо-
дельные представления о характере изменения
скорости звука с высотой, автор [8] получил ин-
кремент неустойчивости, названной вращательной:

(20)

Согласно [8] обнаруженная вращательная не-
устойчивость связана с изменением скорости зву-
ка с высотой, однако формулы (19) и (20) различа-
ются только множителем  и в (20) не входят ка-
кие-либо характеристики, связанные с
изменением скорости звука. Следует отметить,
что использованное автором выражение для ско-
рости звука (см. формулу (2) работы [8]) отлича-
ется от стандартного термодинамического выра-

жения . В состоянии ло-

кального термодинамического равновесия
скорость звука изменяется пропорционально

.
Если решить дифференциальное уравнение (11)

работы [8], пренебрегая изменением скорости
звука с высотой, то снова приходим к (19), демон-
стрирующей отсутствие вращательной неустой-
чивости, выявленной в [8].

Тепловыделения в неоднородной среде отсут-
ствуют. В этом случае не учитывается тепловыде-
ление, но принимаются во внимание неоднород-
ность температуры и давления по высоте. С учетом
характерных значений остальных безразмерных
параметров корни дисперсионного уравнения (17)
определяются выражением

При выполнении условий

(21)

корни уравнения (17) можно записать в удобном
для дальнейшего анализа виде
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Мода  аналогична соотношению (18) и
представляет собой акустические колебания воз-
духа в слое толщиной  при наличии силы тяже-
сти. Мода  демонстрирует влияние силы Ко-
риолиса на внутренние гравитационные волны и
условия возникновения конвекции. В частных

случаях  и  или 

эта мода в размерной форме имеет вид

и описывает внутренние гравитационные волны-
колебания Брента–Вяйсяля [2].

При условии

происходит нарастание возмущения – образуется
неустойчивость, связанная с возникновением
конвекции в атмосфере. Если данное неравен-
ство записать в другом виде, то условие возник-
новения конвекции сводится к хорошо известно-
му критерию Шварцшильда:

С учетом силы Кориолиса  из (21) усло-
вие возникновения неустойчивости атмосферы
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в пространстве параметров  представ-
ляет собой поверхность (“нейтральную кривую”),
отделяющую области устойчивости  +

 от областей неустойчивости 

:

(22)

На рис. 1 в пространстве параметров задачи (k, F)
показано поведение нейтральной кривой  =

, получаемой из условия .
При выполнении условий  

 критические значения волнового
числа  и величины  находятся из условия (22)
и имеют вид

Полученные здесь результаты хорошо демон-
стрируют влияние вращения атмосферы ( )
на возникновение конвекции в атмосфере. При

 критерий Шварцшильда  остается
необходимым, а достаточное условие принима-
ет вид

(23)
где

При 

и условие (23) сводится к критерию Шварцшильда.
Из неравенств (23) следует, что во вращаю-

щейся атмосфере  при  с ростом
градиента температуры  происходит ста-
билизация конвективной неустойчивости (рис. 1).

Данные об изменении параметра  в реальной ат-
мосфере, приведенные на рис. 2 (Приложение 2), по-
казывают, что условия для возникновения конвек-
тивной неустойчивости [2], связанной с неоднород-
ностью атмосферы , реализуются.

Учет вязкости  и теплопроводности
 в системе уравнений (3)–(6) приведет к

ограничению области неустойчивости ( ),
изображенной на рис. 1, в диапазоне больших
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Влияние тепловыделения и неоднородностей
температуры и давления на устойчивость атмосферы.
Рассмотрим более детально общий случай, в ко-
тором учитываются тепловыделения, связанные с
появлением источников возмущений. Такие про-
цессы возникают в атмосфере с неоднородностью
температуры и давления по высоте при испаре-
нии или конденсации влаги, при джоулевом на-
греве от электрического разряда. В таких процес-
сах вклад источников тепловыделения удовлетво-

ряет условию , и поэтому

с точностью до малого параметра можно рассмот-
реть случай, когда в системе (1), определяющей
исходные стационарные состояния ( ),
полагается , но в возмущениях

 . Анализ корней (17) диспер-

сионного уравнения (16) демонстрирует широкое
разнообразие в поведении возмущений в атмо-
сфере в зависимости от соотношения между па-
раметрами задачи .

В частном случае в данной задаче имеет место
принцип смены устойчивости. При W = const в
пятимерном пространстве параметров (F, χρ, χP, k, Λ)
существует поверхность, отделяющая области
устойчивости от областей неустойчивости. Эта
поверхность получается из условия

При Λ = const в двумерном пространстве (F, k)
нейтральная кривая 

изображена на рис. 1.

0
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Используя это условие и найденные корни
уравнения (16), можно рассчитать границу воз-
никновения неустойчивости атмосферы.

Чтобы кратко продемонстрировать влияние
тепловыделений, можно рассмотреть более де-
тально частный случай неподвижной атмосферы

, когда источник зависит только от давле-

ния:  . В этом

случае корни (17) дисперсионного уравнения (16)
принимают вид

(24)

Если выполняются условия

одна из мод является неустойчивой и возмущение
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Рис. 2. Изменение параметра F в атмосфере Земли в различные периоды времени.
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При условии  ин-

кремент не зависит от переменной :

При условии  эта

мода является неустойчивой и возмущение на-
растает с инкрементом:

Для этого случая инкремент зависит от пере-
менной  и ее рост параметра приводит к сниже-
нию инкремента.

Другая мода уравнения (24) соответствует ко-
лебаниям с частотами:

Рассмотрим два других конкретных примера
влияния тепловыделения на устойчивость неод-
нородной атмосферы.

1)   . Возмущения

создаются находящимися в воздухе в виде твер-
дых частичек (льда) и (или) жидких капель воды
примесями. В этом случае источниками возмуще-
ний являются фазовые переходы (испарение,
конденсация, сублимация) в атмосфере. В дан-
ном простейшем случае они могут быть представ-
лены в виде

Здесь  – влажность воздуха;  – давле-

ние водяных паров;  – давление насыщения
водяных паров;  – плотность влажного воздуха;

 – плотность паров воды;  – теплота парооб-
разования (конденсации), Дж/кг;  – газовая
постоянная влажного воздуха, Дж/(кг К).
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возникает неустойчивость, инкремент которой
может быть определен из уравнения (25). Если
наряду с неравенством (26) выполняются условия

то инкремент равен

При

для коротковолновых возмущений неустойчи-
вость развивается очень быстро.

2) Источником возмущений является джоулев
нагрев, генерируемый электрическим током ат-
мосферного электрического разряда [11, 12].

В этом случае источник возмущений может
быть представлен в виде

Здесь  – электропроводность воздуха,

 – средняя напряженность

электрического поля в разряде.
При развитии электрического разряда в атмо-

сфере электропроводность воздуха возникает не
только за счет ионизации атомов азота и кислоро-
да, но и из-за наличия в воздухе фрагментов,
содержащих щелочные металлы. В большинстве
важных случаев
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При электрическом разряде в атмосфере воз-
никают возмущения, инкремент которых равен

Отметим, что случаи  

 и  требуют специальных рас-

смотрений, которым посвящено отдельное ис-
следование с использованием дисперсионного
уравнения (16).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведено исследование устойчивости двух-
фазного слоя влажного воздуха, находящегося
над нагретой поверхностью суши или океана, с
учетом внутренних источников тепловыделения,
зависящих от давления и плотности.

Для малых трехмерных возмущений во враща-
ющейся атмосфере получено дисперсионное
уравнение, которое позволяет получить модифи-
цированный критерий возникновения конвек-
тивной неустойчивости. Показано, что во враща-
ющейся неоднородной атмосфере  при

 с ростом неоднородности – параметра
 – происходит стабилизация кон-

вективной неустойчивости.
Полученное дисперсионное уравнение позво-

ляет аналитически исследовать целый ряд частных
явлений, хорошо фиксируемых экспериментами
в лабораториях и наблюдаемых во вращающейся
атмосфере. В частности, удается проследить сов-
местные влияния неоднородности стационарно-
го профиля атмосферы и различного рода тепло-
выделений на волны в атмосфере.

Получены условия возникновения неустойчи-
востей, в которых источником возмущений явля-
ется джоулев нагрев, генерируемый током атмо-
сферного электрического разряда в воздухе, или
испарение и последующая конденсация влаги.
Показано, что учет тепловыделения может при-
водить как к регистрации новых неустойчиво-
стей, так и к модификации ранее известных.

Предложенная система уравнений позволяет
выполнять численные расчеты динамики возму-
щений конечной амплитуды вихревых течений во
влажном воздухе с учетом источников теплоты
различной природы и более детально исследовать
механизмы зарождения различного рода смерчей.
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ПРИЛОЖЕНИЕ 1

Вывод уравнения для функции ζ = ρ0w.
Уравнения изменения импульса (4) в проекции на оси 

могут быть представлены в виде

Решение этих уравнений может быть получено, если вы-
полнены условия

Данную систему уравнений можно разрешить, связав из-
менение каждой из функций  с давлением :

Входящее в уравнение энергии (5) слагаемое  удобно

преобразовать, используя уравнение состояния (6):

В результате уравнение (5) приводится к виду
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или

(27)

Функции  определяются уравнениями

где   – скорость звука.

Если решение системы уравнений (3)–(6) ищется в виде

то решение системы уравнений (3)–(5) разыскивается в
виде (7), и она сводится к пяти уравнениям для функций

.
Уравнение неразрывности (3) принимает вид

(28)

Уравнения движения (4) сводятся к

(29)
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Уравнение энергии (5) после преобразования (27) принима-
ет вид
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а уравнение (31) свести к виду

(32)

где
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Оператор

учитывает зависимость температуры (так как )

и комплекса  от координаты .

Без учета слагаемого  уравнение для функции  при-
нимает вид

Зная решение данного уравнения  из системы (28)–
(30), можно определить все остальные функции 

ПРИЛОЖЕНИЕ 2
Изменения параметра  в атмосфере Земли взяты по дан-

ным интернет-ресурса https://www. ventusky.com

Графики распределения параметра  –

 = , определяющего влияние градиен-

та давления и температуры, по высоте до 9 км зимой и весной
для разного времени суток приведены на рис. 2. Видно, что
градиент температуры по высоте практически всегда играет
преобладающую роль вне зависимости от времени года, высо-
ты и времени суток. На высоте до 1–2 км явно заметны макси-
мумы перепада температур, однако в дневное время около по-
верхности земли (z ≤ 0.5 км) распределение температуры вырав-
нивается, и тогда определяющим воздействием обладает
градиент давления.

Видно, что в среднем по высоте и по времени в теплое
время года градиент температуры оказывается меньшим, чем
в холодное время года. Поэтому в теплое время года в ниж-
них слоях атмосферы, согласно дисперсионному уравне-
нию (16), перепады давления будут появляться чаще и вли-
ять сильнее на устойчивость атмосферы.
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