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На основе решения граничной обратной задачи теплопроводности предложена методика расчета
коэффициента теплоотдачи и температуры стационарного газового потока по измерению темпера-
туры материала теплоизолированной пластины. В методике не используется сглаживание и числен-
ное дифференцирование экспериментальных данных. Дан анализ коэффициентов чувствительности
решения к изменению параметров конвективного теплообмена. Определен временнóй диапазон,
внутри которого регистрация экспериментальных данных оказывается наиболее информативной
для определения искомых параметров с наименьшим влиянием погрешности измерений. Примене-
ние методики не требует выбора режима нагрева материала и позволяет повысить точность опреде-
ления параметров конвективного теплообмена.
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ВВЕДЕНИЕ
Решение задач теплового проектирования

конструкций при воздействии высокоэнтальпий-
ных газовых потоков на теплозащитные материалы
требует знания основных параметров конвектив-
ного теплообмена – коэффициента теплоотдачи αe
и температуры потока Te [1]. Коэффициент теп-
лоотдачи характеризует интенсивность теплооб-
мена между поверхностью тела и окружающей
средой и представляет собой коэффициент про-
порциональности в законе Ньютона–Рихмана
для конвективного теплового потока [2]. Он игра-
ет важную роль в инженерных приложениях и
позволяет описание сопряженных процессов пе-
реноса тепла в обтекаемом газе и твердом теле
разделить на решение двух самостоятельных от-
дельных задач [3]. На основе знания коэффици-
ента теплоотдачи в граничном условии третьего
рода для уравнения теплопроводности в твердом
теле осуществляется расчет теплового состояния
конструкции [2].

В отличие от температуры, являющейся тер-
модинамической величиной, коэффициент теп-
лоотдачи напрямую нельзя измерить инструмен-
тальными методами. Он сложным образом зави-
сит от большого количества параметров, поэтому
отсутствуют строгие аналитические зависимости
для его расчета на основе уравнений конвектив-
ного теплопереноса. На практике коэффициент

теплоотдачи обычно определяется из критери-
альных уравнений, полученных преобразованием
определяющих дифференциальных уравнений
методами теории подобия. С их помощью обоб-
щаются многочисленные экспериментальные
данные для ряда канонических ситуаций по обте-
каемому твердому телу и теплоносителю. Такого
рода зависимости приводятся в справочной лите-
ратуре по теплообмену [3].

Однако использование известных критериаль-
ных зависимостей для чисел Нуссельта, на основе
которых рассчитывается коэффициент теплоот-
дачи, зачастую приводит к значительным по-
грешностям, так как реальные ситуации тепло-
вых воздействий на материалы и конструкции,
как правило, далеки от канонических. Поэтому с
целью более достоверного определения тепловых
потоков проводятся экспериментальные иссле-
дования в лабораторных, стендовых или реаль-
ных условиях эксплуатации, основанные на из-
мерениях температурных полей в материале и их
последующей обработке для определения локаль-
ных или средних коэффициентов теплоотдачи.

Следует иметь в виду, что любые эксперимен-
тальные измерения содержат погрешность, по-
этому при их обработке нежелательно использо-
вание операции численного дифференцирования
из-за ее неустойчивости к возмущению исходных
данных. Предварительное сглаживание также

УДК 536.2+510.5



ТЕПЛОФИЗИКА ВЫСОКИХ ТЕМПЕРАТУР  том 59  № 1  2021

ОПРЕДЕЛЕНИЕ КОЭФФИЦИЕНТА ТЕПЛООТДАЧИ 141

приводит к их искажению и вносит дополнитель-
ную погрешность в решение.

В этой связи актуальным является вопрос
определения параметров конвективного теплооб-
мена по температурным измерениям на основе
решения граничных обратных задач теплопро-
водности (ОЗТ) [4–6]. Необходимость примене-
ния ОЗТ обусловлена широким кругом приложе-
ний в различных областях науки и техники, и в
ряде случаев они являются единственным сред-
ством получения информации. Обзор исследова-
ний по проблемам и методам решения ОЗТ, а так-
же их различным приложениям можно найти в
работах [4–13].

Численная методика решения нелинейной
граничной обратной задачи теплопроводности в
экстремальной постановке развита в работе [14].
В ней в рамках общего одномерного подхода к
описанию задачи численным образом рассмотре-
но определение нестационарного коэффициента
теплоотдачи при смачивании нагретых поверхно-
стей.

В [15] для диагностики стационарных газовых
потоков предложена методика определения пара-
метров конвективного теплообмена на основе ре-
шения граничной ОЗТ в приближении полубес-
конечного тела. Это накладывает определенные
ограничения на время теплового воздействия и
необходимую толщину образца, так как тепловая
волна не должна достигать его тыльной поверх-
ности. Учет толщины образца в тепловом процес-
се позволяет снять ограничения и расширить воз-
можности эксперимента по диагностике воздей-
ствия высокоэнтальпийного газового потока на
теплозащитные материалы.

Цель данной работы – дальнейшее развитие
методики расчета параметров конвективного теп-
лообмена [15] для повышения точности их опре-
деления по измерениям температуры материала
теплоизолированной пластины на основе реше-
ния граничной ОЗТ.

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим конвективный нагрев термически
инертного образца в виде неограниченной пла-
стины толщиной h стационарным потоком газа с
температурой Te и коэффициентом теплоотдачи αe
(рис. 1). Тыльная сторона пластины является
теплоизолированной, теплофизические свойства
материала постоянны. Математическая поста-
новка задачи нагрева образца для рассматривае-
мого случая имеет вид [2, 16]

(1)

(2)

(3)

(4)

Уравнение (1) описывает тепловое состояние
инертного материала с начальным условием (2),
краевым условием на наружной (3) и тыльной (4)
поверхностях пластины. Здесь T – температура,
t – время, y – координата, направленная в глубь
образца, ρ – плотность, c – теплоемкость, λ – ко-
эффициент теплопроводности материала; индексы:
e – набегающий поток, 0 – начальные условия.

Определение температурной зависимости T(y, t)
на основе решения уравнения (1) при известных
параметрах конвективного теплообмена Te, αe
представляет собой прямую задачу теплопровод-
ности.

Пусть в результате проведения теплофизиче-
ского эксперимента получены значения темпера-
туры Y(yj, ti,j) в различные моменты времени ti,j, 1 ≤
≤ i ≤ Nj, 1 ≤ j ≤ M, где Nj – число точек измерений
по времени для j датчика с координатой yj, M –
число датчиков. Восстановление параметров {αe, Te}
по известным экспериментальным значениям
температуры Y(yj, ti,j) составляет суть граничной
обратной задачи теплопроводности [4–6].

Краевая задача (1)–(4) имеет аналитическое
решение [2, 16], которое записывается в виде
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Рис. 1. Схема нагрева образца потоком газа: 1 – обра-
зец, 2 – датчики температуры на глубине yj, 3 – стаци-
онарный поток газа с температурой Te и коэффици-
ентом теплоотдачи αe, h – толщина пластины.
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Здесь θ, η – безразмерные температура и коор-
дината; Fo – число Фурье (безразмерное время);
Bi – критерий Био; An – амплитудный множи-
тель; μn – корни характеристического уравне-
ния (6). Для выполнения практических инженер-
ных расчетов номограммы зависимости темпера-
туры θ(η, Fo, Bi) для наружной (η = 0) и тыльной
поверхностей (η = 1) пластины достаточно по-
дробно представлены в литературе [2, 17]. Графи-
ки зависимости θ(0, Fo, Bi) и θ(1, Fo, Bi) для ука-
занных поверхностей пластины при различных
значениях Bi в диапазоне 0.1 < Bi < 5 показаны на
рис. 2. Видно, что для тыльной поверхности име-
ет место сдвиг температурных кривых по числу
Fo, обусловленный требуемым временем про-
хождения температурной волны по толщине пла-
стины.

Корни μn характеристического уравнения (6)
являются положительными и строго возрастаю-
щими, поэтому с ростом времени при Fo > 0.55 [2]
все члены ряда (5) становятся малыми по сравне-
нию с первым. В этом случае решение (5) упро-
щается и принимает вид

Данная стадия нагрева соответствует наступ-
лению регулярного теплового режима, при кото-
ром зависимость между (Te – T) и временем t в
любой точке пластины описывается простой экс-
понентой, а зависимость ln(Te – T) от времени t
имеет вид прямой. Такой характер поведения ло-
кального решения послужил основой для разра-
ботки приближенных методов расчета коэффи-
циента теплоотдачи αe [18] и успешно применяет-
ся на практике в настоящее время.

2
1 1 1( ,Fo,Bi) 1 cos[ (1 )]exp( Fo).Aθ η = − μ − η −μ

Однако следует заметить, что c увеличением
числа Fo возрастает и влияние тепловых потерь
на результаты измерений, которые трудно избе-
жать в теплофизическом эксперименте. Поэтому
при его постановке предпочтительны малые вре-
мена измерений, где для правильного расчета
температуры требуется применение общего вида
решения (5).

Несмотря на довольно сложную структуру (5)
и необходимость решения трансцендентного
уравнения (6), выражение (5) является точным, а
не приближенным. Причем это преимущество
имеет место и по отношению к численным мето-
дам решения прямой задачи (1)−(4) ввиду нали-
чия в них ошибок аппроксимации. Следователь-
но, прямое использование (5) при решении ОЗТ
позволяет повысить точность обработки резуль-
татов теплофизического эксперимента без выде-
ления стадии нагрева (начальной, переходной,
регулярной) и необходимого диапазона чисел
Фурье (Fo).

КОЭФФИЦИЕНТЫ ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТИ 
И ИХ АНАЛИЗ

Для планирования эксперимента необходимо
знать оптимальное время, при котором экспери-
ментальные данные содержат максимум инфор-
мации об искомых параметрах, а влияние по-
грешности измерений на значения минимально.
Математически это соответствует координате
максимума производной от решения по искомо-
му параметру.

Рассмотрим безразмерные коэффициенты чув-
ствительности ZTe, ZBi решения (5) к изменению
параметров Te и Bi (коэффициента теплоотдачи αe)

Рис. 2. Безразмерная температура наружной θ(0, Fo, Bi) (а) и тыльной θ(1, Fo, Bi) (б) поверхностей пластины в зави-
симости от времени Fo при различных значениях параметра Bi: 1 – Bi = 0.1, 2 – 0.5, 3 – 1, 4 – 5.
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[4, 6]. Взяв соответствующие производные по
этим параметрам, получим

(7)

(8)

Графики зависимостей ZBi, ZTe от числа Fo для
наружной (η = 0) и тыльной (η = 1) поверхности
пластины при различных значениях Bi приведе-
ны на рис. 3. Чем выше значения этих коэффици-
ентов, тем точнее при данном уровне погрешности
измерений можно определить искомый параметр.
И наоборот, малая величина этих коэффициен-
тов означает слабый отклик решения на измене-
ние данных параметров и, следовательно, прак-
тическую трудность и высокую погрешность их
определения из граничной обратной задачи теп-
лообмена.

Из рисунка видно, что коэффициент чувстви-
тельности ZTe увеличивается с ростом числа Fo,
поэтому для определения температуры газового
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потока Te предпочтительны большие времена.
В противоположность этому зависимость ZBi
имеет немонотонный характер с наличием мак-
симума, положение и уровень которого зависит
от числа Bi. Он находится из условия

, либо графически. Соответствую-
щие значения ZBi(Fomax), θ(Fomax) для различных
чисел Bi приведены в табл. 1. Из нее видно, что
при Bi > 1 резко падает уровень коэффициента
чувствительности ZBi, что осложняет решение
граничной ОЗТ. Поэтому при постановке тепло-
физического эксперимента по определению ко-
эффициента теплоотдачи αe предпочтение следу-
ет отдавать случаям с Bi < 1.

Значение безразмерной температуры θ(Fomax)
в точке максимума коэффициента чувствитель-
ности ZBi(Fomax) при различных Bi согласно табл. 1
меняется довольно слабо. Для наружной поверх-
ности (η = 0) пластины оно находится в диапазо-
не от 0.52 до 0.63, для тыльной поверхности –
от 0.6 до 0.63 при изменении Bi в широких пределах
0.5 < Bi < 5. Полученные данные дают представле-
ние о времени и точках на температурной кривой,
которые несут в себе максимум информации о
коэффициенте теплоотдачи. Влияние погрешно-
сти измерений здесь также будет минимальным.
Таким образом, экспериментальная информация
для восстановления αe представляет наибольший
практический интерес в окрестности точки мак-
симума зависимости ZBi.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ 
КОНВЕКТИВНОГО ТЕПЛООБМЕНА

Рассмотрим общий случай определения αe, Te
по экспериментальным значениям температуры
Y(yj, ti,j) в моменты времени ti,j для M датчиков с

Bi Fo 0Z∂ ∂ =

Рис. 3. Коэффициенты чувствительности ZTe и ZBi в зависимости от времени Fo для наружной (а) и тыльной (б) поверхно-
сти пластины при различных значениях параметра Bi: (а) – η = 0, (б) – η = 1; 1–3 – ZTe, 1'–3' – ZBi для Bi = 0.5, 1, 5.
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координатами yj (1 ≤ j ≤ M). Математически гра-
ничная обратная задача сводится к минимизации
суммы квадратов отклонений эксперименталь-
ных значений Y(yj, ti,j) от расчетных T(yj, ti,j) в из-
меренных точках по времени для всех датчиков:

(9)

Используя условие минимума функционала (9),
получим систему нормальных нелинейных урав-
нений метода наименьших квадратов [6, 19] для
определения неизвестных {Bi, Te}(так как αe вхо-
дит множителем в Bi):

(10)

Входящие в (10) сомножители в круглых скоб-
ках представляют собой рассмотренные выше ко-
эффициенты чувствительности (7), (8) решения в
соответствующих точках по времени. Они играют
роль весовых множителей при невязке между экс-
периментальными и расчетными значениями.
В частном случае, когда температура потока Te яв-
ляется известной, в (10) остается одно уравнение
для определения Bi. Решение системы уравне-
ний (10) осуществлялось численным образом.
Следует отметить, что в предложенной методике
используются только дискретные измерения тем-
пературы и ни на одном из ее этапов не применя-
ется численное дифференцирование и сглажива-
ние экспериментальной зависимости Y(yj, ti,j),
влияющее на результат решения ОЗТ.
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ПРИМЕРЫ ПРИМЕНЕНИЯ МЕТОДИКИ

Рассмотрим конвективный нагрев инертного
материала с начальной температурой T0 = 0°C.
Пусть параметры стационарного газового потока
составляют Te = 1000°C, αe = 100 Вт/(м2 K); тепло-
физические характеристики материала: ρ =
= 100 кг/м3, λ = 0.1 Вт/(м K), c = 1000 Дж/(кг K)
[15], толщина пластины h = 5 мм. При данных
теплофизических характеристиках материала
пластины коэффициент температуропроводно-
сти составляет a = 10–6 м2/c, критерий Biexact = 5,
число Fo = t/25, где t – время в с. Приведенный
выше анализ показывает, что при указанном зна-
чении Bi коэффициент чувствительности ZBi име-
ет низкий уровень и пример является достаточно
трудным для решения граничной ОЗТ.

Рассмотрим показания одиночного датчика на
поверхности тела (рис. 4). Возьмем несколько
произвольных значений времени измерений ti =
= {0.2, 0.6, 0.8, 1.0, 1.2} с, что в безразмерном виде
соответствует числам Foi = {0.008, 0.024, 0.032,
0.04, 0.048}. В качестве “экспериментальных”
значений Yi(yj, ti) здесь и ниже будем использовать
возмущенные значения точного решения Texact(yj, ti)
с относительной погрешностью ε, вычисленные
по формуле Yi,j(yj, ti) = Texact(yj, ti)(1 ± ε). Учитыва-
лась несимметричная ошибка в исходных дан-
ных. На рис. 4 кривой 1 показано точное реше-
ние, дискретные экспериментальные значения
температуры с различной погрешностью от теку-
щих значений указаны значками. Так как коэф-
фициент теплоотдачи αe входит в критерий Bi, то
при решении ОЗТ восстанавливалось его значение.

Результаты решения ОЗТ на основе численной
реализации системы (10) отнесены к своим точ-
ным значениям (Te)exact, Biexact и приведены в табл. 2.
В последнем столбце рассмотрен случай опреде-
ления Bi при известной температуре потока Te на
основе решения одного уравнения в (10). Видно,
что при отсутствии погрешности в исходных дан-
ных (ε = 0) параметры Bi, Te восстанавливаются
точно. Наличие ошибки в измерениях, в том числе
достаточно высокой в 10% (ε = 0.1) и 20% (ε = 0.2)
не увеличивает погрешность решения граничной

Таблица 1. Координата Fomax максимума коэффициента чувствительности ZBi(Fomax) для наружной (η = 0)
и тыльной (η = 1) поверхностей пластины при различных значениях Bi

Bi
η = 0 η = 1

Fomax ZBi(Fomax) θ(Fomax) Fomax ZBi(Fomax) θ(Fomax)

0.5 1.91 0.64 0.62 2.49 0.63 0.63
1 0.81 0.29 0.60 1.49 0.27 0.63
3 0.08 0.09 0.53 0.80 0.06 0.61
5 0.03 0.06 0.52 0.65 0.03 0.60
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ОЗТ. Из таблицы видно, что один искомый пара-
метр Bi восстанавливается с большей точностью,
чем два {Bi, Te}. Близость кривых 2, 3 на рис. 4 к

точному решению 1 с использованием восстанов-
ленных значений {Bi, Te} при ε = 0.1 и 0.2 (см.
табл. 2) показывает хорошую точность и устойчи-
вость методики к погрешности исходных данных.

Для датчиков, размещенных внутри (η = 0.4) и
на тыльной поверхности (η = 1) пластины, ис-
пользовались более поздние времена измерений
ti = {6, 10, 12, 14, 16} с и ti = {10, 14, 16, 18, 20} с, ко-
торые по числу Fo составляют значения Foi =
= {0.24, 0.4, 0.48, 0.56, 0.64} и Foi = {0.4, 0.56, 0.64,
0.72, 0.8} соответственно. Результаты решения
ОЗТ представлены в табл. 3 и 4, а для тыльной по-
верхности пластины показаны на рис. 5. Из таб-
лиц (последний столбец) следует, что точность
восстановления параметра Bi для заглубленных
датчиков по сравнению с наружной поверхно-
стью (табл. 2) заметно снижается. То же самое от-
носится и к случаю одновременного определения
двух параметров {Bi, Te}. Необходимо отметить,
что погрешность исходных данных в 20% (ε = 0.2)
все-таки является избыточной, так как реальная
ошибка измерений в экспериментах находится на
уровне 5–10% (ε ≈ 0.05–0.1). Тем не менее мето-
дика позволяет получать приемлемые результаты
даже в этом случае, что подтверждается ходом
кривых 2, 3 температуры на рис. 5 с использова-
нием восстановленных значений параметров {Bi, Te}
из табл. 4. Во всех случаях точность определения
температуры среды Te выше, чем параметра Bi
(коэффициента теплоотдачи), что находится в
полном соответствии с анализом коэффициентов
чувствительности.

Представляет интерес совместное использова-
ние показаний датчиков для рассмотренных вы-
ше случаев при решении граничной ОЗТ, так как
это увеличивает количество независимых точек
измерений в различные моменты времени. Ре-
зультаты расчетов приведены в табл. 5–7, а в слу-
чае размещения двух датчиков на наружной и
тыльной поверхностях показаны на рис. 6. Кри-
вые 2, 3 и 2 ', 3 ' на рис. 6, полученные с использо-
ванием восстановленных значений {Bi, Te} (табл. 6),
воспроизводят точное решение 1 и 1 ', что говорит
о хорошей точности их определения. Практиче-
ски важно, что вполне приемлемый результат до-
стигается и при использовании датчиков на внут-
ренней и тыльной поверхностях (табл. 7). Таким

Рис. 4. Температура наружной поверхности пластины
(одиночный датчик): 1 – точные; 2, 3 – восстановлен-
ные значения температуры при ε = 0.1 и 0.2; 4, 5 – экс-
периментальные данные с относительной погрешно-
стью ε = 0.1 и 0.2.
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Таблица 2. Решение граничной ОЗТ: датчик на наруж-
ной поверхности пластины (η = 0)

ε {Te/(Te)exact, Bi/Biexact} Bi/Biexact

0 {1.0, 1.0} 1.0
0.05 {0.997, 1.02} 1.01
0.10 {0.994, 1.04} 1.03
0.20 {0.983, 1.10} 1.06

Рис. 5. Температура тыльной поверхности пластины
(одиночный датчик): 1–5 – то же, что на рис. 4.
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Таблица 3. Решение ОЗТ: датчик внутри пластины на
глубине (η = 0.4)

ε {Te/(Te)exact, Bi/Biexact} Bi/Biexact

0 {1.0, 1.0} 1.0
0.05 {1.01, 0.98} 1.04
0.10 {1.03, 0.96} 1.08
0.20 {1.05, 0.92} 1.17
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образом, совместное использование показаний
нескольких датчиков в различные моменты вре-
мени стабилизирует ошибки измерений, повы-
шает информативность и точность идентифика-
ции параметров {Bi, Te} конвективного теплооб-
мена.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Предложена методика определения коэффи-
циента теплоотдачи αe и температуры Te стацио-

нарного газового потока по дискретным измере-
ниям температуры материала теплоизолированной
пластины, не содержащая операций численного
дифференцирования и сглаживания эксперимен-
тальных данных.

На основе анализа коэффициентов чувстви-
тельности решения к изменению искомых пара-
метров определен наиболее информативный вре-
меннóй диапазон, внутри которого влияние по-
грешности измерений на значения параметров
минимально, что очень важно для планирования
и постановки теплофизического эксперимента.

Предложенная методика обработки данных
проиллюстрирована на примерах возмущенных
показаний датчиков, размещенных на наружной,
внутренней и тыльной поверхностях пластины.
Полученные результаты показывают, что методи-
ка устойчива к погрешности исходных данных, не
требует их сглаживания, выбора диапазона изме-
рений по числу Фурье и позволяет повысить точ-
ность решения граничной обратной задачи теп-
лопроводности по определению параметров кон-
вективного теплообмена.
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Рис. 6. Температура наружной и тыльной поверхно-
стей пластины (два датчика): 1, 1' – точные; 2, 2 ' и 3,
3 ' – восстановленные значения температуры при
ε = 0.1 и 0.2; 4, 5 – экспериментальные данные с отно-
сительной погрешностью ε = 0.1 и 0.2.
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