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Разработана программа моделирования кинетики газового разряда с учетом временнóй эволюции
функции распределения электронов по энергиям на примере СВЧ-разряда в режиме электронно-
циклотронного резонанса в молекулярном дейтерии. Модель включает в себя усредненное нагрева-
ющее действие СВЧ-поля при циклотронном резонансе, упругие соударения электронов с электро-
нами и тяжелыми компонентами разряда, а также неупругие реакции возбуждения и превращения.
Программа учитывает временнýю эволюцию функции распределения электронов под действием
указанных процессов, для чего разработан алгоритм, изменяющий границы расчетного диапазона
функции распределения в зависимости от ее текущих значений, что позволяет рассматривать ее из-
менения в широком энергетическом диапазоне. Выработаны условия, определяющие точность ра-
боты данного алгоритма, и приведена динамика погрешности счета при вариации параметров этих
условий. Показана адекватность и достоверность получаемых в модели результатов, оцененная как
по величинам вносимых погрешностей, так и при сравнении со сторонними моделями.
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ВВЕДЕНИЕ

Определение динамики протекания кинетиче-
ских процессов в плазме газового разряда являет-
ся действенным инструментом при разработке
различных плазменных приборов, таких как газо-
разрядные лазеры, ионные источники и пр. Для
этого могут использоваться математические мо-
дели различной степени сложности, включаю-
щие в себя те или иные приближения, выбор
между которыми зависит от условий каждой кон-
кретной задачи. Самый простой метод анализа
кинетики газового разряда заключается в рас-
смотрении системы дифференциальных уравне-
ний относительно концентрации плазменных
компонент в приближении локального термоди-
намического равновесия и при постоянных тем-
пературах этих компонент [1]. Такая модель дает
возможность оценить скорость развития разряда,
его состав, а также значения кинетических коэф-
фициентов, но ее применимость серьезно огра-
ничена первоначальными приближениями. Сле-
дующим шагом на пути усложнения расчета газо-
разрядной кинетики является учет заселенности
энергетических уровней рабочего газа [2–4]. Та-
кие модели используются при разработке газовых

лазеров, интерпретации спектроскопических ис-
следований и пр. Основное ограничение в приме-
нении этих моделей связано с использованием
постоянных значений концентрации или темпе-
ратуры электронной компоненты плазмы, иными
словами, в квазистационарном приближении.
Встречаются также и более сложные варианты
моделирования заселенности энергетических уров-
ней, учитывающие функцию распределения (ФР)
электронов по энергиям. Тем не менее уравнение
Больцмана в них решается также в условии ста-
ционара [5, 6]. Нестационарное решение уравне-
ния Больцмана встречается в работах [7–10], где
оно используется для исследования заселенности
энергетических уровней газа, а также для рас-
смотрения процесса релаксации плазмы после
окончания разряда. Данные модели применяют-
ся в областях, посвященных газовым лазерам, ме-
дицинским генераторам плазмы, системам поджига
и пр. Однако оставление за рамками моделей
процессов нагрева заряженных частиц электро-
магнитными полями, передачи энергии между
компонентами плазмы, а также их превращений
все еще не позволяет в полной мере исследовать
переходные процессы в плазме газового разряда.
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Создание математической модели, способной
учитывать перечисленные выше процессы вместе
с решением той или иной кинетической схемы,
расширит возможности теоретического исследо-
вания различных газовых разрядов. Несмотря на
общий характер поставленной задачи, она посвя-
щена вполне конкретной проблеме описания раз-
вития СВЧ-разряда, зажигаемого в дейтерии в ре-
жиме электронно-циклотронного резонанса (ЭЦР)
[11, 12], что сводит общий механизм взаимодей-
ствия электрического поля с компонентами плаз-
мы к вполне конкретному, описанному там же.
Таким образом, представленная авторами разра-
ботка программы математического моделирова-
ния кинетики плазмы газового разряда с учетом
временнóй эволюции ФР электронов по энерги-
ям будет проводиться на примере СВЧ-разряда в
дейтериевом газе в режиме ЭЦР. По этой же при-
чине здесь пока не требуется рассмотрение засе-
ленности различных энергетических уровней
атомов и молекул разряда.

ФИЗИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ
В общем случае для описания динамики раз-

вития газового разряда необходимо совместно
решить систему кинетических уравнений, со-
ставленных для каждой из его компонент i = 1,
2, …, k [13]:

(1)

где fi(t, r, p) – ФР соответствующей компоненты
разряда, F – внешняя сила, Stfi(t, r, p) – интеграл
столкновений, k – общее число компонент.

Однако решение подобной системы является
весьма нетривиальной задачей, к тому же получа-
емая при этом информация зачастую избыточна.
В этом случае следует переходить от общей ФР
к зависимости только от обобщенного импульса,
заменяя усредненную часть макроскопическими
уравнениями относительно концентрации, в ре-
зультате чего система (1) преобразуется следую-
щим образом:

(2)

где Ni(t, r) – функция, определяющая изменение
соответствующей концентрации.

При использовании системы уравнений (2)
для описания динамики плазмы избыточным
можно считать и представление ее тяжелых ком-
понент в форме ФР. Дело в том, что электроны
в разряде являются наиболее активной составля-
ющей, которая интенсивнее взаимодействует как
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с электромагнитными полями, так и с тяжелыми
частицами, и именно электроны преимуществен-
но определяют эволюцию состояний плазмы. Та-
ким образом, при ее описании целесообразно
оставлять уравнение относительно ФР по обоб-
щенным импульсам только для электронной ком-
поненты, а для тяжелых компонент – преобразо-
вывать относительно величины средней энергии
(температуры):

(3)

где wi(t) – средняя энергия (температура) тяжелой
компоненты, Wi(t) – скорость изменения ее
энергии.

Переходя к рассматриваемому в данной работе
СВЧ-разряду c ЭЦР, приходится использовать
нульмерную геометрию, что обусловлено ограни-
чением доступных вычислительных мощностей
и заключается в переходе от ФР электронов по
компонентам обобщенного импульса к распреде-
лению по энергии, а также к исключению про-
странственной зависимости для концентрации
и средней энергии компонент разряда. Далее не-
обходимо определить вид фигурирующих в (3)

функций Ste f(t, E), Ni(t), Wi(t) и 

Интеграл столкновений Ste f(t, E) складывается
из трех слагаемых, отвечающих соответственно
упругим соударениям между электронами, упру-
гим соударениям электронов с тяжелыми части-
цами, а также неупругим взаимодействиям. В [13]
дано общее выражение для интеграла столкнове-
ний, подразумевающее описание обеих взаимо-
действующих компонент через их функции рас-
пределения. Так как в текущей задаче этому усло-
вию удовлетворяют только упругие соударения
электронов между собой, то соответствующий
вид имеет лишь это слагаемое:

(4)

Здесь E – энергия налетающего электрона; Et –
энергия электрона-мишени; E '(E, Et) – энергия,
которой должен обладать налетающий электрон,
чтобы при его столкновении с электроном-мише-
нью получился электрон с энергией E; vee – отно-
сительная скорость сталкивающихся электронов;
Eee – соответствующая этому энергия; σee(Eee) –
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сечение упругого рассеяния (в данном случае –
кулоновское). Функция E '(E, Et) определяется на
основе законов сохранения импульса и энергии.
В силу положенного ранее отсутствия в задаче ка-
ких-либо пространственных измерений, решение
должно быть сведено к скалярным величинам ки-
нетической энергии частиц, что осуществимо по-
средством усреднения по всем возможным на-
чальным углам, а также углам рассеяния. Получа-
емая таким образом зависимость не включает
в себя рассеянные частицы с относительной
энергией E/Et, меньшей 0.3, что делает множе-
ство этих энергий ограниченным снизу и, как
следствие, не дает ФР термализоваться. Недоста-
ющие здесь значения определяются множеством
углов, на которые частицы могли быть рассеяны,
но в используемом приближении эти углы сняты,
а значит, упомянутая неточность обязана появ-
ляться. В этой связи необходимо выбирать функ-
цию E '(E, Et) исходя из ее способности термали-
зовать любую начальную ФР. На рис. 1 показана
удовлетворяющая указанному условию функция
E '(E, Et) и результат ее воздействия на ступенча-
тую в интервале от 0 до 7 эВ ФР. Время релакса-
ции ФР обозначено как τee.

Следующее слагаемое в интеграле столкнове-
ний отвечает упругим соударениям электрона
с тяжелыми частицами, ФР которых принята
в виде δ-функции относительно их средней энер-
гии (температуры). Взятие интеграла в (4) по та-
кой ФР приводит к следующему виду второго сла-
гаемого интеграла столкновений:

(5)

Здесь j = 1–4 отвечает атому, молекуле, ато-
марному иону и молекулярному иону дейтерия
соответственно; функция  = E + Eejme/Mj,
знак “+” в которой обусловлен тем обстоятель-
ством, что энергия электронов принята большей
энергии тяжелой компоненты. Последнее слагае-
мое интеграла столкновений учитывает неупру-
гие взаимодействия электронов с остальными ча-
стицами разряда и в целом имеет вид, аналогич-
ный (5). Его особенность заключается в том, что
наряду с реакциями, приводящими к потере
электронами энергии (запись которых целиком
повторяет (5)), существуют реакции, при которых
образуются новые электроны, что требует введе-
ния в (5) нового члена. Таким образом, выраже-
ние для интеграла неупругих столкновений при-
нимает следующий вид:
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где M – число неупругих реакций, при которых не
появляются новые электроны (возбуждение, дис-
социация); L – число неупругих реакций, при ко-
торых появляются новые электроны (ионизация,
диссоциативная ионизация);  – потери энер-

гии электроном в j-й реакции; (E) – энергия
электрона, который после неупругого взаимодей-
ствия остается с энергией E; (E) – энергия
электрона, после неупругого соударения которо-
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Рис. 1. Описание упругих соударений электронов:
(а) – перераспределение суммарной энергии между
двумя рассеянными частицами (1 и 2), (б) – этапы ре-
лаксации ступенчатой ФР: 1 – начальная ФР, 2 – спу-
стя τee, 3 – спустя 3τee, 4 – ФР Максвелла.
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го появляется электрон с энергией E; nj – концен-
трация тяжелой компоненты, соответствующей
j-й реакции. Неопределенными остаются функ-
ции (E) и (E), которые отвечают за перерас-
пределение энергии первичного электрона (за вы-
четом энергии ионизации) между рассеянным
и образовавшимся электронами (в приближении
малого изменения импульса тяжелой частицы).
Энергия нового электрона определяется в зави-
симости от соотношения между энергией налета-
ющего электрона E1 и потенциалом ионизации I.
При ионизации дейтерия электроном с энергией
≤200 эВ расчет переданной образовавшемуся
электрону энергии осуществляется в соответ-
ствии с [14, 15] следующей формулой:

Здесь E2 – энергия образовавшегося электро-
на; B(E1) − слабо меняющаяся функция, равная,
например, для дейтерия ≈8.3 эВ в рассматривае-
мом диапазоне энергий; χ – равномерно распре-
деленная случайная величина в диапазоне от 0 до 1.
В обратном случае, при энергии первичного элек-
трона более 200 эВ ионизацию можно рассматри-
вать как рассеяние на свободном электроне, в ре-
зультате чего потеря энергии первичного электрона
рассчитывается посредством решения уравнения
относительно доли этой энергии η [16, 17]:

где C1 = E1/(mec2) – энергия электрона в единицах
массы покоя, c – скорость света, η0 = I/E1 – ми-
нимальное значение η.

Выражение для изменения концентрации ком-
понента разряда Ni(t) следует из уравнения (6),
которое определяет количество актов соответ-
ствующего взаимодействия, приходящееся на
единичный электрон с энергией E. Таким обра-
зом, для получения скорости изменения концен-
трации реагентов или продуктов реакции необхо-
димо проинтегрировать соответствующие слагае-
мые из (6) по энергии электрона E, после чего
умножить полученные интегралы на концентра-
цию электронов ne и сложить их:

(7)

где Gi – количество реакций, в которых участвует
i-й компонент.

Аналогичным образом величина Wi(t) опреде-
ляется из (5). Для этого необходимо перейти от
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выраженной в (5) частоты взаимодействия еди-
ничного электрона с ансамблем тяжелых частиц,
к частоте взаимодействия единичной тяжелой ча-
стицы с ансамблем электронов, что происходит
заменой nj на ne и обусловлено представлением
тяжелой компоненты через среднюю энергию.
Последующее умножение полученной частоты на
передаваемую при упругом соударении энергию
и интегрирование по всей ФР электронов
даст скорость изменения энергии тяжелой ком-
поненты:

(8)

Последней неописанной составляющей систе-
мы уравнений (3) является взаимодействие элек-
тронов с электромагнитным полем. В общем слу-
чае и на языке ФР оно выглядело бы следующим
образом. Под действием переменного электриче-
ского поля ФР электронов испытывает осцилля-
ции в соответствии с частотой поля и амплитудой,
отвечающей его напряженности. В присутствии
внешнего магнитного поля амплитуда этих осцил-
ляций может значительно возрастать, что регули-
руется близостью частоты поля к циклотронному
резонансу, а вращение электронов в магнитном
поле отражается в ФР как перераспределение ее
значений между различными пространственными
компонентами. Происходящие при этом упругие
соударения электронов с тяжелыми частицами пе-
реводят энергию направленного движения вдоль
электрического поля к хаотическому тепловому
движению. В результате эволюция ФР электронов
выглядит как ее общее движение по направлению
роста энергии, на которое накладываются высоко-
частотные осцилляции и периодическое перерас-
пределение энергии между пространственными
компонентами. Рассматриваемый здесь ЭЦР осу-
ществляется при частоте электромагнитного СВЧ-
поля 2.45 ГГц, что определяет период упомянутых
выше осцилляций как 0.4 нс, откуда вытекает не-
обходимость использования временнóй дискрети-
зации не выше 10–3 нс. Принимая во внимание ха-
рактерное время развития разряда ~105 нc реализа-
ция подобного механизма взаимодействия
электромагнитного поля с ФР электронов оказы-
вается неосуществимой в силу ограниченных воз-
можностей вычислительной техники. В этой связи
необходимо использовать упрощенную модель
этого взаимодействия, например модель из [11].
В ней описывается колебательное движение элек-
трона в скрещенных переменном электрическом и
постоянном магнитном полях и сопровождающая
это хаотизация кинетической энергии направлен-
ного движения электронов вследствие упругих со-
ударений с тяжелыми компонентами плазмы, по-
средством которой электроны плазмы и поглоща-
ют энергию поля. В итоге получается скалярное
выражение для силы, действие которой с точки
зрения передачи энергии электронам в среднем

( ) ( ) ( ) ( ) .i e ej j ej ej e i eW t f E E E m M n dE= σ∫ v
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эквивалентно полному действию электромагнит-
ной волны в присутствии внешнего магнитного
поля:

(9)

где E0 – амплитуда напряженности электрическо-
го поля, ω – его частота, ωL – ларморовская часто-
та электрона, ν – эффективная частота упругих со-
ударений электрона с тяжелыми частицами, ve –
скорость электрона, γ(ω, ωL, ν) – резонансный ко-
эффициент, характеризующий усиление поглоще-
ния энергии электронами в присутствии внешнего
магнитного поля (γ = 1 в его отсутствие). Приведе-
ние этого выражения к виду, используемому при
записи уравнения Больцмана, дает следующую
формулу:

(10)

Объединяя вместе все выражения (3)–(10), по-
лучим финальную систему уравнений, которую
необходимо решить для моделирования кинети-
ки плазмы газового разряда с учетом временнóй
эволюции ФР электронов по энергии на примере
СВЧ-разряда в дейтериевом газе и в присутствии
ЭЦР (i = 1, 2, 3, 4):

(11)
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АЛГОРИТМ
Численное решение системы уравнений (11)

осуществляется неявным методом Адамса–Мул-
тона с переменным шагом и порядком интегри-
рования [18], реализованным в коде Fortran с ис-
пользованием параллельных вычислений посред-
ством OpenMP. Интегрированию подвергается
система из NF + NC + NC – 1 уравнений, где NF –
число точек, на которые разбита ФР, NC – число
компонент разряда (уравнений для их концентра-
ций), а NC – 1 – число уравнений для средних
энергий тяжелых компонент. Для рассматривае-
мого разряда NC = 5. Дифференциальные уравне-
ния обыкновенно решаются на фиксированной
области определения искомой функции, в то вре-
мя как присутствие в задаче нагрева электронов
и их упругих соударений между собой приводит
к изменению размеров этой области, что можно
наблюдать на примере релаксации ступенчатой
ФР на рис. 1б. Таким образом, должны быть
сформулированы условия, в соответствии с кото-
рыми алгоритм интегрирования будет изменять
границы области определения, что при неизмен-
ной величине NF означает управление начальным
значением энергии E0 и шагом между точками,
в которых рассчитывается ФР. При ее расшире-
нии значения в новых точках вычисляются с по-
мощью экстраполяции. Эти новые значения су-
щественно влияют на шаг интегрирования, так
как он определяется своим минимумом среди
всех уравнений системы. Чем больше различие
между значениями внутри массивов значений
функций fe(E) и Stfe(E), тем сильнее шаг интегри-
рования по времени не соответствует большей ча-
сти решаемых уравнений, а общая скорость ре-
шения задачи уменьшается. Отсюда следует, что
управляющее областью определения ФР условие
должно удовлетворять заданной кратности отно-
шения максимального к минимальному значе-
нию функций fe(E) и Stfe(E) соответственно Kf
и KSt. Эти величины определяют полноту рас-
смотрения эволюции ФР, и от них зависит как точ-
ность решения кинетического уравнения, так
и затрачиваемое на это время, а вместе с ним и
возможность осуществления решения как тако-
вого.

Управление областью определения ФР подра-
зумевает не только ее расширение при превыше-
нии значения fe(Emax) или Stfe(Emax) над величина-
ми femax/Kf или Stmaxfe/KSt соответственно, но и
сжатие этой области в обратной ситуации, кото-
рая возникает на левой границе ФР при ее нагре-
ве (перемещении вправо). В этом случае значение
величины E0 становится отличным от нуля и об-
разуется диапазон энергии между 0 и E0, в кото-
ром ФР положена равной нулю. При этом соуда-
рения электронов могут приводить к ее обратно-
му распространению на эту область, причем
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необязательно вблизи E0, что обусловлено не-
упругим взаимодействием. В этой связи необхо-
димо вычислять значения Stfe(E) за пределами об-
ласти определения ФР и на каждом шаге интегри-
рования проводить проверку посредством KSt на
предмет расширения. Количество точек, на кото-
рых это происходит, является параметром реше-
ния задачи и равняется NF0 для левой границы
области определения и NFmax – для правой.

Удаление значений функций fe(E) и Stfe(E) вно-
сит погрешности в решение уравнения Больцмана,
которые должны быть малы и несущественны.
В этой связи за их количественным выражением
необходимо следить, равно как и за степенью вы-
полнения законов сохранения массы и энергии.
Удовлетворяющей обоим этим положениям ме-
рой могут послужить интегралы величин fe(E) и
Stfe(E), а также fe(E)E и Stfe(E)E по соответствую-
щим областям определений и их прямые отно-
шения. Так, например, оценка погрешности,
вносимой устранением недостаточно высоких
значений Stfe(E), осуществляется с помощью сле-
дующих выражений:

где  и  – интегральные изменения ФР
электронов, которые должны происходить на вы-
веденных из рассмотрения областях энергии;

– интегральное изменение ФР электронов,
учитываемое при решении;   и  –
аналогичные величины для изменения энергии
электронов; δSt и δStE – величины соответствую-
щих погрешностей.

Таким же образом оцениваются δf и δfE − по-
грешности функции fe(E), с той лишь разницей,
что у нее нет значений за пределами области
определения. Однако после каждого шага инте-
грирования они могут изменяться таким образом,
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что часть их должна быть удалена или добавлена,
а сама fe(E) переопределена на новые границы.

Алгоритм решения кинетического уравнения
Больцмана представлен в форме блок-схемы на
рис. 2. В первую очередь вводятся необходимые
начальные данные, такие как параметры СВЧ-
поля, сечения рассматриваемых процессов, стар-
товые значения для концентраций компонентов
разряда, их средних энергий и температуры пер-
вичной ФР электронов, а также численные пара-
метры решения, среди которых не обозначены
еще два: tmax – максимальное время моделирова-
ния и ε – точность интегрирования. Далее вычис-
ляются части интеграла столкновений Stfe(E), от-
вечающие нагреву, упругим и неупругим соуда-
рениям. Из них определяется передаваемая
тяжелым компонентам разряда энергия W, а так-
же скорость изменения концентраций N этих
компонент и электронов. Полученные здесь ве-
личины поступают в блок интегрирования, где
вычисляются ФР, концентрации и средние энер-
гии частиц плазмы в следующий момент времени.
При этом интеграл столкновений проходит про-
верку на отсутствие достаточно больших значе-
ний за пределами области определения fe(E).
Отрицательный исход этой проверки запускает
механизм переопределения параметров энергети-
ческого разбиения ФР E0, ΔE, а вместе с ним и са-
мих функций Stfe(E) и fe(E). В любом случае не во-
шедшие в решение значения интеграла столкно-
вений записываются в погрешность δSt и δStE.
Непосредственно перед интегрированием осу-
ществляется фильтрование значений Stfe(E) от
численных шумов (см. рис. 1б). После интегриро-
вания проверяется выполнение условия нахожде-
ния крайних точек новой ФР точно на границе за-
данного диапазона между значениями fmax и
fmax/Kf. В случае невыполнения производится пе-
рерасчет fe на энергетическое распределение с но-
выми параметрами, при которых требуемое усло-
вие выполняется. При этом удаленные или добав-
ленные значения ФР приписываются величинам
соответствующих погрешностей δf и δfE. Обе вет-
ви указанной проверки завершаются нормиров-
кой новой ФР на единицу. Наконец, новые зна-
чения функции распределения электронов fe,
концентраций n, средних энергий тяжелых ком-
понент w в текущий момент времени t, а также по-
грешности δ выводятся вовне. После этого и в
случае недостижимости максимального времени
счета tmax или превышения концентрации моле-
кулярного дейтерия n2(t) значения 1 см–3 цикл по-
вторяется. В противном случае программа завер-
шает свою работу.
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Оценка работы алгоритма происходила при
следующих параметрах СВЧ-разряда в режиме
ЭЦР: ω = 15.4 × 109 с–1, ωL = 14.3 × 109 с–1 (чему
соответствуют γ = 100 и B = 815 Гс [11, 12]), E0 =
= 2 × 104 В/м, ne(0) = 105 см–3, n1(0) = 2 × 1012 см–3,
n2(0) = 8 × 1012 см–3, n3(0) = 2 × 104 см–3, n4(0) = 8 ×
× 104 см–3, Te(0) = 1 эВ, wi(0) = 0.026 эВ (i = 1, 2, 3, 4).
Численные параметры модели принимали следу-
ющие значения: tmax = 1 с; NF = NF0 = NFmax = 101,
201, 401; Kf = KSt = 10, 20, 30; ε = 10–8. Для расчетов
использовался процессор Intel Core i7 8700K с ча-
стотой 3.7 ГГц на 10 потоках. На рис. 3а представ-
лена эволюция ФР электронов по энергии в тече-
ние небольшого промежутка времени, что демон-
стрирует успешное выполнение заложенных
в программу механизмов регулирования области

определения ФР. Корректность решения кинети-
ческой схемы разряда подтверждается динамикой
концентрации его компонент, представленной на
рис. 3б, которая качественно совпадает с резуль-
татами использования более простых моделей из
[3, 11], а также демонстрирует количественное
сходство между полученными временами разви-
тия разряда, которые исчисляются десятками
микросекунд. 

Первым численным параметром модели явля-
ется количество точек, на которое разбивается
область определения ФР. На рис. 4а представлена
динамика погрешностей функций fe(E) и Stfe(E)
с течением времени для различных значений
NF = NF0 = NFmax и фиксированного Kf = KSt = 20.
Сплошными линиями представлена сумма вели-
чин δSt и δStE, измеряющих ошибку в законах со-
хранения вещества и энергии при удалении недо-

Рис. 2. Блок-схема решения кинетического уравнения Больцмана.
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статочно больших значений интеграла столкно-
вений, а штриховыми линиями − сумма величин
δf и δfE, выполняющая аналогичную роль для ФР.
Несмотря на то что погрешности интеграла
столкновений и ФР неразрывно связаны, их рас-
смотрение отдельно друг от друга удобно для раз-
деления их источников, что проявится позднее.
Пока же из рис. 4а следует, что погрешность мо-
делирования эволюции ФР не превышает единиц
процентов при использовании от 200 точек и вы-
ше. Кроме того, полученные результаты по кон-
центрациям и средним энергиям плазменных
компонент отличаются друг от друга не более чем
на 0.4%. Отмечая также, что время моделирова-
ния для рассматриваемых параметров N состав-
ляло 18, 26 и 188 ч соответственно, можно судить
в целом о возможности осуществления адекват-
ного моделирования физических процессов по-
средством разработанного алгоритма за приемле-
мые сроки, а также о конкретных значениях NF,

NF0 и NFmax, которые следует использовать в теку-
щей задаче.

Точность решения кинетического уравнения
также определяется параметрами Kf и KSt, чье вли-
яние оценивалось при фиксированных значениях
NF = NF0 = NFmax = 201. Динамика погрешностей
при вариации этих параметров представлена на
рис. 4б.

Погрешность ФР изменяется относительно
параметров Kf и KSt – уменьшается при их возрас-
тании. Противоположным образом ведет себя по-
грешность интеграла столкновений, что обуслов-
лено следующим. Оценка неучтенных значений
ФР и интеграла столкновений происходит на ко-
нечном диапазоне энергий, определяемом пара-
метрами NF0 и NFmax. И если в случае рассмотре-
ния погрешности ФР, которая монотонно умень-
шается при удалении от своего максимального
значения, величина оцениваемых значений так-

Рис. 3. Результаты расчетов: (а) – эволюция ФР элек-
тронов по энергии в течение времени: 1 – 0 мкс, 2 –
0.1, 3 – 0.5, 4 – 1; (б) – динамика концентраций ком-
понент разряда.
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Рис. 4. Зависимость погрешности решения кинетиче-
ского уравнения от численных параметров модели:
(а) – точности разбиения области определения: 1 –
NF = 101, 2 – 201, 3 – 401; (б) – диапазоны учитывае-
мых значений функций fe(E) и Stfe(E): 1 – K = 10, 2 –
20, 3 – 30.
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же стремится к нулю и погрешность уменьшает-
ся, то при рассмотрении интеграла столкнове-
ний, который вследствие наличия неупругих про-
цессов указанного свойства лишен, оцениваемая
погрешность может и возрастать при увеличении
диапазона учитываемых значений. Например,
для представленных на рис. 4б случаев Kf и KSt,
равных 10 и 30 в момент времени 20 мкс, область
определения ФР находится в пределах от 429.3 до
429.9 эВ и от 423.8 до 430.4 эВ соответственно. Та-
ким образом, размер области, в которой оценива-
ется погрешность, возрастает с 1.8 до 6.6 эВ,
а вместе с ним возрастает и сама погрешность.
Тем не менее различия в полученных результатах
концентрации и температуры плазменных ком-
понент не превосходят 0.7%. Хотя используемая
оценка погрешности решения кинетического
уравнения Больцмана является, по сути, оценкой
снизу, затухающий характер ее роста, представ-
ленный на рис. 4б, позволяет оценивать ее на
уровне нескольких процентов, что является при-
емлемым для практического использования раз-
рабатываемого алгоритма.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Разработана программа математического мо-
делирования кинетики плазмы газового разряда
с учетом временнóй эволюции функции распре-
деления электронов по энергии. Программа учи-
тывает поступление в разряд энергии извне, упру-
гие соударения электронов с электронами и с тя-
желыми частицами, а также неупругие реакции
возбуждения (без учета заселенности различных
энергетических уровней) и превращения атомов
и молекул. Вводя данные о начальной ФР элек-
тронов, средней энергии тяжелых компонент, их
концентрации, сечениях требуемых реакций,
а также описывая механизм поступления энергии
извне, можно следить за развитием газового раз-
ряда с течением времени, получая данные о теку-
щем виде ФР электронов, средней энергии и кон-
центрации всех компонент разряда. Указанная
возможность продемонстрирована на примере
СВЧ-разряда в режиме электронно-циклотрон-
ного резонанса в молекулярном дейтерии. Полу-
ченные при таком тестировании результаты каче-
ственно и количественно соответствуют резуль-
татам других моделей при схожих начальных
данных [3, 11]. Экспериментальные данные по ФР
электронов в СВЧ-разряде с электронно-цикло-
тронным резонансом в водороде при схожих дав-
лениях (~1 Па) приводятся, например, в [19, 20].
Сложная геометрия представленного в этих рабо-
тах источника ионов и отсутствие распределения
напряженности электрического поля делают яв-
ное сравнение результатов затруднительным. Тем
не менее полученные ФР электронов обладают
сходством с представленными результатами. Та-

ким образом, описанную в настоящей работе
программу можно будет использовать для моде-
лирования кинетических процессов в различных
газовых разрядах и с учетом эволюции ФР, в част-
ности при исследовании кинетики СВЧ-разряда
в режиме электронно-циклотронного резонанса
в молекулярном дейтерии.

Работа выполнена при финансовой поддержке
Российского фонда фундаментальных исследова-
ний в рамках научного проекта № 19-32-90033.
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