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Рассмотрена сопряженная задача нестационарного теплообмена при сверхзвуковом обтекании
затупленного по сфере конуса при большом числе Маха (M∞ = 9.9). В этом случае максимальные
температуры обтекаемой оболочки могут достигать температуры разрушения материала и важно
оценить возможные способы их снижения. Обобщенные критериальные зависимости, полученные
на основе численных расчетов нестационарной задачи в сопряженной постановке, позволяют оценить
необходимое снижение максимальной температуры поверхности тела за счет выбора геометрических
характеристик тела и теплофизических характеристик материалов для сферической и конической
областей тела.
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ВВЕДЕНИЕ
Требование сохранения геометрии летатель-

ного аппарата при больших временах движения
вызывает необходимость использования различ-
ных материалов, в том числе высокотеплопро-
водных, обеспечивающих наряду с переизлуче-
нием поверхности тела снижение максимальных
температур лобовой части [1–5].

Используя отработанную технологию реше-
ния задач в сопряженной постановке [6, 7], важно
оценить возможности управления температурны-
ми режимами обтекаемых тел и получить крите-
риальные зависимости для инженерных оценок
максимальных температур Tw.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассматривается сверхзвуковое обтекание за-

тупленных по сфере конических тел с углом полу-
раствора 5°, радиусом сферического затупления
RN и различными длинами zc = 5, 10, 20 при нуле-
вом угле атаки. Лобовая часть тела выполнена из
сплошного материала, а на боковой части (при z > z0)
имеется коническая оболочка постоянной тол-
щины L, причем материалы в этих областях могут
быть различными (рис. 1). Внутренняя часть тела
представляет собой конус с торцевым затуплени-
ем. Все линейные размеры отнесены к RN. Расчет
течения в ламинарном пограничном слое прово-
дился как в [1, 6], а тепловое поле в обтекаемой

оболочке описывалось уравнениями теплопро-
водности, которые в предположении постоянства
теплофизических характеристик материала име-
ют вид

(1)

(2)

Здесь   τ =

 T – температура; t – время; z, r – гео-

метрические координаты (рис. 1), отнесенные к RN;
λs, ρs, cs – коэффициент теплопроводности, плот-
ность и удельная теплоемкость твердого тела; he0,
Te0 – энтальпия и температура набегающего пото-
ка в точке торможения;  ρe0, μe0 – плот-
ность и вязкость на внешней границе погранич-
ного слоя в точке торможения; индексы i = 1, 2
отвечают расчетным областям тела (рис. 1).

В начальный момент времени задается темпе-
ратура тела
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где Tini – начальное значение температуры. В ка-
честве граничных условий для уравнений (1), (2)
на оси симметрии, внутренней поверхности обо-
лочки и ее тыльной части (линия AC на рис. 1) за-
даются условия тепловой изоляции:

где дифференцирование ведется по нормали к со-
ответствующей поверхности. На границе обла-
стей 1, 2 используются условия сопряжения, а на
границе раздела газовой и твердой сред выставля-
ются граничные условия четвертого рода, т.е. ра-
венство температур и тепловых потоков в погра-
ничном слое и твердом теле:

(3)

Здесь  – безразмерный тепловой поток

от пограничного слоя, 

 ε – степень черноты поверхно-

сти тела, σ – постоянная Стефана–Больцмана,
n1 – координата, отсчитываемая в глубь тела от
его поверхности (рис. 1).

В переменных Дородницына–Лиза

для безразмерного теплового потока имеем

где   Pr – число

Прандтля, равное 0.72 для воздуха; x – длина дуги
образующей поверхности тела; n – геометриче-
ская координата, отсчитываемая внутрь погра-
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ничного слоя от обтекаемой поверхности; ρ –
плотность газа в пограничном слое; ue, ρe, μe –
скорость, плотность и вязкость газа на внешней
границе пограничного слоя.

Для случая единого материала в областях 1, 2
наряду с решением двумерного уравнения тепло-
проводности температура тела рассчитывалась по
одномерной модели в естественной системе ко-
ординат [1]:

При этом остаются прежними начальные и
граничные условия. Здесь R – радиус кривизны
образующей поверхности тела, α – угол между ка-
сательной к телу и осью симметрии, rw – расстоя-
ние от поверхности тела до оси симметрии.

Решение уравнений теплопроводности опре-
деляется в основном параметрами сопряженно-
сти Si и параметром πσ, характеризующим излуче-
ние поверхности тела. В предельном случае (Si = 0)
решение системы уравнений пограничного слоя с
граничным условием (3) дает распределение ра-
диационно-равновесной температуры поверхно-
сти θwr(ξ). Случай Si → ∞ соответствует материалу
с бесконечной теплопроводностью, при этом
температура тела зависит только от времени, и
уравнение для ее определения приведено в [1, 4].

МЕТОДИКА РЕШЕНИЯ 
И ИСХОДНЫЕ ДАННЫЕ

Методика решения и алгоритм численного
расчета краевой задачи в сопряженной постанов-
ке подробно представлены в [1]. Здесь отличи-
тельным моментом явилось сквозное определе-
ние поля температур в теле при различных коэф-
фициентах λsi в областях 1, 2.

При проведении серийных численных расче-
тов использовались следующие входные данные:
M∞ = 9.9, pe0 = 1.6 бар, Tini = 293 К, ε = 0.8, z0 =
= 0.96, L = 0.5. Радиус затупления RN принимался
равным 0.005, 0.01, 0.04 м, базовая температура
торможения Te0 – 3250 К. Также проводились
расчеты при Te0 = 1000, 1500, 2000 К. Теплофизи-
ческие характеристики материалов приведены в
табл. 1 [8]. В случае различных материалов для
сферической части использовалась сталь, а для
конической – медь с характеристиками из табл. 1.

АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ 
ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ

Рассмотрим вначале случай обтекания тела,
выполненного из единого материала. В работе [1]
при M∞ = 6.1, Te0 = 562 К, pe0 = 2.2 бар проведено
сравнение расчетных и экспериментальных зна-
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чений [9] коэффициента 

в зависимости от z в начальный момент времени,
а затем рассмотрена эволюция температурного
поля обтекаемых тел, выполненных из различных
материалов, вплоть до выхода на стационарный
режим. При этом значения определяющего пара-
метра πσ не превышали 0.38. При возрастании чи-
сел Маха до 10 и высоте полета H = 30 км [2] зна-
чения πσ могут возрастать в несколько раз, по-
этому необходимо дать оценку возможности
управления температурными режимами тела для
данных практически важных условий.

Для zc = 5, RN = 0.01 м при указанных выше па-
раметрах торможения на рис. 2 приведены значе-
ния температур поверхности тела, выполненного
из представленных в табл. 1 материалов. Здесь же
показано распределение температуры стенки
Twr(ξ) при S = 0 (кривая 9) и в предельном случае
материала с бесконечной теплопроводностью –
S → ∞ (кривые 4, 8). Серия кривых 5–8 отвечает
стационарным значениям Tw(ξ) в момент време-
ни t = 250 с, а кривые 1–4 соответствуют значени-
ям Tw(ξ) при t = 10 с.

Представленные результаты иллюстрируют воз-
можности снижения максимальной температуры
поверхности при выборе высокотеплопроводных
материалов и носят модельный характер для
уровня высоких температур, превышающих тем-
пературы разрушения материалов. Отметим, что
максимальная температура достигается в крити-
ческой точке.
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Для оценки максимальной температуры при
t → ∞ в критериальном виде на рис. 3, 4 представ-
лены зависимости безразмерной температуры в
критической точке

(4)

от основных определяющих параметров задачи S
и πσ. На рис. 3 ϕst приведена для различных удли-
нений конической части тела, и здесь же показа-
но влияние параметра πσ. При πσ > 0.4 кривые ϕst
ведут себя линейным образом с близкими углами
наклона для различных S и zc (рис. 4).

Для предельных условий по S (λs = 0 и λs → ∞)
на рис. 5 приведены максимальные температуры
в зависимости от параметра πσ для различных
удлинений конической части. При πσ ≥ 0.4 θw0
в случае λs → ∞ оказывается ниже радиационно-
равновесной температуры θw0r на 30–50% в зави-
симости от zc. При πσ < 0.4 результаты расчета со-
гласуются с данными [1]. Здесь же для примера
приведены данные расчетов для S = 6 (кривые 2),
из которых следует, что при данных и меньших
значениях параметра сопряженности S макси-
мальная температура в критической точке слабо

( )
0 0

st
0 0

w r w

w r w s

θ − θϕ =
θ − θ λ → ∞

Таблица 1. Теплофизические параметры материалов

λs, Вт/(м К) ρs, кг/м3 cs, Дж/(кг К)

Сталь-1 20 7800 600
Сталь-2 125 7800 600
Медь 386 8950 370

Рис. 2. Температура поверхности тела из сталей
Ст1 (1, 5) и Ст2 (2, 6), меди (3, 7) и материала с беско-
нечной теплопроводностью (4, 8) в моменты времени
t = 10 (1–4) и 250 с (5–8); 9 – радиационно-равновес-
ная температура.
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Рис. 3. Зависимость безразмерной температуры ϕst от
параметра сопряженности S: при πσ = 0.53 и zc = 5 (1),
10 (2), 20 (3); 4 – πσ = 0.38, 5 – 1.06; и для составного
материала при πσ = 0.53, S1 = 2, 4, S2 = 13 и zc = 5 (6),
20 (7).
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зависит от удлинения конической части, а ее сни-
жение по отношению к θw0r при πσ ≥ 0.4 составляет
около 25%.

Отметим, что, используя критериальные зави-
симости, приведенные на рис. 3, 4, а также значе-
ния температуры, найденные для предельных
условий по S (θw0r, θw0(λs → ∞)), из выражения (4)
можно определить значение θw0 в расчетном диа-
пазоне S, πσ. Погрешность нахождения θw0 с уче-
том возможной линейной интерполяции по опре-
деляющим критериям не превышает 2%. Такой
подход позволяет избежать массовых точных рас-
четов двумерной задачи теплопроводности в теле,
в том числе при усложнении внутренней геомет-
рии обтекаемой оболочки.

Влияние относительной толщины оболочки L
на максимальную температуру θw0 представлено в
табл. 2 для различных значений πσ и S. Как и для
базовой толщины L = 0.5, при двух других значе-
ниях имеет место слабое влияние длины тела на
θw0 при S ≤ 6 практически во всем расчетном диа-
пазоне πσ. При возрастании L (≥0.5) наблюдается
слабое уменьшение температуры θw0 для фикси-
рованных значений S. В то же время в диапазоне
0.1 ≤ L ≤ 0.5 при возрастании L происходит суще-

ственное снижение θw0, что приводит в данных
условиях к уменьшению максимальной темпера-
туры тела. Снижение температур θw0 может дости-
гать 25–30% (табл. 2) от максимальных значений
в зависимости от выбора определяющих парамет-
ров задачи.

Рассмотрим далее температурный режим в
окрестности лобовой критической точки для не-
стационарных условий и однородного материала
обтекаемой оболочки. На рис. 6а показана зави-
симость от времени безразмерной температуры
θw0(τ) для различных материалов (кривые 1–4),
а также приведены данные одномерных расчетов
(кривые 5, 5 '). Здесь и ниже кривые со штрихами
отвечают πσ = 1.06. В принятых переменных ре-
зультаты одномерных расчетов для различных
материалов ложатся практически на одну кривую
при S > 2. На нестационарном участке эффектив-
ность использования высокотеплопроводных ма-
териалов может значимо возрастать.

Как и в [1], введем нестационарный аналог
функции ϕst

(5)( ) ( )
( ) ( )

01 02
nst

01 02

, ,
,

, ,
w s w s

w s w s

θ τ λ − θ τ λϕ =
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Рис. 4. Зависимость безразмерной температуры ϕst от
параметра πσ при S = 2 (1), 6 (2), 13 (3); сплошные
кривые – zc = 5, штриховые – 20.

0.3

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

1.0

1

1.20.2 0.4 0.6 0.8 1.00
πσ

2

2

3

3

ϕst

1
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Таблица 2. Максимальная температура поверхности θw0

πσ 0.53 1.06

S 4.3 13 4.1 13

L 0.1 0.5 0.8 0.1 0.5 0.8 0.1 0.5 0.8 0.1 0.5 0.8

θw0, zc = 5 0.67 0.63 0.62 0.62 0.58 0.57 0.60 0.57 0.56 0.55 0.51 0.51
θw0, zc = 20 0.67 0.63 0.61 0.61 0.55 0.53 0.60 0.56 0.55 0.54 0.49 0.48
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где индексы 1, 2 отвечают одномерному и двумер-
ному случаям. На рис. 7 представлена временнáя
зависимость ϕnst. Здесь для двух значений S = 2, 13
при двух значениях удлинения zc = 5, 20 приведе-
ны кривые для πσ = 0.53 и 1.06. Штриховыми ли-
ниями показана зависимость

При этом  значительно отличается от ϕnst
в моменты времени, близкие к начальному, но
при τ ≥ 2 они практически совпадают, так как од-
номерный расчет быстро выходит на значение θw0r.

Учитывая поведение функции ϕnst, можно за-
метить, что для τ ≥ 1 ее максимальное отличие от
своего стационарного значения  не превышает
10%, что позволяет приравнять эти величины в
расчетном диапазоне τ. Тогда из (5) вытекает
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На рис. 8 для условий рис. 7 дано сравнение
нестационарного численного решения (сплош-
ные кривые) и приближенного, найденного из (6),
(штриховые кривые). Видно, что приближенное
решение дает высокую точность при zc = 5, кото-
рая снижается при τ < 8 и zc = 20.

Таким образом, для нестационарных условий
обтекания тела может быть использован прибли-
женный способ определения его максимальных
температур, включающий определение ϕst в ста-
ционарном случае и температуры поверхности
тела в предельных случаях нетеплопроводного
материала θw0r и абсолютно теплопроводного тела
θw02(τ, λs → ∞), а также результаты одномерного
расчета температуры поверхности при отсутствии
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Рис. 6. Временнáя зависимость безразмерной темпера-
туры в критической точке тела с однородным (а) и со-
ставным покрытием (б) при πσ = 0.53 (1, 2) и 1.06 (1', 2'):
(а) zc = 5, 1 – S = 0.69, 2 – 4.3, 3 – 13, 4 – ∞, 5 – одномер-
ный расчет; (б) 1 – zc = 5, S1 = 2, S2 = 13; 2 – 20, 2, 13;
штриховые линии – однородный материал при S = 2.

0.7

0.6

0.5

0.4

0.2

0.3

0.1

0.8

1
1'

1'
2'

102 4 6 80
τ

2

θw0

0.8

0.6

0.4

0.2

1.0

1

1

5  '

4  '

82 4 60
τ

2
3

5

4

θw0
(a)

(б) Рис. 7. Временнáя зависимость ϕnst в критической
точке при πσ = 0.53 (1–4) и 1.06 (1'–4'): 1 – S = 2, zc = 5;
2 – 13, 5; 3 – 2, 20; 4 – 13, 20.
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Рис. 8. Температура в критической точке в зависимо-
сти от времени при πσ = 0.53 (1–4) и 1.06 (1'–4'): 1–4 –
то же, что на рис. 7; штриховые линии – приближен-
ное решение.
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продольного перетекания тепла по ней θw01(τ, λs).
Как указывалось выше, при τ ≥ 1 значения θw01(τ, λs)
могут быть заменены значением θw0r.

Рассмотрим далее случай различных материа-
лов сферической и конической частей. На рис. 6б
представлена зависимость θw0(τ) для двух значе-
ний zc (5, 20), двух значений πσ (0.53, 1.06) при
S1 = 2, S2 = 13. Здесь же для сравнения приведены
соответствующие зависимости θw0 для однород-
ного материала S1 = S2 = 2 при zc = 5 (штриховые
линии). Таким образом, получается комбинация
высокотемпературного (область 1) и высокотеп-
лопроводного (область 2) материалов; такая ком-
бинация обеспечивает снижение максимальной

температуры по отношению к однородному мате-
риалу на 4–7% в зависимости от zc.

Распределение стационарной температуры по-
верхности θw(z) для различных длин тела показа-
но на рис. 9. Кривые 1, 1 ', имеющие разрыв про-
изводной, соответствуют различным материалам
(S1 = 2, S2 = 13), а кривые 2, 2 ' отвечают однород-
ному материалу при S1 = S2 = 2. Как и выше, кри-
вые без штрихов и со штрихами построены для
πσ = 0.53 и 1.06 соответственно. Как и следовало
ожидать, для однородного материала при S = 2
максимальная температура в окрестности крити-
ческой точки при различных πσ не зависит от дли-
ны тела zc. В то же время использование различ-
ных материалов позволяет управлять снижением
температуры поверхности θw0. На периферийной
конической части тела рост S2 вследствие повы-
шения коэффициента теплопроводности матери-
ала обеспечивает рост температуры поверхности
и выполаживание зависимости θw(z). Качествен-
но такое поведение температуры в этой области
отвечает зависимостям θw(ξ) для различных λs,
которые рассматривались при анализе рис. 2.

Интересно оценить влияние коэффициента
теплопроводности в области 1 высокотемпера-
турного материала и параметра S1 на максималь-
ное значение θw0 при заданном значении S2 в об-
ласти высокотеплопроводного материала. На
рис. 3 для двух длин zc (5, 20) показано значение
ϕst при S1 = 2, 4 (значки внутри кружков). Такая
обработка отражает факт заметного снижения
температуры θw0 по отношению к однородному
материалу обтекаемого тела. Так, для zc = 5 значе-
ния θw0 составляют 0.95 и 0.9 от максимальной
температуры однородного материала при S1 = 2 и
S1 = 4. Если zc = 20, то это отношение равно 0.93 и
0.87 соответственно.

На рис. 10 показана зависимость θw0 от пара-
метра S1 при заданном значении S2 = 13 для раз-
личных величин πσ и zc. При S1 ≥ 6 максимальная
температура меняется слабо в пределах 5%. Отсю-
да вытекает близкий к оптимальному уровню
диапазон значений S1 (2–5), при котором заметно
снижается уровень максимальных температур
при соответствующем выборе высокотемператур-
ного материала сферического затупления.

Таким образом, меняя соотношение коэффи-
циентов теплопроводности материалов сфериче-
ской и конической частей, можно влиять на сни-
жение максимальной температуры в окрестности
критической точки. При этом, как вытекает из
рис. 6б, для нестационарного участка процесса
это снижение может быть заметно бόльшим.

Рис. 9. Распределение стационарной температуры
вдоль поверхности тела из составного (1) и однород-
ного (2) материалов при πσ = 0.53 (1, 2) и 1.06 (1 ', 2 '):
сплошные линии – zc = 5, штриховые – 20.
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Рис. 10. Зависимость максимальной стационарной
температуры от параметра сопряженности S1 при
πσ = 0.53 (1, 2) и 1.06 (1 ', 2 '): 1, 1 ' – zc = 5; 2, 2 ' – 20.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Для нулевого угла атаки в области больших

значений чисел Маха (до 10.0) и высоких темпе-
ратур торможения (до 3250 К) на высотах порядка
30 км рассмотрена задача снижения максималь-
ной температуры поверхности затупленного по
сфере конуса ниже температуры разрушения ма-
териала тела. На основе нестационарной задачи в
сопряженной постановке изучены возможные
способы управления температурными режимами
за счет выбора теплофизических характеристик
материала и геометрических характеристик моде-
ли: радиуса RN, длины zc и толщины оболочки L.
Показано, что использование высокотеплопро-
водных материалов тела в целом либо комбина-
ции высокотемпературных материалов на затуп-
лении и высокотеплопроводных на конической
части дает возможность существенно снизить
максимальную температуру лобовой критиче-
ской точки. Построенные критериальные зависи-
мости позволяют оценивать максимальные зна-
чения Tw0 во всем диапазоне времен движения.

Оценено применение часто используемой од-
номерной модели распространения тепла в теле и
показана возможность кратной ошибки в опреде-
лении максимальных температур для перспек-
тивных высокотеплопроводных материалов.
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