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Рассмотрена серия краевых задач локально-неравновесного теплопереноса в терминах теории не-
стационарной теплопроводности для уравнений гиперболического типа (волновых уравнений).
Изучены математические модели для обобщенного уравнения одновременно в декартовой, цилин-
дрической (радиальный поток теплоты) и сферической (центральная симметрия) системах коорди-
нат. Развита методика нахождения аналитических решений обширного класса практически важных
задач нестационарной теплопроводности для тел канонической формы (пластина, сплошной ци-
линдр, сплошной шар) и для частично ограниченных тел (полупространство, ограниченное плос-
кой поверхностью; пространство с внутренней цилиндрической полостью и внутренней сфериче-
ской полостью). Полученные точные аналитические решения серии модельных задач представляют
собой принципиально новые результаты аналитической теплофизики.
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ВВЕДЕНИЕ
Классические феноменологические теории

процессов переноса в области  =
=  объединяют такие разнообразные
явления, как перенос теплоты Фурье, массы
Нернста, электричества Ома, напряжений Нью-
тона и Гука, фильтрации Дарси, поглощение зву-
ковых волн и т.д. Эти теории имеют градиентное
выражение  =  в виде обоб-
щенного закона переноса (A – коэффициент
переноса, q – вектор плотности потока, U – по-
тенциал), базируются на принципе локального
термодинамического равновесия и гипотезе
сплошной среды. Полученные на этой основе
с использованием уравнений баланса дифферен-
циальные уравнения для соответствующих физи-
ческих величин являются локальными, т.е. в них
не учитывается локальная неравновесность про-
цессов. Последнее означает, что при выводе урав-
нений влияние конечной скорости переноса
внутренней энергии пренебрежимо мало и в базо-
вых уравнениях закладывается бесконечная ско-
рость распространения возмущений. Можно ска-
зать, что классические теории переноса справед-
ливы, если скорость протекания процессов много
меньше скорости распространения возмущений
в рассматриваемой среде. Так, для исторически
наиболее распространенной на практике модели
теплопроводности, основанной на законе Фурье

  уравнение энергии

приводит к уравнению параболического типа не-
стационарного теплопереноса вида [1]

(1)

и соответствующим для (1) краевым задачам с на-
чальными и граничными условиями

(2)

(3)

Несмотря на некоторые парадоксы при ис-
пользовании модельных представлений (1)–(3)
[2–4], последние не ограничивают область при-
менения краевых задач (1)–(3) как предмет прак-
тически необозримого числа исследований в раз-
личных областях науки и техники. В то же время
следует заметить, что скорости распространения
потенциалов любых физических полей не могут
принимать бесконечных значений. В реальном
теле процесс их изменения происходит с некото-
рым запаздыванием во времени согласно релак-
сационным свойствам материалов, учитываемыми
коэффициентами релаксации. На уровне элемен-
тарных актов (т.е. на микроуровне) происходит
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задержка во времени процесса передачи кванта
энергии относительно момента его получения от
элементарного объема тела к соседним элемен-
там. В течение этой задержки  (время тепловой
релаксации) происходит уменьшение потока теп-
ловой энергии  на величину 
Поэтому  является мерой инерции теплового
потока и связано со скоростью распространения
теплоты соотношением  Учет локальной
неравновесности закладывается в соотношение

(4)

учитывающее конечную скорость распростране-
ния теплоты. На необходимость учета влияния
ограниченности скорости переноса теплоты
(массы) указывали А.В. Лыков при исследовании
тепло- и влагопереноса в капиллярно-пористых
телах [5], в теории теплопроводности Каттанео [6]
и Вернотт [7], в теории газодинамики Дж. Макс-
велл [8]. К более ранним исследованиям, связан-
ным с изучением распространения теплоты
в жидкостях, газах и твердых телах с конечной
скоростью относятся исследования Л. Тисса [9],
Л. Ландау [10] – жидкий гелий; В. Пешкова [11] –
кристаллы; Г. Уарда и Г. Уилкса [12] – кристаллы,
металлы; Р. Дингла [13] – диэлектрики, сверхпро-
водники, ферромагнетики; Ф. Лондона [14] –
металлы, стекла; С. Аккермана, В. Бертмана,
Н. Фейербенка, Р. Гюйе [15] – кристаллический
гелий. Большинство авторов использовали в сво-
их экспериментах метод распространения тепло-
вых импульсов. В то же время так называемый
второй звук (ВЗ) – конечная скорость – изучался
также и теоретически в системах различных ква-
зичастиц: фононный ВЗ – в полупроводниках [16],
электронный ВЗ – в металлах [17], спиновые вол-
ны – в ферродиэлектрике [18], в газе магнонов
[19]. М. Честер [20] рассмотрел указанную про-
блему с макроскопической точки зрения; С. Ка-
лиски [21] предложил ввести в принцип Онзагера
характеристику скорости изменения теплового
потока – тепловую инерцию. Соотношение (4)
получило название гипотеза Максвелла–Катта-
нео–Лыкова–Вернотта и было проверено экспе-
риментально. Результаты исследования термиче-
ски переходных процессов в рамках гипотезы (4)
в работах Н. Хервига и К. Беккерта [22] по зареги-
стрированному К. Митра с сотрудниками [23]
термическому переходному процессу в ряде тел
подтвердили реальность явления тепловой релак-
сации, и было рассчитано время  с. Кир-
санов Ю. и др. [24] измерили время тепловой ре-
лаксации ПММА:  с (позже в [25] величи-
на  была уточнена:  c). Уравнение
энергии  =  и соотноше-
ние (4) приводят к уравнению переноса гипербо-
лического типа

rτ

qradT= −λq .r tτ ∂ ∂q

rτ

.р ra= τv
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M tM t T M t
t
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∂

qq

15.5rτ =

2.4rτ =
rτ 1.48 0.15rτ = ±

( , )c T M t tρ∂ ∂ div ( , )M t− q

(5)

и соответствующим краевым задачам теплопро-
водности обобщенного типа. Не останавливаясь
подробно на теплофизических процессах, свя-
занных с уравнением (5), заметим, что к их числу
относятся прежде всего процессы при высоких
скоростях нагрева (охлаждения) границ тела, на-
пример: нагрев металлов короткими лазерными
импульсами (длительностью от нано- до фемто-
секунд), нагрев при трении с высокой скоростью,
при тепловых ударах (высокоинтенсивный на-
грев или охлаждение) и др. процессы. В [26] авто-
ром рассмотрен вопрос корректности постановки
математических моделей для уравнения (5) с на-
чальными условиями

(6)

и граничными условиями

(7)

где    – граничные условия пер-
вого рода;    – граничные усло-
вия второго рода;    – граничные
условия третьего рода. Здесь  – кусочно-гладкая
поверхность, ограничивающая область D; n –
вектор внешней нормали к  (непрерывный
в точках S). Математические модели (5)–(7) зна-
чительно отличаются от классических (1)–(3) по
сложности их решения. Специфика задач (5)–(7)
заключается в относительной простоте исходных
математических моделей и трудностях получения
их аналитических решений [27–29]. Для областей
канонического типа (бесконечная пластина, ци-
линдр сплошной или полый, шар сплошной или
полый) точные аналитические решения гипербо-
лических моделей переноса не получены до сих
пор, и данная проблема по существу остается от-
крытой. Для частично ограниченных областей
ситуация более удовлетворительная. Здесь основ-
ным методом решения задач (5)–(7) является
операционный, основы которого применительно
к обобщенным задачам разработаны автором
в [30] по соотношениям Карслоу и Егера [31]. Од-
нако и для частично ограниченных областей воз-
никают трудности вычислительного характера,
что будет показано ниже.

Цель настоящей публикации – предложить
новые аналитические решения для математиче-
ских моделей локально-неравновесного теплопе-
реноса как для ограниченных областей в декар-
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товой, цилиндрической (радиальный поток),
сферической (центральная симметрия) системах
координат, так и для частично ограниченных об-
ластей.

АНАЛИТИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ 
ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ 

ПЕРЕНОСА ДЛЯ ТЕЛ 
КАНОНИЧЕСКОЙ ФОРМЫ

Особенностью рассматриваемых ниже анали-
тических решений является их новая функцио-
нальная конструкция, неизвестная ранее в ана-
литической теплофизике. Излагаемый основной
подход нахождения искомых решений покажем
вначале для обобщенного волнового уравнения,
включающего (как отмечалось) три основные си-
стемы координат.

Пусть  есть решение задачи вида

(8)

(9)

(10)

При  рассматривается бесконечная
пластина в декартовых координатах, при  –
сплошной (неограниченный) цилиндр в цилин-
дрических координатах (радиальный тепловой
поток), при  – сплошной шар в сфериче-
ских координатах (центральная симметрия). По-
скольку для  должно выполняться усло-
вие   то присоединим к этим
условиям и случай  с тем чтобы охватить
теорией все три системы координат в (8) одновре-
менно. Впрочем, как будет следовать из развивае-
мого ниже подхода, последнее ограничение для
случая  может быть снято.

В безразмерных переменных

(11)

исходная задача принимает вид

(12)

(13)
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В пространстве изображений по Лапласу

 =  решение задачи
(12)–(14) имеет вид

(15)

где  – модифицированная функция Бесселя.
Для нахождения оригинала (15) используем

обобщенную теорему разложения Ващенко–За-

харченко [1]: если  и  

 – простые корни знаменателя, то

(16)
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 где   – положительные

корни уравнения  расположенные в по-
рядке возрастания. Так как  =
=  то  +  откуда имеем
два семейства корней
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Далее в (16) суммируем по корням  и 
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Используя далее в (18) следующие соотноше-
ния для функций Бесселя:

после длительных преобразований приходим
к искомому оригиналу
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0

0

0, 1, 0.l
W W ξ=

ξ=

∂ = = τ >
∂ξ

( , )W pξ
0

exp( ) ( , )p W d
∞

− τ ξ τ τ

0
0

( )( , ) ( ) , ( 1),
( )

m m

m

IW p l p p
I l

γξξ = ξ γ = +
γ

( )mI z

1

2

( )( )
( )

f pf p
p f p

= 0,p = 0np >

( 0)n ≥

11

12
2

( )(0)( ) exp( ).
(0) '( )

n

n
n

n
n p p

f pff p
f p f p

∞

=
=

τ = + τ
  



0( )mI lγ 0( ) 0,m
mi J i l− γ =

0 ,nl iγ = − μ 0nμ > ( 0)n >
( ) 0,mJ μ =

( 1)n n np pγ = +

0( ),ni l− μ 2
n np p+ 2

0( ) 0,n lμ =

2
(1,2)

0

1 2, 1.
2

n n
n n

ip
l

− ± ω μ = ω = − 
 

(1)
np (2):np

[ ]
( )

[ ]
( )

(1)

(2)

(1)0
(1)1 0

(2)0
(2)1 0

( )( , ) 1 exp
'( )

( ) exp .
'( )

n

n

m
m n

n
n n m n p p

m
m n

n
n n m n p p

l IW p
p I l

l I p
p I l

∞

=
=

∞

=
=

γ ξ ξ τ = + τ + ξ  γ

γ ξ + τ ξ  γ





ν
1 ν ν( ) ( ) ( ), ( ) ( ),m m m

dz I z mI z zI z I iz i J z
dz

−
+= + − =

( )
0

0

1 1

( , ) 1 2 exp( 2)

sin cos
2 2 ,

( )

m

n n n
m n

n n n m n

lW

J
l

J

∞

= +

 ξ τ = + −τ × ξ 
μ ξ ω τ ω τ  + ω 
 ×

μ ω μ
2

0

2 1,n
n l

μ ω = − 
 

0nμ > ( ) 0.mJ μ =



ТЕПЛОФИЗИКА ВЫСОКИХ ТЕМПЕРАТУР  том 59  № 2  2021

АНАЛИТИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ МОДЕЛЕЙ 215

ряда (19) по корням  С одной стороны, 
с другой стороны, согласно (20), должно быть

 Таким образом, область суммирования
по корням  где  распадается
на два множества  и k + 1 <

 в каждом из которых в (19)
будет своя функциональная конструкция. Нахо-
дим окончательно

(21)

где

(22)

Заметим, что решение (21) в литературе по тео-
рии теплопроводности отсутствует.

Рассмотрим далее в общем решении (21) ряд
частных случаев для тел канонической формы,
а именно бесконечный цилиндр  и бес-
конечную пластину  В первом
случае решение тепловой задачи

имеет вид
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где  корни уравнения  
  

(24)

Рассмотрим теперь в (12)–(14) для бесконеч-
ной пластины задачу

Операционное (по Лапласу) ее решение име-
ет вид

(25)

Повторим кратко приведенные выше рассуж-
дения:

(26)

Применяя далее соотношение (16), находим

(27)

где

(28)

Но решение задачи на этом не заканчивается.
Из (28) следует, что  Рассмотрим
два случая. Пусть в первом из них  т.е.

 С другой стороны, согласно (26),
 и общим решением этой системы является

неравенство  Последнее означает, что при
 решение задачи имеет вид (27). Пусть теперь
 Тогда область суммирования в (27) 

распадается на две части: 
и  где  – целая часть чис-
ла. Соответственно этому при  решение за-
дачи принимает вид
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(29)

где

(30)

Соотношение (27) в принципе можно полу-
чить из общего решения (19) при 

 
Пусть для бесконечной пластины при задан-

ных выше начальных условиях граничные усло-
вия имеют вид

Находим операционное решение

(31)

и далее по разработанной выше методике полу-
чим искомый оригинал:
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где

Рассмотрим теперь более сложный случай,
также не описанный в литературе по теплообмену.
Пусть  есть решение задачи

(34)

(35)

(36)

(37)
В безразмерных переменных ( )

задача будет иметь вид
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Для решения этой задачи может быть предло-
жен следующий подход. В пространстве изобра-
жений (по Лапласу) решение задачи (38)–(41)
имеет вид

(42)

Для нахождения оригинала (42) используем
изображение (31) и далее оригинал (32), (33). Вы-
ражения (31) и (42) дают следующие соотношения:
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Находим оригинал искомого решения
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 Аналогичным образом рассмотрим уравне-
ние (38) с начальными условиями (39) и гранич-
ными условиями

(45)

(46)

Операционное решение этой задачи имеет вид

(47)

Чтобы определить оригинал (47), воспользу-
емся изображением (25) с найденным оригиналом.
Запишем

Переходя к оригиналам, находим искомое ре-
шение задачи (38), (39), (45), (46):

(48)

где  – оригиналы (27)–(30).
Представляет интерес рассмотреть также обоб-

щенное уравнение (12) с начальными условия-
ми (13) и граничными условиями

(49)

(50)

Операционное решение этой задачи имеет вид

(51)

Находим далее

(52)

Дальнейшие вычисления связаны с определе-
нием оригинала функции

(53)

Применяя рассмотренную выше методику,
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где  – корни уравнения 

Искомый оригинал – решение задачи (12), (13),
(49), (50) – получим из (52), (53):

(55)

До вычисления интегралов в (55) ряд в (54)
следует предварительно привести к соответству-
ющим областям суммирования по изложенной
выше методике. Далее можно использовать инте-
гральное соотношение

(56)

и асимптотическую формулу

(57)

Следует заметить, что изучение обобщенныx
уравнений (12) имеет неоспоримую ценность, так
как позволяет фактически описать конструкцию
аналитических решений в любой из трех систем
координат (для пластины, цилиндра и шара),
фиксируя последовательно в общем решении ин-
декс функции Бесселя.

АНАЛИТИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ ДЛЯ 
ЧАСТИЧНО ОГРАНИЧЕННЫХ ОБЛАСТЕЙ

К числу новых случаев относится задача неста-
ционарной теплопроводности для частично огра-
ниченной области   В координатах 
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принятым методом операционного исчисления
через интеграл Римана–Меллина. Поэтому ис-
следуем вначале асимптотическое представление
изображения (62):

(63)

Но вначале изучим интеграл Римана–Мелли-
на вида

(64)

где для удобства введены обозначения
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Для этого предварительно получим представ-
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ствует в известных справочниках по специаль-
ным функциям). Вывод необходимого соотноше-
ния начнем с рассмотрения интегрального соот-
ношения Ханкеля для функции  где

 – гамма-функция. При  можно от кон-
тура интегрирования, состоящего из окружности,
обходящей начало координат, и далее верхнего
и нижнего берегов разреза вдоль отрицательной
полуоси, перейти к эквивалентному контуру
Бромвича [32] и записать

(66)

Функция Бесселя  есть ряд вида [32]
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Приведем (64) к виду, сходному с (68). Для
этого положим [30]

(69)
откуда находим

(70)

Преобразуем интеграл (64) путем замены пе-
ременной (70). При этом прямая 
в плоскости  преобразуется в некоторую линию
в плоскости  Эта линия не будет прямой, но
по теореме Коши [32] она может быть трансфор-
мирована в линию ( ). Теперь инте-
грал (64) примет вид
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Рис. 1. Контур при вычислении интеграла (71).
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 и дуги радиуса  с центром внача-
ле координат. Подынтегральная функция в (71)
регулярна внутри контура и на границе. Эта
функция внутри контура не содержит ни одного
полюса. Тогда по теореме Коши интеграл вдоль
указанного контура равен нулю. Можно пока-
зать, что при  интеграл вдоль дуги окруж-
ности обращается в нуль. Таким образом, прихо-
дим к результату   т.е.

(73)

Теперь продифференцируем обе части (73) по
 и затем проинтегрируем по  от нуля до 

(предполагая, что эти операции допустимы).
В результате оригинал асимптотического выра-
жения (63) будет иметь вид функциональной кон-
струкции, содержащей ступенчатую функцию
Хевисайда:

( ' , ' )i iβ − ∞ β + ∞ R

R → ∞

( , ) 0,Ψ ξ τ = *,τ < ξ

[ ]

( )2 2
0

1 1( , ) exp * ( )
2 ( )

1 *exp( 2) ( *).
2

i

i

p p dp
i p

I

β+ ∞

β− ∞

Ψ ξ τ = τ − ξ γ =
π γ

= −τ τ − ξ η τ − ξ



*ξ τ τ

(74)

Разумеется, выявленная особенность ориги-
нала (74) имеет место и для оригинала изображе-
ния (62). Находим указанный оригинал с помо-
щью интеграла Римана–Меллина

(75)

Подынтегральная функция в (75) имеет две
точки ветвления. Применяя для этого случая при-
нятый подход в операционном исчислении
и формулу

находим после длительных преобразований ис-
комое аналитическое решение задачи (58)–(61):
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 π ρ ρ − ρ + ρ − ρ    

× η τ − ξ −



Можно рассмотреть интересный частный
случай найденных выражений (74) и (76) при

 т.е. записать аналитическое решение
задачи:

1 2,m = −

Такое решение имеет две различные функцио-
нальные формы, тождественные между собой.
Первую форму находим из (74)

(77)

Из (76) следует вторая аналитическая форма

(78)

2 2

2 2

0
0

0

, 0, 0;

0, 0;

1, 0, ( , ) , 0, 0.

W W W

WW

W W

τ=
τ=

ξ=

∂ ∂ ∂= − ξ > τ >
∂τ ∂ξ ∂τ

∂= = ξ ≥
∂τ

= τ > ξ τ < ∞ ξ ≥ τ ≥

( )2 2
1

2 2

( , ) exp( 2) ( 2)

1 '
2exp( ' 2) ' ( ).

'

W

I
d

τ

ξ


ξ τ = −ξ + ξ ×



τ − ξ
× −τ τ η τ − ξ
τ − ξ 



1

0

sin (1 )1( , ) 1 exp( )

( ).

W d
 ξ ρ − ρξ τ = − −ρτ ρ × 

π ρ  
× η τ − ξ


Рис. 2. Результаты вычисления функции W(ξ, τ) в се-
чении  1 – по (77), 2 – (78).
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КАРТАШОВ

Равенство этих выражений установлено авто-
ром в [26]. На рис. 2 приведен график кривых

 в сечении  Обе кривые, вычисленные
по формулам (77) и (78), практически совпали.

Таким образом, как показывают приведенные
рассуждения, даже для частично ограниченной
области нахождение аналитических решений
волновых уравнений в задачах нестационарной
теплопроводности представляет собой достаточ-
но трудоемкую вычислительную проблему анали-
тической теплофизики.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Изложены принципиально новые результаты

аналитической теплофизики, относящиеся к ло-
кально-неравновесному теплообмену в терминах
краевых задач нестационарной теплопроводно-
сти для уравнений гиперболического типа. Раз-
вита методика нахождения точных аналитиче-
ских решений указанного вида задач теплопере-
носа для областей канонического типа на основе
обобщенных уравнений нестационарной тепло-
проводности, охватывающих одновременно три
системы координат: декартовую, цилиндриче-
скую и сферическую. Рассмотрена серия практи-
ческих задач нестационарного теплопереноса для
частично ограниченных областей.
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