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В статье приведены результаты исследования влияния размера и массы атомов на кинематическую
вязкость и коэффициент самодиффузии металлических жидкостей. Для анализа использовались
экспериментальные данные о кинетических свойствах металлов при температуре плавления. Ре-
грессионный анализ показал, что кинематическая вязкость и коэффициент самодиффузии растут с
увеличением размера атомов и уменьшением их массы. Причем масса атомов более тесно связана с
кинетическими свойствами металлической жидкости, чем размер атомов. Для анализа кинетиче-
ских свойств жидкости предложено использовать размерно-массовый фактор, который равен отно-
шению размера атома к корню квадратному из его массы. Связь кинетических свойств с размерно-
массовым фактором характеризует скорректированный коэффициент детерминации, значение ко-
торого больше 0.90. Показано, что с увеличением размера кластеров снижаются кинематическая
вязкость жидкости и коэффициент самодиффузии. Из безразмерных кинетических величин опре-
делена безразмерная избыточная энтропия при температуре плавления, которая близка к расчет-
ным значениям для точки затвердевания простой жидкости.
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ВВЕДЕНИЕ

Диффузия и вязкость относятся к явлениям
переноса, которые связаны с тепловым движени-
ем атомов или молекул. Кинетические свойства
жидкости характеризуют коэффициент самодиф-
фузии D (м2 с–1), который определяет скорость
переноса массы, и кинематическая вязкость ν
(м2 с–1), определяющая скорость переноса плот-
ности импульса ρv [1], где ρ – плотность, кг м–3,
v – скорость, м с–1. Кинематическая вязкость яв-
ляется структурно-чувствительной характеристи-
кой металлической жидкости, поэтому к этой фи-
зической величине проявляется наибольший на-
учный и практический интерес [2–4].

Исследование структуры и физических
свойств жидкости осуществляется с использова-
нием различных приближений. Первопринцип-
ные (ab initio) методы моделирования [5] исполь-
зуют для простой жидкости, состоящей из хими-
чески несвязанных друг с другом бездипольных
атомов, имеющих сферически симметричные по-
тенциалы взаимодействия [6]. Следующим при-
ближением к реальной жидкости являются физи-
ческие модели. В решетчатой модели предполага-
ется, что жидкость в среднем имеет структуру

решетки, по крайней мере, в первой координаци-
онной сфере [7], а колебание атома (молекулы)
происходит внутри ограниченного пространства
(ячейки). В решетчатой модели используется по-
нятие свободного объема, т.е. пространства, до-
ступного для движения центра тяжести атомов
(молекул) [8]. Если количество ячеек больше чис-
ла атомов (молекул), то такую модель называют
дырочной моделью жидкости.

Линдеман [9] использовал молекулярно-кине-
тическую теорию для определения частоты коле-
бания атомов при температуре плавления. На ос-
нове соотношения между температурой плавле-
ния и частотой колебания атомов Андраде [10]
получил формулу для динамической вязкости ηm
(Па с) при температуре плавления

(1)

где M – молярная масса, кг моль–1; Tm – темпера-
тура плавления, К; Vm – молярный объем,
м3 моль–1. Используя соотношение (1) и формулу
Стокса–Эйнштейна
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можно найти коэффициент самодиффузии Dm
при температуре плавления

(2)

где a – диаметр атома, м; R = kBNA – универсаль-
ная газовая постоянная, Дж К–1 моль–1; kB – по-
стоянная Больцмана, Дж К–1; NA – постоянная
Авогадро, моль-1.

Точность предсказания динамической вязко-
сти и коэффициента самодиффузии в соответ-
ствии с соотношениями (1) и (2) для чистых ме-
таллов достаточно высока [11–13]. Эти формулы
связывают вязкость и самодиффузию с размером
и массой атомов в жидкости, которая представля-
ет совокупность одинаковых атомов. Однако
проверить такую связь экспериментально очень
сложно. Для этого необходимо зафиксировать,
например, температуру и массу частиц однород-
ной жидкости, а варьировать только их размер. В
наножидкости, состоящей из смеси жидкой и
твердой нанодисперсных фаз, вязкость тесно свя-
зана с объемом твердой фазы, а влияние размера
частиц неоднозначно [14].

В настоящей работе исследовано влияние раз-
мера и массы атомов на кинематическую вязкость
и коэффициент самодиффузии металлических
жидкостей с использованием данных, получен-
ных при температуре плавления.

ИСХОДНЫЕ ДАННЫЕ

Для расчета кинематической вязкости и коэф-
фициента самодиффузии можно использовать
простые соотношения молекулярно-кинетиче-
ской теории, которые дают хорошие результаты.
Кинетическая энергия колебаний атома ek (Дж)
рассчитывается по формуле

(3)

где m – масса атома, кг; ω – частота, с–1; α – отно-
сительная амплитуда колебаний атомов, αa – аб-
солютная амплитуда колебаний, м. Тепловая
энергия eT (Дж) при температуре T равна

(4)

В качестве частоты колебаний атомов исполь-
зуются результаты различных теорий, чаще всего
частота Дебая ωD (c–1) [15–17]

где ΘD – температура Дебая, К; h – постоянная
Планка, Дж с. Сравнивая кинетическую и тепло-
вую энергии, получаем относительную амплитуду
колебаний атомов

∝ ,mRTD a
M

( )= ω α 221 ,
2ke m a

= B .Te k T

πω = Θ B2 ,D D
k

h

Из данного соотношения следует, что ампли-
туда колебаний атомов увеличивается с ростом
температуры и с уменьшением размера и массы
атомов.

Для молярных величин соотношения (3) и (4)
при температуре плавления Tm принимают вид

(5)

(6)

В формулах (5) и (6) M = mNA, кг моль–1.
Оценка приближения полученных формул к

линейной зависимости проведена с использова-
нием регрессионного анализа, а степени прибли-
жения сравнены с помощью скорректированного
коэффициента детерминации  Металлы раз-
биты на три группы: щелочные и щелочноземель-
ные, расширенная группа тугоплавких металлов
и другие металлы, к которым отнесены элементы
III, X–XIV групп Периодической таблицы Мен-
делеева. Численные значения молярной массы
M, температуры плавления Tm, кинематической
вязкости νm и коэффициента самодиффузии Dm
при температуре плавления взяты из [18]. Данные
по температуре Дебая ΘD получены из [19]. За раз-
мер атома a принята величина

где Vm – молярный объем, м3 моль–1. Сравнение a
с удвоенным металлическим радиусом атома [20]
дало очень хорошее совпадение значений при
скорректированном коэффициенте детермина-
ции  = 0.99.

Связь соотношений (5) и (6) для молярной ки-
нетической энергии Ek и молярной тепловой
энергии ET при температуре плавления характе-

ризуют коэффициент детерминации  = 0.64 и
безразмерный коэффициент 2π2α2 = 0.056. По-
следний соответствует относительной амплитуде
колебаний атомов при температуре плавления
α = 0.053 и увеличению расстояния между цен-
трами соседних атомов на 0.106a. Эта оценка сов-
падает с критерием плавления Линдемана [9], ко-
торый показал, что увеличение расстояния между
центрами соседних атомов больше критического
значения 0.1 приводит к разрушению кристалла,
которое внешне проявляется как плавление.
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С помощью анализа размерностей молярную
кинетическую энергию можно записать в виде
соотношения, в которое входят кинематическая
вязкость или коэффициент самодиффузии

(7)

(8)

Величины ν/αa и D/αa имеют размерность
скорости и выражают скорость переноса плотно-
сти импульса ρv и скорость переноса массы m,
обусловленные тепловым колебанием атомов.
Сравнивая уравнения (7) и (6), а также (8) и (6),
получаем выражения для кинематической вязко-
сти νm и коэффициента самодиффузии Dm при
температуре плавления

(9)

(10)

где С1 и С2 – безразмерные постоянные. При этом
учтено, что при температуре плавления относи-
тельная амплитуда колебания атомов для всех ме-
таллов является постоянной и равной α = 0.053.

В результате регрессионного анализа соотно-
шения (9) определены постоянная С1 = 5.2 и
скорректированный коэффициент детерминации

 = 0.75. На рис. 1 представлена связь экспери-
ментальных значений кинематической вязкости
νm жидких металлов с комплексом в правой части
формулы (9).

В уравнении (9) можно перейти от кинемати-
ческой вязкости ν к динамической вязкости η с
помощью соотношения

После преобразований получается известное
уравнение Андраде [10]

Подобное уравнение было получено также в
модели твердых сфер [21]
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гдe pV/(RT) – фактор сжимаемости; p – давление,
Па. При температуре плавления фактор сжимае-
мости принимает значение, близкое к 8 [22].

В результате регрессионного анализа соотно-
шения (10) определяются постоянная С2 = 0.035 и
скорректированный коэффициент детерминации

 = 0.93. На рис. 2 представлена связь экспери-
ментального коэффициента самодиффузии Dm
жидких металлов с параметром в правой части фор-
мулы (10). В модели твердых сфер для коэффициен-
та самодиффузии получено выражение [21]

которое совпадает с (10) при постоянном значе-
нии фактора сжимаемости pV/(RT).

После перемножения уравнений (9) и (10) по-
лучаем

Если в данном соотношении перейти к дина-
мической вязкости η, то оно приобретает вид
уравнения Стокса–Эйнштейна

В уравнении Стокса–Эйнштейна безразмер-
ный коэффициент равен (1/3)π = 0.106, и он не-
значительно отличается от коэффициента С1С2 =
= 0.18, полученного в настоящей работе.

Из уравнений (9) и (10) видно, что кинемати-
ческая вязкость и коэффициент самодиффузии

2
adjR

( )−π= −
1

B 1 ,
2

k T pVaD
m RT

ν =
2

1 2 .m
m m

a RTD C С
M

η = B
1 2 .mk TС С

aD

Рис. 1. Связь кинематической вязкости νm жидких
металлов при температуре плавления с параметром
5.2a(RTmM–1)0.5 – штриховая линия, рассчитанная
по (9) с C1 = 5.2 при  = 0.75; 1 – щелочные и ще-
лочноземельные металлы, 2 – тугоплавкие металлы,
3 – металлы III, X–XIV групп.
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различаются только постоянными коэффициен-
тами. Тесную связь кинематической вязкости и
коэффициента самодиффузии подтверждает вы-
сокий скорректированный коэффициент детер-

минации  = 0.87 экспериментальных значе-
ний этих физических величин. Из формул можно
найти отношение скоростей ν/a и D/a при темпе-
ратуре плавления, которое равно отношению по-
стоянных С1/С2 = 149. Следовательно, при темпе-
ратуре плавления скорость переноса плотности

2
adjR

импульса на два порядка выше скорости переноса
массы.

Заметим, что постоянные коэффициенты С1·и
С2 представляют собой безразмерные величины
кинематической вязкости ν* и коэффициента са-
модиффузии D* при температуре плавления, кото-
рые были рассмотрены Розенфельдом [23]. В работе
[24] показано, что атомный транспорт связан с из-
быточной молярной энтропией S (Дж К–1 моль–1),
которая равна разности энтропии системы и эн-
тропии эквивалентного идеального газа. В част-
ности, для безразмерного коэффициента диффу-
зии и динамической вязкости получены линей-
ные соотношения [25]

D* ≈ 0.6e–0.8s,
η* ≈ 0.2e0.8s,

где s = S/R – безразмерная избыточная энтропия.
Из равенств η* = С1 = 5.2 (постоянный коэффи-
циент для динамической и кинематической вяз-
кости имеет одинаковые значения 5.2) и D* = С2 =
= 0.035 получаем значения безразмерной избы-
точной энтропии при температуре плавления 4.1
и 3.6 соответственно. Эти значения близки к рас-
четным значениям, которые находятся примерно
в интервале от 4 до 5 для точки затвердевания
простой жидкости [22].

Из уравнений (9) и (10) также следует, что ки-
нематическая вязкость и коэффициент самодиф-
фузии должны снижаться с увеличением размера
колеблющихся частиц и с уменьшением их мас-
сы. Однако использовать напрямую численные
данные для кинематической вязкости νm и коэф-
фициента самодиффузии Dm нельзя, поскольку
каждый металл обладает индивидуальным набо-
ром значений физических величин a, m и Tm.

Для того чтобы выделить влияние размера ато-
мов на кинематическую вязкость, с помощью
формулы (9) приведем кинематическую вязкость
к единице физической величины, в которую вхо-
дят масса атомов и температура плавления

(11)

Нормированная кинематическая вязкость (11)
имеет размерность длины и связана с размером
атомов линейным соотношением

На рис. 3 представлена зависимость нормиро-
ванной кинематической вязкости от размера ато-
мов a. В целом вязкость жидких металлов растет с
увеличением размера атомов с коэффициентом
детерминации  = 0.69, однако эта связь сильно
различается для разных групп металлов. Так, вяз-
кость наиболее тесно связана с размером атомов у

ν .
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m

m

M
RT

ν = .
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m

m

M a
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2
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Рис. 2. Связь коэффициента самодиффузии Dm жид-
ких металлов при температуре плавления с парамет-
ром 0.035a(RTmM–1)0.5 – штриховая линия, рассчи-
танная по (10) с C1 = 0.035 при  = 0.93; 1 – щелоч-
ные и щелочноземельные металлы, 2 – металлы III,
X–XIV групп.
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Рис. 3. Связь нормированной кинематической вязко-
сти νm(5.2)–1M0.5(RTm)–0.5 жидких металлов c разме-
ром атомов a – штриховая линия;  = 0.69; 1 – ще-
лочные и щелочноземельные металлы, 2 – тугоплав-
кие металлы, 3 – металлы III, X–XIV групп.
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щелочных и щелочноземельных металлов, для
которых скорректированный коэффициент де-
терминации равен 0.92. У тугоплавких металлов
такая связь практически отсутствует и  = 0.09,
а у металлов III, X–XIV групп она незначительна
и  = 0.28.

Для оценки влияния массы атомов на кинема-
тическую вязкость она нормируется на физиче-
скую величину, в которую входят размер атомов и
температура плавления. В этом случае нормиро-
ванная кинематическая вязкость имеет размер-
ность кг–0.5 моль0.5 и связана с молярной массой
соотношением

На рис. 4 представлена зависимость нормиро-
ванной кинематической вязкости от молярной мас-
сы M–0.5. Вязкость жидких металлов снижается с
увеличением массы атомов. Связь нормированной
кинематической вязкости νm(5.2a)–1(RTm)–0.5 жид-
ких металлов c молярной массой M–0.5 определяет
коэффициент детерминации  = 0.88. Высокий
коэффициент детерминации свидетельствует о
том, что кинематическая вязкость более тесно
связана с массой атомов, чем с их размером. Это
верно для всех групп атомов. Так, коэффициент
детерминации  равен 0.97, 0.68 и 0.73 соответ-
ственно для щелочных и щелочноземельных ме-
таллов, тугоплавких металлов и металлов из III,
X–XIV групп Периодической системы Менделеева.

Уравнения (9) и (10) можно записать в виде

где величина ρs является поверхностной плотно-
стью и определяет массу на единицу поверхности

На рис. 5 представлена связь нормированной
кинематической вязкости νm(5.2)–1(kBTm)–0.5 жид-
ких металлов с размерно-массовым фактором F =
=  = am–0.5. Эта связь имеет более высокий ко-
эффициент детерминации, а именно  = 0.91,
чем связь вязкости с атомным размером или мас-
сой по отдельности. При фиксированной темпе-
ратуре кинематическая вязкость и коэффициент
самодиффузии растут пропорционально размер-
но-массовому фактору и, следовательно, снижа-
ются с увеличением поверхностной плотности ρs.

На рис. 6 представлена поверхностная плот-
ность ma–2 в зависимости от атомного номера Z
металлических элементов. Масса на единицу по-
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верхности растет с увеличением атомного номе-
ра. Для щелочных и щелочноземельных металлов
линейная связь поверхностной плотности с атом-
ным номером имеет высокий коэффициент де-
терминации  = 0.95. Для остальных металлов
вблизи Cu, Ru и Ir наблюдаются локальные пики,
и, несмотря на это, коэффициент детерминации
остается достаточно высоким  = 0.81.

По аналогии с кинематической вязкостью
проанализирована связь коэффициента само-
диффузии с размером и массой атомов. Для этой

2
adjR

2
adjR

Рис. 4. Связь нормированной кинематической вязко-
сти νm(5.2a)–1(RTm)–0.5 жидких металлов c молярной
массой M–0.5 – штриховая линия;  = 0.88; 1–3 –
см. рис. 3.
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Рис. 5. Связь нормированной кинематической вязко-
сти νm(5.2a)–1(kBTm)–0.5 жидких металлов c размер-

но-массовым фактором  = am–0.5 – штриховая

линия;  = 0.91; 1–3 – см. рис. 3.
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связи получены еще более высокие скорректиро-
ванные коэффициенты детерминации по сравне-
нию с кинематической вязкостью. Например,
связь нормированного коэффициента самодиф-
фузии Dm(0.035)–1(kBTm)–0.5 жидких металлов с
размерно-массовым фактором am–0.5 определяет
коэффициент детерминации  = 0.97.

Диаметр и масса кластера зависят от числа ато-
мов [26]. Изменение относительного размерно-
массового фактора кластера, т.е. отношение раз-
мерно-массового фактора кластера Fк к размер-
но-массовому фактору атома Fа, в зависимости от
числа атомов в кластере n показано на рис. 7. Вид-
но, что с увеличением числа атомов в кластере от-
носительный размерно-массовый фактор снижа-
ется. Отсюда можно сделать вывод, что при фикси-
рованной температуре кинематическая вязкость и
коэффициент самодиффузии будут снижаться с
увеличением размера кластера.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
На основе экспериментальных данных для

жидких металлов при температуре плавления по-
казано, что кинематическая вязкость и коэффи-
циент самодиффузии увеличиваются с ростом
размера атомов и уменьшением их массы. Для то-
го чтобы выделить влияние размера (массы) ато-
мов, кинематическая вязкость или коэффициент
самодиффузии приводятся к единице физиче-
ской величины, в которую входят масса (размер)
атомов и температура плавления. Обнаружено,
что масса атомов более тесно связана с кинетиче-
скими свойствами металлической жидкости, чем
размер атомов.

Для анализа кинетических свойств жидкости
предложено использовать поверхностную плот-

2
adjR

ность ρs, которая равна удельной массе атомов (на
единицу поверхности), и размерно-массовый
фактор  равный отношению размера атома к
корню квадратному из его массы. Связь кинема-
тической вязкости и коэффициента самодиффу-
зии с размерно-массовым фактором характеризу-
ет скорректированный коэффициент детермина-
ции, значение которого больше 0.90. Показано,
что с увеличением размера кластеров снижаются
кинематическая вязкость и коэффициент само-
диффузии жидкости. Из безразмерных кинетиче-
ских величин определена безразмерная избыточ-
ная энтропия при температуре плавления, кото-
рая близка к расчетным значениям для точки
затвердевания простой жидкости.

Работа выполнена в рамках государственной
работы FEUZ-0836-0020.
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