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Предложен способ описания коэффициента Грюнайзена, позволяющий единым образом описывать
как сплошные материалы, для которых ударные адиабаты ведут себя нормальным образом, так и ма-
териалы с высокой пористостью, ударные адиабаты которых имеют аномальный ход. Пористый мате-
риал рассматривается как простая термодинамически равновесная смесь, для которой выполняется
гипотеза аддитивности объемов ее компонентов. Равновесное состояние определяется условиями ра-
венства давлений, температур и скоростей составляющих смеси. При описании смеси используется
модель взаимопроникающих и взаимодействующих континуумов. В модели учитывается наличие газа
в порах. Выполнены численные расчеты ударно-волнового нагружения и изоэнтропического расши-
рения образцов меди различной пористости. Сравнением расчетных и экспериментальных ударных
адиабат и изоэнтроп разрежения показано, что предложенная модель коэффициента Грюнайзена
достаточно точно описывает поведение сплошных материалов и материалов с малой и высокой по-
ристостью.
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ВВЕДЕНИЕ
Развитие разделов физики и механики, свя-

занных с изучением явлений, происходящих при
интенсивных ударно-волновых нагружениях кон-
денсированных сред, вызвано широким использо-
ванием методов ударного обжатия при получении
новых материалов с заданными свойствами. При
описании возникающих гидродинамических про-
цессов необходимо знать термодинамические свой-
ства вещества. Теоретическое описание термодина-
мических свойств конденсированных тел при высо-
ких давлениях и температурах, возникающих при
мощных импульсных нагрузках, представляет со-
бой сложную задачу. Поэтому применяются эмпи-
рические модели, адекватность которых верифи-
цируется сравнением с экспериментальными
данными. Уравнение состояния играет важную
роль в моделировании процессов, происходящих
при высокоскоростных нагружениях. Оно несет
информацию о свойствах материала и “индиви-
дуализирует” его. Одним из методов определения
уравнения состояния твердых тел является метод
ударно-волновых обжатий среды, в результате
применения которого определяется ударная
адиабата материала, а дополнительные теорети-
ческие соображения позволяют вычислить пара-
метры уравнения состояния и зависимость коэф-
фициента Грюнайзена от плотности материала.

Современные требования к уравнениям состоя-
ния, теоретические и экспериментальные методы
исследования термодинамических свойств веще-
ства описаны в [1–3].

При ударно-волновом нагружении пористых
материалов возрастает роль теплового давления.
Изучение ударного сжатия одного и того же мате-
риала при различных начальных пористостях дает
более полную картину о свойствах материала и
зависимости коэффициента Грюнайзена от тер-
модинамических переменных при высоких дав-
лениях. Большое нагревание при ударном сжатии
материалов с высокой пористостью приводит к
аномальному поведению ударной адиабаты, за-
ключающемуся в том, что объем среды с возраста-
нием давления не уменьшается как у конденсиро-
ванных сред, а увеличивается. Для того чтобы при
моделировании отражалось это различие в ходе
ударных адиабат для сплошных материалов и ма-
териалов с малыми пористостями от аномального
хода ударных адиабат для материалов с большими
пористостями, необходимо учесть этот фактор при
описании коэффициента Грюнайзена.

При амплитудах нагружения до нескольких
сотен ГПа зависимость давления от плотности
материала и температуры в форме уравнения
Ми–Грюнайзена задается формулой

УДК 532.593+536.711



ТЕПЛОФИЗИКА ВЫСОКИХ ТЕМПЕРАТУР  том 59  № 4  2021

МОДЕЛЬ КОЭФФИЦИЕНТА ГРЮНАЙЗЕНА 515

где  – упругая составляющая

давления, описываемая уравнением типа уравне-
ния Тета; PT = γρET – тепловая составляющая
давления; ρ – плотность среды; ρ0 – параметр
уравнения состояния (в случае конденсирован-
ного вещества это его плотность при нормальных
условиях); A, n – константы, характеризующие
вещество; γ – коэффициент Грюнайзена; ET –
тепловая энергия. Параметр A вычисляется по
формуле

где c0 – объемная скорость звука при нормальных
условиях.

Внутренняя энергия также представляется в
виде суммы двух составляющих:

Здесь упругая часть энергии сжатия EX связана
с упругой составляющей давления зависимостью

 тепловая часть внутренней энергии

задается соотношением ET = , где  –
удельная теплоемкость, T – температура, T0 – на-
чальная температура.

Анализ данных, приведенных в литературе,
показывает, что с ростом интенсивности ударно-
волновых нагрузок коэффициент Грюнайзена
уменьшается. Такое поведение коэффициента
Грюнайзена закладывалось, например, в модели
уравнений состояния в работах [4–9]. При не-
больших пористостях при нормальном ходе удар-

ных адиабат зависимость γ =  при l > 0 опи-

сывает именно такое изменение коэффициента

Грюнайзена, так как отношение  < 1 во всем

диапазоне изменения давления. Но при высоких
пористостях образец в ударной волне сжимается
до плотности тем меньшей, чем выше давление, и

тогда отношение  > 1. Если в этом диапазоне

пористостей и давлений коэффициент Грюнайзе-
на описывать данным соотношением, то он будет
увеличиваться по сравнению с нормальным зна-
чением γ0.

В данной работе зависимость коэффициента
Грюнайзена от плотности предлагается описы-
вать соотношением
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Использование функции  в показателе

обобщает модель коэффициента Грюнайзена,
приведенную в [10], поскольку знак логарифма
зависит от величины аргумента. Кроме того, по-
казатель степени изменяется с изменением плот-
ности.

ОПИСАНИЕ МОДЕЛИ
В [10] приведены соотношения, выражающие

параметры уравнения состояния смеси через со-
ответствующие параметры и массовые доли со-
ставляющих. В данной работе способом, описан-
ным в [10], получены формулы, связывающие па-
раметр смеси γ0 и параметры компонентов γi0:

где

Здесь N – число компонентов в смеси, величи-
ны с индексом i относятся к составляющим. В [10]
показано, что значение k = 2 гарантирует выпол-
нение условия сходимости. Остальные параметры
смеси используются в виде, приведенном в [10].

В [11] для описания коэффициента Грюнайзе-
на предложено выражение, зависящее только от
температуры. В нем использованы три внешних
параметра, которые выбираются из условия соот-
ветствия расчетных ударных адиабат известным
экспериментальным результатам для каждого ма-
териала. В [12] приведено уравнение состояния,
которое не содержит внутренней энергии, и в нем
три внешних параметра определяются таким об-
разом, чтобы коэффициент Грюнайзена прини-
мал некоторые заданные значения, причем еще
три параметра используются для описания удель-
ной теплоемкости. В [13] учетом зависимости от
сжатия модернизируется коэффициент Грюнай-
зена из [11], при этом применяются пять внешних
параметров. В данной работе для описания коэф-
фициента Грюнайзена используется только один
внешний параметр γ0.

Из основного уравнения термодинамики

где S – энтропия,  – удельный объем, получим
уравнение изоэнтропы разгрузки
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Индекс in относится к исходному состоянию,
в котором энтропия S = Sin. Считая, что удельная
теплоемкость постоянна  =  получаем следу-
ющее выражение, связывающее температуру и
плотность на изоэнтропе:

Для вычисления скорости звука получаем вы-
ражение

Увеличение массовой скорости в волне разре-
жения на участке от некоторой точки на адиабате
Гюгонио до точки, в которой давление равно ну-
лю, определяется интегралом Римана вдоль изо-
энтропы

где  – соответственно удельные
объемы на адиабате Гюгонио при давлении P = PH

и на изоэнтропе разгрузки при давлении P = 0.
Скорость свободной поверхности описывается
соотношением ufs = u + ur.

Изучить область применимости уравнения со-
стояния, коэффициент Грюнайзена в которой за-
дан логарифмической зависимостью отношения
плотностей, можно путем сравнения расчетных и
экспериментальных ударных адиабат и изоэн-
троп разгрузки для образцов меди различной по-
ристости.

Для проведения расчетов одни и те же пара-
метры уравнения состояния, приведенные в таб-
лице, используются для всех значений пористости.
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ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

На графиках, приведенных ниже, цифрами 1 и
1' обозначены кривые, рассчитанные с помощью
уравнения состояния, опубликованного в [10]
(модель I), а цифрами 2 и 2' – с использованием
предлагаемой модели (модель II).

На рис. 1 представлены расчетные ударные адиа-
баты для сплошной меди в координатах u–(D – u).
Сплошные кривые 1, 2 – результаты расчетов на-
стоящей работы, данные для прерывистой кри-
вой 3 любезно предоставлены авторами [14]. В ра-
боте [14] ударная адиабата определяется уравне-
нием (40) (в [14]). Данная ударная адиабата
получена путем обобщения многочисленных экс-
периментальных точек и результатов квантово-
статистических расчетов авторов [14]. Символами
5–7 обозначены данные экспериментов [16–18] в
интерпретации оригинальных работ [16–18],
символами 8–10 обозначены данные [16–18] в
интерпретации [14]. Кривые 1 и 3 до массовых
скоростей 8 км/с сливаются, но с увеличением
интенсивности нагрузки кривая 3 отклоняется от

Параметры уравнений состояния воздуха и меди

Вещество ρii0, кг/м3 Ai, Па ni кДж/(кг К)
γi li

Воздух 1.3 0.695 × 10–3 2.20 0.718 0.16 0.1

Медь 8.93 × 103 329.5 × 108 4.25 0.382 2.00 1.08

,ic
v

Рис. 1. Ударные адиабаты для сплошных образцов
меди в координатах u–(D – u): 3 – данные [14]; 4–
экспериментальные данные [15]; 5 – [16]; 6 – [17]; 7 –
[18]; 8–10 – данные [16–18] в интерпретации [14].
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1 и приближается к кривой 2, при массовых ско-
ростях, близких к 16 км/с, кривые 2 и 3 практиче-
ски сливаются.

На рис. 2 приведены ударные адиабаты для
сплошных образцов меди в ρ–P-координатах.
Обозначения те же, что на рис. 1. Поведение кри-
вых аналогично рис. 1.

На рис. 3 приведены расчетные ударные адиа-
баты (сплошные кривые) и изоэнтропы разгрузки
(прерывистые кривые) для сплошных образцов
меди в координатах u–P, экспериментальные
данные взяты из работы [19]. Хорошее соответ-
ствие расчетных кривых и экспериментальных
данных для сплошных образцов меди показывает,
что параметры уравнения состояния, приведен-
ные в таблице, адекватно описывают материал.
Для сплошных образцов меди ударные адиабаты,
рассчитанные по обеим моделям, практически
сливаются. Отличия начинают проявляться толь-

ко при очень высоких давлениях. Скорости звука
в нагруженных образцах различаются заметнее, и
это отражается на различии изоэнтроп разгрузки.

На рис. 4 приведены зависимости скорости
звука от давления за фронтом ударной волны в на-
груженных образцах сплошной меди. Эксперимен-
тальные данные, обозначенные значками 3–6, при-
ведены соответственно в работах [15], [21–23].

На рис. 5 приведены кривые, построенные по
моделям I и II и данным, приведенным в [20, 24,
25] для коэффициента Грюнайзена для сплошных
образцов меди. В [20, 24, 25] значения коэффици-
ента Грюнайзена получены путем пересчета из-
меряемых в экспериментах данных. Однако этих
данных недостаточно, чтобы провести сравнение
коэффициента Грюнайзена для сплошных образ-
цов меди в широком диапазоне нагрузок. При ма-
лых нагрузках данные (приведенные экспери-
ментальные) лучше согласуются с кривой, зада-
ваемой моделью I, но для нагрузок такого уровня
коэффициент Грюнайзена можно считать посто-
янным. Однако с увеличением интенсивности
ударной волны данные [20, 24, 25] отклоняются
от кривой 1 и приближаются к кривой 2. При ин-
тенсивных нагрузках кривые 1 и 2 сближаются.
Тенденция в поведении кривых одинаковая, но
при малых нагрузках медленнее убывают значе-
ния коэффициента Грюнайзена, полученные с
использованием модели II. Сравнение кривых,
полученных с использованием двух моделей, и
кривой, построенной по данным работ [20, 24,
25], показывает допустимость применения моде-
ли II для вычисления коэффициента Грюнайзена.

На рис. 6 и рис. 7 приведены ударные адиабаты
пористых образцов меди в координатах массовая
скорость за фронтом ударной волны–скорость

Рис. 2. Ударные адиабаты для сплошных образцов
меди в координатах плотность–давление: 3 – данные
[14]; 4 – экспериментальные данные [15]; 5 – [16]; 6 –
[17]; 7 – [18]; 8–10 – данные [16–18] в интерпретации
[14].
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Рис. 3. Ударные адиабаты и изоэнтропы разгрузки
для сплошных образцов меди в координатах u–P и
экспериментальные данные [19] (3).
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Рис. 4. Зависимости скорости звука от давления за
фронтом ударной волны в нагруженных образцах
сплошной меди; экспериментальные данные: 3 –
[20], 4 – [21], 5 – [22], 6 – [23].
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ударной волны и плотность среды–давление за
фронтом ударной волны соответственно.

Над каждой кривой указана соответствующая
пористость образца. Для наглядности на рис. 6
ударные адиабаты смещены вдоль оси u, а на
рис. 7 ударные адиабаты смещены вдоль оси ρ на
указанные над кривыми величины. Эксперимен-
тальные данные 3–8 взяты соответственно из ра-
бот [15], [26–28]. На рис. 6 u–D-адиабаты, рас-
считанные по разным моделям, практически не
отличаются при малых нагрузках для всех пори-
стостей. С увеличением интенсивности ударно-
волнового нагружения кривые, рассчитанные по
разным моделям, немного расходятся, но это рас-
хождение менее 7%, что сравнимо с уровнем раз-
броса экспериментальных данных для пористых
материалов. Оба семейства кривых с одинаковой
степенью точности согласуются с эксперимен-
тальными данными. Наибольшее расхождение
расчетных кривых отмечается для значений по-
ристости 3 и 5.4. На рис. 7 расхождение ρ–P-
адиабат более заметно, чем на рис. 6 u–D, но при
больших давлениях кривые, рассчитанные по мо-
дели II, расположены ближе к эксперименталь-
ным данным. Аналогично на рис. 1 и 2 для сплош-
ных материалов расхождение адиабат более за-
метно при высоких давлениях и адиабаты в ρ–P-
координатах отличаются сильнее, чем в коорди-
натах u–D.

На рис. 7 так же, как на рис. 6, наибольшее рас-
хождение расчетных кривых отмечается для зна-
чений пористости 3 и 5.4.

Как уже говорилось, в экспериментах измеря-
ются массовая скорость за фронтом ударной вол-
ны и скорость ударной волны, а остальные вели-
чины чаще всего получаются пересчетом, поэто-
му более надежным является сравнение в
координатах массовая скорость за фронтом удар-
ной волны–скорость ударной волны.

Рис. 6, 7 показывают, что обе модели с одина-
ковой точностью описывают ударные адиабаты
материалов с малыми пористостями, а в ρ–P-ко-
ординатах кривые, полученные с использовани-
ем модели II при пористостях более 5.4, проходят
ближе к экспериментальным данным.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Предложенная в данной работе логарифмиче-
ская зависимость коэффициента Грюнайзена от
плотности позволяет описать поведение коэффи-
циента Грюнайзена единой формулой как для
сплошных материалов, так и для материалов с
низкой (менее 3) и высокой (более 5.4) пористо-
стью, при которой проявляется аномальный ход
ударных адиабат, когда образцы в ударной волне
сжимаются до плотностей тем меньших, чем вы-
ше давление. В обоих случаях данная зависимость

Рис. 5. Графики зависимостей коэффициента Грю-
найзена сплошных образцов меди от плотности в на-
груженном образце; экспериментальные данные: 3 –
[20], 4 – [24], 5 – [25].
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Рис. 6. Ударные адиабаты для пористых образцов ме-
ди в координатах u–D; экспериментальные данные:
3 – [15], 4 – [26], 5 – [27], 6 – [27], 7 – [28], 8 – [28].

12

D, км/с

8

4

0

2

2

22

2
2

10.03, u + 6

7.202, u + 4

5.4, u + 23.0, u + 1

1.9811.210

1

1

1
1

1
1

3

4 8 12 u, км/с

4
5
6
7
8

Рис. 7. Ударные адиабаты для пористых образцов ме-
ди в координатах ρ–P; экспериментальные данные:
3 – [15], 4 – [26], 5 – [27], 6 – [27], 7 – [28], 8 – [28].

160
P, ГПа

120

80

40

0
–4 0 4 8 12

ρ, г/см3

3
4
5
6
7
8

2

2

2
2

2

2
10.03, ρ – 4

5.4, ρ – 2 1.981, ρ
1.210, ρ

7.202,
ρ – 3

3.0, ρ – 1

1

1

1 1

1

1



ТЕПЛОФИЗИКА ВЫСОКИХ ТЕМПЕРАТУР  том 59  № 4  2021

МОДЕЛЬ КОЭФФИЦИЕНТА ГРЮНАЙЗЕНА 519

задает уменьшение коэффициента Грюнайзена с
увеличением интенсивности нагружения.

Хорошее соответствие кривых, рассчитанных
по модели II, и экспериментальных данных для
сплошных образцов меди и образцов меди раз-
личной пористости показывает удовлетворитель-
ное описание предложенной простой логариф-
мической зависимостью коэффициента Грюнай-
зена поведение ударных адиабат как сплошных,
так и пористых материалов.
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