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В работе выведено модифицированное уравнение Релея–Ламба, учитывающее радиальные колеба-
ния пузырька газа, покрытого вязкоупругой оболочкой, на внутренней поверхности которой рас-
пределен тонкий слой жидкости. Для случая малых возмущений найдено дисперсионное уравне-
ние, учитывающее межфазный теплообмен между газом, жидкой прослойкой, вязкоупругой обо-
лочкой и несущей жидкостью. Выписано аналитическое выражение равновесной скорости звука,
и установлена ее зависимость от размеров жидкого слоя, вязкоупругой оболочки и частоты возму-
щений. Проиллюстрировано различие размера внутреннего жидкого слоя в оболочечном пузырьке
на динамику акустических волн. Показано влияние зависимостей модуля сдвига и вязкости бутило-
вой резины от частоты возмущений при различной температуре на кривые фазовой скорости и ко-
эффициента затухания. Дано сравнение теории с экспериментальными данными.
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ВВЕДЕНИЕ

Изучение распространения волн в сложных
пузырьковых средах по-прежнему актуально, о
чем свидетельствуют недавние публикации [1–4].
В частности, в работах [3, 4] исследовано взаимо-
действие акустических волн с границей между
чистой жидкостью и жидкостью с парогазовыми
пузырьками с учетом фазовых превращений.
Проанализировано влияние концентрации пара в
пузырьках и основных параметров смеси на ко-
эффициенты отражения и прохождения. Оценка
влияния фазовых превращений на границе паро-
газожидкостной смеси по упрощенным форму-
лам приведена также в [5], где показана монотон-
ная зависимость коэффициента отражения от
концентрации пара для пузырьковой жидкости.
В [6] указано на различие во взаимодействии ма-
лых возмущений со слоем пузырьковой жидкости
и слоем газокапельной смеси. К настоящему вре-
мени имеется немало и экспериментальных работ
по исследованию акустических свойств пузырь-
ковых сред. Вот лишь некоторые из них [7–9], где
определены частотные зависимости фазовой ско-
рости и коэффициента затухания. Основные тео-
ретические модели опубликованы, к примеру, в
работах [10–12]. С большим количеством публи-
каций можно ознакомиться в обзорах [13, 14].

Покрытые упругой оболочкой пузырьки
встречаются во многих областях. Но основное
применение они нашли в биомедицине, где ис-
пользуются в качестве контрастных веществ для
ультразвуковой диагностики [15, 16]. Знание
свойств покрытых пузырьков легло в основу со-
здания микророботов, которые имеют огромный
потенциал в медицинской практике: от доставки
лекарств до диагностики заболеваний. В частно-
сти, в работе [17] приведено описание микроро-
бота, способного перемещаться в жидкой среде
следующим способом. На поверхности устрой-
ства закрепляются пузырьки газа в специальных
капсулах. Под воздействием ультразвуковых ко-
лебаний пузырьки начинают поочередно расши-
ряться и сжиматься, оказывая давление на стен-
ку, к которой они прикреплены. Частота колеба-
ний зависит от размеров пузырьков, и чем ближе
она к их резонансной частоте, тем эффективнее
происходит движение микроробота. Существую-
щие теоретические модели основаны на различ-
ных формах записи уравнений колебаний сфери-
ческих пузырьков с учетом упругости, вязкости
поверхностного слоя. В работе [18] получено мо-
дифицированное уравнение Релея–Плессета,
учитывающее радиальные колебания газового
пузырька с вязкоупругой оболочкой конечной
толщины в жидкости на основе реологического
уравнения Кельвина–Фойгта. Проанализирова-

УДК 532.529:534.2



534

ТЕПЛОФИЗИКА ВЫСОКИХ ТЕМПЕРАТУР  том 59  № 4  2021

ГУБАЙДУЛЛИН, ФЕДОРОВ

но влияние параметров оболочки. Впоследствии
модель [18] была упрощена для случая, когда тол-
щина вязкоупругой оболочки пузырьков близка к
нулю [19]. Здесь же теоретически и эксперимен-
тально показано влияние полимерной оболочки
микропузырьков на затухание импульсного воз-
мущения. В работе [20] на основе результатов [18]
представлена математическая модель, определя-
ющая распространение акустических волн в жид-
кости с пузырьками газа, покрытыми вязкоупру-
гой оболочкой в приближении взаимодействую-
щих и взаимопроникающих континуумов [21].
В [22] же рассмотрены пузырьки газа, находящи-
еся в вязкоупругой среде, и исследована акустика
данной пузырьковой смеси. Из сравнения резуль-
татов [20] и [21] следует, что учет вязкоупругости
несущей среды или оболочки пузырьков приво-
дит к уменьшению коэффициента затухания воз-
мущений и увеличению резонансной частоты
включений, что хорошо подтверждено в приве-
денных сравнениях с экспериментальными дан-
ными. Другое направление применения контраст-
ных веществ – газовая эмболотерапия [23–25].
Данный метод подразумевает введение капель
специального вещества, каждая из которых за-
ключена в вязкоупругую биологическую оболоч-
ку, в кровеносные сосуды, питающие опухоли.
После с внешнего устройства подается ультразвук
и внутри капель жидкости образуются пузырьки
газа, которые растут и блокируют кровеносные
сосуды. Без кровоснабжения опухоли не могут
расти и распространяться дальше. В связи с этим
в данной работе рассмотрены пузырьки газа, со-
держащие жидкую прослойку и вязкоупругую
оболочку, и исследована динамика акустических
волн в жидкости с данными включениями.

МОДИФИЦИРОВАННОЕ УРАВНЕНИЕ 
РЕЛЕЯ–ЛАМБА

Рассмотрим сферический пузырь газа, покры-
тый вязкоупругой оболочкой, внутри которой

распределена жидкая фаза в виде тонкого слоя на
поверхности оболочки. Пузырь находится внутри
массива неподвижной несжимаемой жидкости
(рис. 1).

Ввиду непроницаемости жидкой оболочки
скорость изменения ее радиуса  совпа-
дает с радиальной скоростью движения на по-
верхности  Уравнение неразрывности в
сферической системе координат при наличии
центральной симметрии записывается следую-
щим образом:

и его решение имеет вид

(1)

Уравнение сохранения импульса в сфериче-
ских координатах берется в виде

(2)

где ρ – плотность, p – давление, τ – компоненты
тензора напряжений. В силу [26] для сферы ком-
поненты тензора связаны соотношением

 Проинтегрируем уравнение (2)
от  до ∞ с учетом (1). В этом случае интервал от

 до  будет соответствовать параметрам жид-
кой фазы, от  до  – параметрам вязкоупругого
слоя, от  до ∞ – параметрам несущей жидкости:

(3)
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Запишем граничные условия между двумя
движущимися средами при учете сил поверхност-
ного натяжения [26]
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Рис. 1. Схема включения: g – пузырь газа, e – жидкая
фаза, s – вязкоупругая оболочка, l – несущая жидкость.
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для жидкости и газа задаются следующим обра-
зом:

(7)

где μ – динамическая вязкость. Отметим, что ве-
личина  по порядку меньше, чем  посколь-
ку вязкость газа меньше вязкости жидкости, по-
этому в дальнейшем данной величиной можно
пренебречь. Вязкоупругость оболочки учитыва-
ется на основе реологического уравнения Кель-
вина–Фойгта, поэтому тензор напряжений зада-
ется следующим соотношением [18]:

(8)

где  – модуль сдвига оболочки. С учетом (4)–(8)
после алгебраических преобразований и по усло-
вию несжимаемости оболочки  урав-
нение (3) окончательно примет вид

(9)

Линеаризуем полученное модифицированное
уравнение Релея–Ламба (9):  
ψ = {R1,   p}. Учитывая условие несжимаемо-
сти оболочки  =  находим связь

между возмущениями  По-
сле необходимых математических действий лине-
аризованное уравнение (9) записывается в виде

(10)

В случае, когда отсутствует жидкая прослойка
  линеаризованное уравнение

(10) по виду совпадает с уравнением, полученным
в работе [20].
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МЕЖФАЗНЫЙ ТЕПЛООБМЕН
Для учета межфазного теплообмена запишем

уравнения теплопроводности для газа, жидкой
прослойки и вязкоупругой оболочки [21, 29]:

(11)

(12)

(13)

Здесь  – удельная теплоемкость, λ – коэф-
фициент теплопроводности. При отсутствии
внешнего подвода тепла среднемассовая темпе-
ратура жидкости принимается постоянной

 а давление  в (11) является
функцией только времени  т.е. выполняется
условие гомобаричности [21]. Данное предполо-
жение позволит избежать решения уравнения
движения газа внутри пузырька и тем самым
упростить систему уравнений. При постановке
задачи необходимо задать граничные условия,
которые для температур имеют вид

(14)

(15)

Здесь первое условие (14) означает отсутствие
потока тепла в центр сферического пузырька,
остальные условия (14), (15) характеризуют ра-
венство температур и потоков на границах. Отме-
тим, что похожие уравнения были выписаны в ра-
боте [30] для учета процессов теплообмена трех-
слойной ячейки пористой среды. Решение
поставленной задачи (11)–(15) для случая малых
колебаний пузыря с малой амплитудой находится
в виде действительных частей комплексных
функций

(16)

где ω – частота возмущений. Подставив решение
вида (16) в уравнение (11), получим
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Общее решение дифференциального уравне-
ния второго порядка (17) можно получить в виде

суммы частного решения  и линей-
ной комбинации двух независимых решений од-
нородного уравнения

Здесь   – неизвестные переменные. Анало-
гично выписываются решения уравнений (12), (13):

Неизвестные переменные      
определяются из граничных условий (14), (15).

Получим интеграл энергии для пузырька газа.
Предполагается, что область внутри пузырька за-
полнена совершенным газом, поэтому уравнение
состояния берется в виде

(18)

Здесь  – газовая постоянная,  – показатель
адиабаты.

Уравнение неразрывности в сферических ко-
ординатах имеет вид

(19)

Продифференцировав уравнение (18) по вре-
мени t с учетом (19), имеем

(20)

После интегрирования уравнения притока тепла
для газовой фазы (11) от 0 до  с учетом (20) лине-
аризованный интеграл энергии примет вид
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ДИСПЕРСИОННОЕ УРАВНЕНИЕ
Представим решения уравнений (10), (21) в виде

бегущих волн  
где   – амплитуды волн, тогда

(22)

(23)

(24)

Подставим выражение (23) в уравнение (22) с
учетом того, что  и получим

(25)

(26)

(27)

Здесь  – скорость звука в жидкости;  – ре-
зонансная частота включения;  – диссипатив-
ные параметры, связанные с вязкостью жидкости

 и  вязкоупругостью оболочки  тепловыми
потерями  и акустическими потерями  Отме-
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тим, что если отсутствует вязкоупругая оболочка
и прослойка жидкости, а также не учитываются
эффекты поверхностного натяжения 

 то резонансная частота приобретает из-
вестное выражение частоты Миннаэрта

Запишем волновое уравнение для пузырько-
вой жидкости [10]

(28)

где f – функция распределения пузырьков по раз-

мерам. С учетом   и вы-

ражения (25) уравнение (28) запишется в виде

(29)

Здесь  – комплексное волновое число, а
уравнение (29) является дисперсионным уравне-
нием, характеризующим распространение аку-
стической волны в рассматриваемой полидис-
персной пузырьковой среде. Если выбрать

 где δ – функция Дирака,
 – количество включений в едини-

це объема, α – объемное содержание, то интеграл
в (29) можно опустить и включения будут моно-
дисперсными. Следует заметить, что если рас-
сматриваются бегущие волны в другом направле-
нии  то в дисперсионном уравнении (29)
перед членом  знак “минус” необходимо заме-
нить на “плюс” и в выражении для тепловых по-
терь  следует опустить знак “минус”.

При предельном переходе ω → 0 из дисперси-
онного соотношения (29) получено выражение
равновесной (низкочастотной) скорости звука

(30)

Для случая газовых пузырьков без оболочек
X = 0 равновесная скорость звука принимает из-
вестное выражение [21]

(31)
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Рассмотрим распространение акустической
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крытые резиновой оболочкой, на внутренней по-
верхности которой распределен тонкий
слой воды. Давление смеси  МПа, темпе-
ратура  К. Параметры оболочки [31]:

 кг/м3,  Па с, Gs = 52 × 106 Па.
Примем, что параметры внутреннего и внешнего
слоев жидкости равны, в этом случае 

На рис. 2 представлены результаты сравнения
диссипативных параметров как функций частоты
возмущений при различных размерах включений
по формулам (24) и (26). В зависимости от харак-
терных размеров и частоты волны преобладают
различные механизмы затухания. Для очень ма-
леньких пузырьков ~  м в широком диапазоне
частот преобладает затухание, связанное с вязко-
упругостью оболочки  (рис. 2а). С увеличе-
нием частоты возмущений f > 7 × 107 Гц начинают
преобладать эффекты затухания, связанные с пе-
реизлучением волны  По мере увеличения
размера включений влияние вязкостных эффектов
оболочки ослабевает и начинают доминировать
термические потери  (рис. 2б–2г). Однако при
высоких частотах независимо от размеров включе-
ний все также преобладают акустические потери

 связанные с переизлучением волны. На-
глядно влияние теплообмена на зависимость ко-
эффициента затухания от частоты возмущений
проиллюстрировано на рис. 3 для параметров
включения, представленных на рис. 2в, и при
объемном содержании пузырьков  Учет
теплообмена приводит к заметному увеличению
коэффициента затухания на частотах до 5000 Гц.
Выше этой частоты влияние теплообмена несу-
щественно. Такая же тенденция независимо от
объемного содержания пузырьков наблюдается и
на рис. 2в, где  при частотах до 5000 Гц.

На рис. 4а представлены зависимости фазовой
скорости и ее низкочастотные асимптотики, по-
лученные по формуле (30), а на рис. 4б – зависи-
мости коэффициента затухания от частоты воз-
мущений при различных размерах внутреннего
водного слоя на поверхности вязкоупругой обо-
лочки.

Во-первых, с увеличением водного слоя на
каждые 100 мкм происходит уменьшение фазовой
скорости при низких и умеренных частотах при-
мерно на 100 м/с. Коэффициент затухания при
этом увеличивается. Во-вторых, происходит
уменьшение собственной частоты колебаний пу-
зырьков, так как локальный минимум фазовой
скорости и максимум коэффициента затухания
смещаются влево с ростом размера водного слоя.
Следует обратить внимание также на то, что если
для обычных пузырьковых жидкостей равновес-
ная скорость (31) не зависит от размера пузырь-
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Рис. 2. Зависимости параметров диссипации от ча-
стоты возмущений для различных радиусов включе-
ний: (а) –   м; (б) – 10–4, 10–5;
(в) – 10–3, 10–4; (г) – 10–2, 10–3.
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ков и частоты возмущений, то для рассматривае-
мых в данной задаче оболочечных пузырьков рав-
новесная скорость (30) существенно зависит от
размера внутреннего слоя жидкости и размера
вязкоупругой оболочки, а также модуля сдвига 

В справочнике [32] приведены эмпирические
формулы, по которым можно рассчитать зависи-
мости модуля сдвига и вязкости бутиловой рези-
ны от частоты возмущений при различных темпе-
ратурах, что и представлено на рис. 5.

.sG

Видно, что с ростом температуры вязкость и
модуль сдвига бутиловой резины уменьшаются.
При этом с ростом частоты возмущений модуль
сдвига монотонно увеличивается, а вязкость ре-
зины имеет немонотонный характер. На малых
частотах наблюдается рост вязкости, а затем по
мере увеличения частоты возмущений происхо-
дит ее снижение. В работе [33] сообщаются экс-
периментальные данные измерения коэффици-
ента затухания как функции частоты для смеси
воды с воздушными шариками, покрытыми бути-
ловой резиной при температуре  К и дав-
лении p0 = 1.21 × 105 Па. Радиус шара составлял
rg = 6.08 × 10–2 м, толщина резиновой оболочки
rs = 1.6 × 10–3 м, объемное содержание α = 0.0053.
Длина волны в эксперименте изменяется от 3 до
22 м, что позволяет не учитывать процессы взаи-
модействия непосредственно между пузырьками
и применить полученную теоретическую модель
к результатам эксперимента. Ознакомиться с ра-
ботами, где приведены различные механизмы
взаимодействия между включениями в двухфаз-
ных средах, можно в обзоре [34]. На рис. 6 пред-
ставлены зависимости фазовой скорости (рис. 6а)
и коэффициента затухания (рис. 6б) от частоты воз-
мущений для смеси воды с воздушными шариками,
покрытыми резиновой оболочкой. Для коэффици-
ента затухания приведено сравнение с эксперимен-
тальными данными [33]. Видно, что учет упругой
оболочки пузырьков приводит к увеличению резо-
нансной частоты включения, что также хорошо
подтверждается экспериментальными данными. С
увеличением температуры от 10 до 30 градусов про-
исходит увеличение коэффициента затухания и
уменьшение собственной частоты колебаний пу-
зырьков. Физически это объясняется следующим
образом. При более высокой температуре резина
становится мягче (уменьшается вязкость, рис. 5),
поэтому радиальные колебания пузырьков прохо-
дят более интенсивно и происходит большее рассе-
яние акустической волны, нежели при более жест-

0 303T =

Рис. 3. Зависимости коэффициента затухания от ча-
стоты возмущений: 1 – без учета теплообмена 
2 – с учетом теплообмена 
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кой резиновой оболочке, которая сдерживает пуль-
сации включений. Что касается уменьшения
собственной частоты колебаний пузырьков, то из
формулы (27) очевидно, что с уменьшением модуля
сдвига упругой оболочки резонансная частота 
уменьшается. Если на рис. 4а продемонстрирована
зависимость равновесной (низкочастотной) скоро-
сти звука от размеров оболочки и жидкого слоя, то

0ω

на данном примере (рис. 6а) показано, что равно-
весная скорость звука может зависеть, хотя и неяв-
но, также и от частоты возмущений, поскольку мо-
дуль сдвига  является функцией частоты (рис. 5).
Таким образом, показано существенное отличие
акустики пузырьков с оболочкой от акустики
обычных пузырьковых жидкостей.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Дан анализ влияния размеров включений и ча-
стоты возмущений на различные механизмы за-
тухания акустической волны. На основании про-
веденных расчетов показано, что наличие водной
пленки на внутренней поверхности вязкоупругой
оболочки пузырька газа приводит к уменьшению
скорости звука и увеличению коэффициента за-
тухания при низких частотах. Продемонстриро-
вана зависимость равновесной скорости звука от
размера жидкой пленки, вязкоупругой оболочки
и также частоты возмущений, что существенно
отличается от акустических свойств обычной пу-
зырьковой жидкости. Для смеси воды с пузырь-
ками газа, покрытыми бутиловой резиной, най-
дено удовлетворительное соответствие теорети-
ческой зависимости коэффициента затухания от

sG

Рис. 4. Зависимости фазовой скорости (а) и коэффи-
циента затухания (б) от частоты возмущений при

 м,  м, α = 0.01 и различных разме-
рах водного слоя: 1 –  2 – 10–4, 3 – 2 × 10–4 м.
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Рис. 5. Зависимости модуля сдвига  (сплошные) и
вязкости  (штриховые линии) для бутиловой рези-
ны при различных температурах: 1 – 283 К, 2 – 293,
3 – 303.
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Рис. 6. Частотные зависимости фазовой скорости (а)
и коэффициента затухания (б) для различных функ-
ций модуля сдвига и вязкости резины: 1–3 – то же,
что на рис. 5; 4 – без учета упругой оболочки; пункти-
ром показаны асимптотики фазовой скорости по
формуле (30).
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частоты возмущений известным эксперимен-
тальным данным.

Исследование выполнено за счет гранта Россий-
ского научного фонда (проект № 20-11-20070).
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