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На основе двухпараметрической k–ε-модели турбулентности для двухфазного потока выполнен
анализ влияния макро-, микро- и наночастиц на интенсивность турбулентности несущего газа. По-
лучено выражение, предсказывающее влияние частиц различной инерционности на величину
энергии турбулентности несущей фазы. Показано, что турбулизующий эффект предельно малои-
нерционных частиц (наночастицы) сменяется ламинаризующим эффектом малоинерционных ча-
стиц (микрочастицы), а затем снова сменяется на турбулизующий вследствие дополнительной ге-
нерации турбулентности в следах за крупными частицами (макрочастицы).
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ВВЕДЕНИЕ
Анализ влияния дисперсной примеси в виде

частиц (капель) на характеристики турбулентно-
сти несущего потока газа является одной из глав-
ных проблем в теории двухфазных турбулентных
течений [1, 2].

К настоящему времени известно несколько
основных механизмов влияния частиц на энер-
гию турбулентности газа: генерация турбулентно-
сти за счет снижения энергии мелких вихрей, во-
влекающих предельно малоинерционные части-
цы в мелкомасштабное пульсационное движение
и отвечающих за подавление турбулентности [3, 4];
диссипация турбулентности за счет траты энергии
крупных вихрей на вовлечение относительно мало-
инерционных частиц в крупномасштабное пульса-
ционное движение [5–10]; генерация турбулент-
ности несущей фазы в турбулентных следах за
движущимися крупными частицами [5–9, 11];
диссипация турбулентности за счет уменьшения
порождения турбулентной энергии газа из-за
снижения градиента (выполаживания) осред-
ненной скорости вследствие межфазного обме-
на импульсом в осредненном движении.

Таким образом, присутствие частиц может
способствовать как ламинаризации, так и турбу-
лизации потока в зависимости от их инерционно-
сти, параметров и типа течения (вырождение од-
нородной изотропной турбулентности, пристен-
ные течения, струйные течения и т.п.).

Целью настоящей работы является совмест-
ный анализ процессов дополнительной диссипа-

ции и дополнительной генерации энергии турбу-
лентности в потоках с частицами при изменении
инерционности последних в предельно широком
диапазоне.

Инерционность частиц определяется не физи-
ческим размером и их физической плотностью, а
характерными пространственно-временными мас-
штабами того потока, в котором они находятся.
В одних условиях одни и те же частицы будут мало-
инерционными, а в других – обладать большой
инерцией. В работе приведены результаты расче-
тов для условий, при которых предельно малои-
нерционные частицы имеют субмикрометровые
размеры (наночастицы), относительно малои-
нерционные частицы – микрометровые размеры
(микрочастицы), а крупные частицы – милли-
метровые размеры (макрочастицы).

ДВУХПАРАМЕТРИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
ДВУХФАЗНОГО ПОТОКА

Рассмотрим движение несжимаемого вязкого
газа, несущего тяжелые частицы, плотность кото-
рых ρp намного превышает плотность газа ρ. Объ-
емная концентрация частиц  предполагается
малой, чтобы можно было пренебречь столкнове-
ниями частиц между собой. Массовая концентра-
ция M = ρpΦ/ρ может быть достаточно большой.
Примем допущение, что основной силой, опре-
деляющей поведение частиц в турбулентном по-
токе и их обратное влияние на его характеристи-
ки, является сила аэродинамического сопротив-
ления.
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Для выполнения анализа влияния частиц раз-
личной инерционности привлечем двухпарамет-
рическую k–ε-модель турбулентности, модифи-
цированную для двухфазного потока. Указанная
модель содержит два основных уравнения пере-
носа: турбулентной энергии и скорости ее дисси-
пации.

Уравнение переноса энергии турбулентности.
Для анализа влияния частиц на турбулентность
несущего газа воспользуемся дифференциаль-
ным уравнением переноса энергии турбулентно-

сти газа  (  – i-я составляющая пуль-

сационной скорости несущего газа) в присут-
ствии частиц в сжатой форме

(1)

Левая часть уравнения (1) представляет собой
изменение во времени и конвективный перенос
энергии турбулентности, т.е.

Члены в правой части описывают соответ-
ственно диффузию D, генерацию турбулентности
за счет градиентов осредненной скорости P, дис-
сипацию энергии турбулентности вследствие вяз-
кости  и эффект влияния частиц на энергию тур-
булентности 

Выражение для генерации энергии турбулент-
ности в однофазном потоке из осредненного дви-
жения обычно представляется в следующем виде:

(2)

где Cμ = 0.09,  – продольная составляющая ско-
рости газа,  – поперечная координата, направ-
ленная от стенки к оси трубы.

Член уравнения  отвечающий за влияние
частиц на энергию турбулентности, должен учи-
тывать все известные физические механизмы: до-
полнительную генерацию из-за траты энергии
мелких вихрей на вовлечение предельно малои-
нерционных частиц в мелкомасштабное пульса-
ционное движение  и в следах за движущимися
крупными частицами  а также дополнитель-
ную диссипацию из-за траты энергии крупных
вихрей на вовлечение относительно малоинерци-
онных частиц в пульсационное движение  С
учетом этого (1) приобретает вид

(3)

Далее будем рассматривать случай стационар-
ного гидродинамически развитого течения, для
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которого левая часть уравнения (1) обращается в
нуль. С целью получения простого аналитическо-
го соотношения, описывающего влияние частиц
на энергию турбулентности, анализ проведем в
так называемом бездиффузионном приближе-
нии, т.е. при  в (1). В этом случае из (3) по-
лучаем

(4)

Таким образом, учет модификации энергии
турбулентности в двухфазных потоках предпола-
гает корректное описание членов уравнения 

 и  связанных с присутствием частиц.
Уравнение переноса диссипации турбулентно-

сти. Для анализа влияния частиц на турбулент-
ность несущего газа воспользуемся также диффе-
ренциальным уравнением переноса диссипации

турбулентности газа  (  – ки-

нематическая вязкость несущего газа) в присут-
ствии частиц в сжатой форме с использованием
общепринятых градиентных представлений

(5)

где    – постоянные.
Левая часть уравнения (5) представляет собой

изменение во времени и конвективный перенос
диссипации энергии турбулентности, т.е.

Члены в правой части описывают соответ-
ственно диффузию диссипации энергии турбу-
лентности  генерацию диссипации за счет

энергии осредненного движения  подавле-

ние диссипации вследствие вязкости  и эф-

фект влияния частиц на диссипацию турбулент-

ности 

Отметим, что по сравнению со случаем одно-
фазного потока уравнение (5) содержит дополни-
тельную константу  В литературе используют-
ся различные значения постоянной  напри-
мер: 1.2 [12], 2.0 [13], 1.9 [14]. В работе [15]
значение  предполагалось зависящим от мас-
совой концентрации частиц и составляло 1.2 при

. В [4]  определяется из требования, что-
бы безынерционные частицы не влияли на де-
струкцию диссипации турбулентности. Для этого
нужно принять  В этом случае уравнение
(5) приобретает вид
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(6)

Для случая стационарного гидродинамически
развитого течения левая часть уравнения (6) об-
ращается в нуль. В отличие от уравнения для тур-
булентной энергии, в уравнении для диссипации
(6) необходимо учитывать диффузионный пере-
нос  В противном случае без учета диффузион-
ного переноса (с учетом сделанных допущений)
уравнения для энергии турбулентности и ее дис-
сипации становятся линейно зависимыми.

Пренебрегая конвективным переносом и учи-
тывая  в предположении о при-
ближенном равенстве порождения и диссипации
турбулентной энергии в двухфазном потоке
( ), из (6) находим

(7)

Для получения аналитического решения диф-
фузионный перенос в (7) аппроксимируется ал-
гебраическим соотношением [4]

(8)

где  – интегральный пространственный масштаб
турбулентности (длина пути смешения Прандт-
ля–Никурадзе).

Выражение для скорости диссипации турбу-
лентной энергии может быть получено путем
приравнивания (7) и (8):

(9)

Полученное соотношение (9) выражает связь
между диссипацией и энергией турбулентности и
будет использовано ниже для члена P, отвечаю-
щего за генерацию турбулентности из осреднен-
ного движения.

АНАЛИЗ ВЛИЯНИЯ ЧАСТИЦ НА ЭНЕРГИЮ 
ТУРБУЛЕНТНОСТИ ГАЗА

Уравнение баланса турбулентной энергии в
присутствии частиц (4) представим в виде

(10)

Подставим в (10) выражения (2) и (9). В ре-
зультате из (10) имеем
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Проведя простые преобразования (11), полу-
чаем следующее выражение для турбулентной
энергии несущего потока:

Предположим, что воздействием дисперсной
фазы на профиль осредненной скорости газа, так
же как и на распределение длины смешения, при
анализе влияния на интенсивность турбулентной
энергии можно пренебречь, и для равновесного
приближения ( ) получаем

(12)

где  – турбулентная энергия одно-

фазного потока.
Формула (12) выражает в равновесном при-

ближении влияние частиц на интенсивность при-
стеночной турбулентности и имеет ясный физи-
ческий смысл: числитель характеризует увеличе-
ние турбулентной энергии благодаря вкладу
частиц в порождение турбулентности за счет уве-
личения эффективной вязкости и турбулизации
потока в следах за крупными частицами, а знаме-
натель описывает ее снижение за счет дополни-
тельной диссипации.

Необходимо отметить, что проведенный в на-
стоящей работе анализ никоим образом не учи-
тывает неоднородность распределения частиц в
пространстве. Влияние неоднородности профиля
концентрации частиц на транспорт турбулентной
энергии в двухфазных потоках рассмотрено в ра-
боте [4].

Проанализируем три основных механизма
влияния частиц на энергию турбулентности несу-
щего газа.

Генерация энергии турбулентности предельно
малоинерционными частицами. Предельно малои-
нерционные частицы подавляют энергию мелких
вихрей, расходуя ее на собственное ускорение
(вовлечение в мелкомасштабное пульсационное
движение). Это приводит к снижению диссипа-
ции энергии турбулентности, т.е. к увеличению
энергии.

В [4] получено следующее выражение для
определения дополнительной генерации турбу-
лентности предельно малоинерционными части-
цами:
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где  – коэффициент вовлечения частиц в пуль-
сационное движение несущего газа, определяе-
мый как

Здесь    – время динамиче-

ской релаксации частиц;   – интегральный
и дифференциальный временные масштабы. При
рассмотрении малоинерционных частиц данные
масштабы могут быть приняты равными соответ-
ственно лагранжеву  и тейлорову  масштабам
турбулентности. В этом случае параметр инерци-
онности частиц  будет равен числу Стокса в
крупномасштабном пульсационном движении
[2], т.е. 

Диссипация энергии турбулентности относи-
тельно малоинерционными частицами. Относи-
тельно малоинерционные частицы подавляют
энергию крупных вихрей, расходуя ее на соб-
ственное ускорение (вовлечение в крупномас-
штабное пульсационное движение). Это приво-
дит к дополнительной диссипации энергии тур-
булентности.

В [10] получено выражение для определения
дополнительной диссипации турбулентности от-
носительно малоинерционными частицами в
уравнении баланса пульсационной энергии:

(14)

где   – i-е составляющие пульсационных
скоростей газа и частиц соответственно;  –
функция вовлечения частиц в крупномасштабное
пульсационное движение.

Для коэффициента вовлечения используем
аппроксимацию [4]

Учтем, что интегральный лагранжев масштаб
турбулентности, характеризующий время жизни
энергонесущих турбулентных вихрей, может
быть представлен в виде

(15)

Выражая  из (15) и подставляя в (14), в резуль-
тате получим отношение дополнительной дисси-
пации турбулентной энергии  к вязкой дисси-
пации  характеризующее влияние относительно
малоинерционных частиц на турбулентность не-
сущего потока:
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Согласно (16), влияние относительно малои-
нерционных частиц на турбулентность определя-
ется в первую очередь массовой концентрацией

 и инерционностью частиц  [2].
С уменьшением инерционности частиц (до опре-
деленной степени) ламинаризующее воздействие
дисперсной фазы на поток возрастает.

Генерация энергии турбулентности крупными
частицами. Движущиеся в потоке крупные части-
цы ( ) вызывают вихри за собой, деста-
билизирующие течение и трансформирующие
энергию осредненного движения в турбулентную
энергию.

В [11] на основе решения для автомодельного
осесимметричного турбулентного следа получено
выражение для определения дополнительной ге-
нерации турбулентности в уравнении баланса
пульсационной энергии

(17)

где   – постоянные;  – коэф-
фициент сопротивления частицы;  –
модуль относительной осредненной скорости не-
сущего газа и частиц;  – диаметр частицы.

Из (17) видно, что влияние крупных частиц на
турбулентность определяется, главным образом,
объемной концентрацией  (а не массовой кон-
центрацией M, как в случае малоинерционных
частиц), скоростью межфазного скольжения  и
диаметром  С увеличением размера частиц тур-
булизирующее воздействие дисперсной фазы на
поток возрастает, так как величина 
растет.

При проведении анализа влияния частиц на
турбулентность несущего потока при течении в
вертикальной трубе осредненная скорость меж-
фазного скольжения, входящая в (17), может быть
рассчитана по выражению

(18)
где  – ускорение силы тяжести, а время динами-
ческой релаксации частиц определяется извест-
ной зависимостью

(19)

где  – время динамической релаксации стоксо-
вой частицы;  – поправочная функция,
учитывающая влияние сил инерции на время ре-
лаксации нестоксовой частицы;  – физическая

1 2
μ

2 (1 ).p kM f
C
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ε Ω
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Re 400p >
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плотность частиц,  – динамическая вязкость,
– кинематическая вязкость.
С учетом (19) коэффициент аэродинамическо-

го сопротивления частиц, фигурирующий в (17),
равен

(20)

При известной  и с использованием (18)–
(20) можно рассчитать величину дополнительной
генерации турбулентности по соотношению (17) в
потоках, содержащих крупные частицы.

Необходимо отметить, что помимо силы тяже-
сти существует много причин, обусловливающих
межфазное скольжение, величина которого мо-
жет значительно превосходить скорость витания
частиц. Высокие значения межфазного скольже-
ния реализуются, например, в случае наличия
столкновений частиц со стенками канала и с по-
верхностями обтекаемых двухфазными потоками
тел [16–19], а также в вихревых (или закручен-
ных) течениях [20, 21].

РАСЧЕТ ЭНЕРГИИ ТУРБУЛЕНТНОСТИ 
ДВУХФАЗНОГО ПОТОКА

Расчет энергии турбулентности двухфазного
потока производился с использованием соотно-
шения (12) с учетом (13), (16) и (17) при  для
трех значений массовой концентрации частиц.
Вычисления выполнены при следующих пара-
метрах однофазного потока:  м2/с2,

 с и  м.
На рисунке показано влияние инерционности

частиц (числа Стокса в крупномасштабном пуль-
сационном движении StkL) на интенсивность
турбулентности (отношение энергий турбулент-
ности в двухфазном и однофазном потоках).
C ростом числа Стокса турбулизирующий эф-
фект ( ) частиц вследствие их вклада в по-

μ
ν

24 (Re ) Re .D p pC C=
Φ

0.2z =

0 0.75k =
0.015LT = 0.007l =

0 1k k >

рождение турбулентности сменяется на ламина-
ризирующее влияние ( ) за счет дополни-
тельной диссипации, а затем снова сменяется на
турбулизирующий эффект ( ) вследствие
генерации турбулентности в следах за крупными
частицами.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
С использованием двухпараметрической k–ε-

модели турбулентности для двухфазного потока
получено выражение, позволяющее анализиро-
вать влияние частиц различной инерционности
на величину энергии турбулентности несущей
фазы. Приведены результаты расчетов для кон-
кретных условий течения, и показано, что с ро-
стом инерционности частиц турбулизующий эф-
фект предельно малоинерционных частиц сменя-
ется ламинаризующим эффектом относительно
малоинерционных частиц, а затем снова сменяет-
ся на турбулизующий в потоке с крупными части-
цами.

Работа выполнена при поддержке Российско-
го научного фонда (грант № 20-19-00551).
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