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ОБМЕННО-КОРРЕЛЯЦИОННЫЕ ЭКСИТОНЫ В ПЛАЗМЕННЫХ 
СРЕДАХ. МЕТОД МОНТЕ-КАРЛО И “ПРОБЛЕМА ЗНАКОВ”
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В работе для учета интерференционных эффектов кулоновского и обменного взаимодействий элек-
тронов разработано новое представление матрицы плотности через интеграл по траекториям в ка-
ноническом ансамбле при конечных температурах. Развитое представление позволяет снизить влияние
“проблемы знака” при моделировании фермионных систем частиц методом Монте-Карло. Получен-
ные результаты для парных функций распределения в плазме и однородном электронном газе ука-
зывают на образование обменно-корреляционных экситонов. Данный физический эффект ранее
не наблюдался при моделировании плазменных сред с помощью метода Монте-Карло.
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ВВЕДЕНИЕ

Однокомпонентная плазма (one-component plas-
ma – OCP) состоит из одного вида заряженных ча-
стиц, погруженных в жесткий нейтрализующий
фон. OCP, состоящую из вырожденных элек-
тронов (однородный электронный газ, uniform
electron gas − UEG), можно использовать как
фундаментальную модель простых металлов. Хотя
UEG не соответствует реальной физической
системе, тем не менее точное описание его
свойств имеет решающее значение для теории
функционала плотности (density functional the-
ory – DFT) [1, 2]. В рамках DFT сильно взаимо-
действующая многоэлектронная система преобра-
зуется в эффективную невзаимодействующую си-
стему частиц посредством введения
эффективного внешнeго потенциала, который
содержит все обменные и корреляционные эффек-
ты и который можно аппроксимировать обменно-
корреляционной энергией системы [3, 4].

Надежные данные для UEG при нулевой темпе-
ратуре были получены с помощью квантового ме-
тода Монте-Карло [5, 6] и широко использова-
лись в расчетах методом DFT. Улучшенные данные
для основного состояния представлены в [7]. Одна-
ко все эти результаты ограничены нулевой темпе-
ратурой и неприменимы к сильно неидеальным
плазменным средам.

Надежные расчеты свойств плазменных сред
при конечных температурах можно выполнить в
рамках фейнмановской формулировки квантовой
механики с помощью метода Монте-Карло, кото-

рый позволяет рассчитать термодинамические ве-
личины, представленные в виде интегралов по тра-
екториям (path integral Monte Carlo – PIMC [8–
12]. За последние два десятилетия для фермион-
ных систем были получены многочисленные ре-
зультаты, включая, например, свойства коррелиро-
ванных электронов в квантовых точках [13, 14] или
в плотной плазме [15–17]. Эти результаты ис-
пользовались в DFT в качестве реперных для по-
строения приближенных зависящих от температу-
ры выражений для локальной (спиновой) плотно-
сти (the local (spin-)density approximation – L(S)DA)
и для более сложных градиентных приближений
[18–24]. Энергия и другие результаты расчетов ме-
тодом Монте-Карло для UEG важны для пони-
мания формализма отклика плотности [25–32].

Основная трудность квантового моделирования
системы фермионов с помощью PIMC – “пробле-
ма знаков”, связанная с требованием антисиммет-
ризации матрицы плотности. В результате все тер-
модинамические величины представляются как
суммы положительных и отрицательных слагае-
мых, относящиеся к четным и нечетным переста-
новкам. Результат определяется малой разностью
этих двух больших вкладов. Численные расчеты в
этом случае сильно затруднены. Для преодоления
этой трудности были разработаны различные
подходы, но “проблема знаков” для сильно корре-
лированных фермионов так и не была полностью
решена за последние 50 лет.

В [33, 34] была использована вигнеровская фор-
мулировка квантовой механики, чтобы избежать ан-
тисимметризации матричных элементов и тем са-
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мым избежать “проблемы знаков” и реализовать
принцип запрета Паули. Однако этот подход не-
применим при высоком вырождении фермионов.

В [35], чтобы избежать “проблемы знаков”, был
развит метод Монте-Карло с ограничениями (re-
stricted fixed-node path-integral Monte Carlo –
RPIMC) для моделирования UEG при конечной
температуре. В RPIMC учитываются только поло-
жительные перестановки, поэтому точность ре-
зультатов трудно количественно оценить [36].

Более интересными подходами являются мето-
ды permutation blocking path integral Monte Carlo
(PB-PIMC) и configuration path integral Monte Carlo
(CPIMC) [22]. Основная идея CPIMC состоит в
представлении матрицы плотности в виде инте-
грала по траекториям в пространстве чисел запол-
нения. Однако оказывается, что метод CPIMC
также подвержен “проблемe знаков”. В PB-PIMC
сумма по перестановкам представлена в виде об-
менного детерминанта, который может быть вы-
числен прямыми методами линейной алгебры, что
позволит частично преодолеть “проблему знаков”.
Однако недостатком этого метода является то, что
обменные детерминанты представляют собой зна-
копеременныe функции, что ухудшает точность
расчетов методом PIMC и порождает новую “про-
блему знаков детерминанта”.

В данной работе, чтобы избежать “проблемы
знака детерминанта”, для сильно вырожденной
фермионной системы разработано приближение, в
котором обменный детерминант преобразован в де-
терминант Грама, не принимающий отрицательных
значений. Чтобы повысить точность этого прибли-
жения и учесть интерференционные эффекты ку-
лоновского и обменного взаимодействия элек-
тронов, разработано новое представление мaтрицы
плотности в виде интегралов по траекториям, в ко-
тором взаимодействие включено в обменный де-
терминант. Для выполнения расчетов разработан
новый метод (modified fermionic path integral Monte
Carlo approach – MFPIMC), который позволяет в
значительной степени избежать “проблемы зна-
ков”. В работе исследуется квантовое упорядоче-
ние электронов в кулоновских системах в кано-
ническом ансамбле при конечных температурах.
Наблюдаемое упорядочение электронов вызва-
но эффектом исключенного объема обменных
“дырок”, которые возникают за счет ферми-оттал-
кивания и кулоновского взаимодействия электро-
нов с этими положительно заряженными “дырка-
ми”. В результате формируются нейтральные об-
менно-корреляционные экситоны в “море ферми-
электронов”, возможность образования которых
рассматривалась в работах [37–39].

Концепция обменно-корреляционных “дырок”
позволяет как построить интуитивно понятную
физическую картину явления, так и получить ко-
личественные результаты для обменно-корреляци-

онной энергии. Более того, обменно-корреляцион-
ная “дырка” является одним из фундаментальных
понятий теории функционала плотности [37–39].

Обменная “дырка” связана с пространствен-
ным локальным понижением электронной плотно-
сти, порожденным обменной корреляцией двух
электронов с одинаковым спином. Обменная корре-
ляция между двумя электронами вызвана обмен-
ным взаимодействием, возникающим вследствие
антисимметризации волновой функции. Это реа-
лизует принцип Паули, который удерживает
электроны с одинаковыми спинами на расстоя-
нии порядка длины волны друг от друга. Возни-
кающий “исключенный объем” приводит к образо-
ванию вокруг “дырки” сферической области
повышенной концентрации электронов. В резуль-
тате электроны в “море Ферми” могут быть окруже-
ны обменной дыркой с противоположным зарядом.

Понятие “обменная дырка” может быть уточ-
нено путем добавления других корреляций, таких
как экранирование. Экранировка обычно слабее
обменного взаимодействия, тем не менее можно
говорить об обменно-корреляционных “дырках” с
эффективным зарядом. Обменная “дырка” может
быть положительно заряжена, что нейтрализует
заряд электрона на нескольких атомных расстоя-
ниях. Дополнительный электрон может присоеди-
няться к обменной дырке, образуя нейтральный
обменный экситон. Экранированное кулоновское
взаимодействие между электронами и нейтраль-
ные обменные экситоны позволяют использовать
модели слабо взаимодействующей ферми-жидко-
сти в металлах, несмотря на высокую плотность
электронов. Учет обменно-корреляционных экси-
тонов важен для построения аналитических и чис-
ленных моделей теории функционала плотности
[37–39]. Данный эффект не возникает для элек-
тронов с противоположным спином и симметрич-
ной волновой функцией.

В выполненных MFPIMC-расчетах появление
обменно-корреляционных экситонов подтвержда-
ется парными функциями распределения для двух-
компонентной плазмы и однородного электронно-
го газа. В дальнейшем для анализа трехчастич-
ных корреляций, связанных с экранировкой и
обменными экситонами, рассматриваются парные
функции распределения для электронов с па-
раллельными и антипараллельными спинами, а
также парные функции распределения для по-
ложительных зарядов и электронов. Анализ парных
корреляций позволяет получить оценки плотностей
заряда, средних расстояний и плотностей обменной
“дырки” и электронов. Такой эффект никогда ра-
нее не наблюдался при моделировании с ис-
пользованием стандартного PIMC.
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ФИЛИНОВ и др.

МНОГОЧАСТИЧНАЯ 
МАТРИЦА ПЛОТНОСТИ

Рассмотрим нейтральную систему квантовых
электронов и положительных классических (для
простоты) зарядов с гамильтонианом ,
содержащим кинетическую  и кулоновскую

 энергии. Термодинамические
свойства системы частиц в каноническом ансамбле
с заданной температурой  и фиксированным
объемом  полностью описываются оператором
плотности  со статистической суммой

 =  где β =

= 1/kBT и  обозначает диаго-
нальные элементы матрицы плотности в коорди-
натном представлении.

Здесь  (отнесенные к тепловой

длине волны ) – пространственные

координаты электронов и положительных заря-
дов, т.е.  и  –
спиновые степени свободы электронов.

Как правило, точные матричные элементы мат-
рицы плотности неидеальных квантовых систем
частиц неизвестны, но могут быть получены с помо-
щью интегралов по траекториям, которые основаны
на операторном тождестве 

 [8]. Тождество включает  одинаковых
высокотемпературных матриц плотности с темпе-
ратурой :

(1)

где индекс  маркирует недиагональные
матричные элементы высокотемпературных матриц
плотности. Здесь каждый высокотемпературный со-
множитель представлен в виде 
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никающей из-за пренебрежения коммутатором
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произведения стремится к нулю , и воз-
никает точное представление статистической сум-
мы через интеграл по траекториям. Теперь каждая
частица представлена траекторией, состоящей

из набора  координат . Спин порождает спи-
новую часть матрицы плотности ( ) с обменными
эффектами, которые учитываются благодаря опе-
раторам перестановки , действующим на ко-

ординаты электрона в  и проекции спина .
Суммирование ведется по всем перестановкам
с четностью . Предполагается, что в термоди-
намическом пределе основной вклад в сумму по
спиновым переменным дает член с равным количе-
ством ( ) электронов с одинаковой проекцией
спина [40, 41], поэтому 

 .
Элементы матрицы плотности включают эф-

фективное парное взаимодействие ,

которое аппроксимируется потенциалом Кель-

бга, задаваемым выражением: 

Здесь , ,

, , 

, ,  – стандартная
функция ошибок. При  потенциал Кель-
бга совпадает с кулоновским, а при  коне-
чен в силу своей квантовой природы [40].

НОВОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ 
МАТРИЦЫ ПЛОТНОСТИ

Недостатком уравнения (1) является знакопе-
ременный детерминант , который порож-
дает “проблему знаков”, экспоненциально ухудша-
ющую точность расчетов с помощью PIMC. Далее
для простоты рассмотрим бесспиновые фермионы.
Обобщение для фермионов со спиновой степе-
нью свободы тривиально. Чтобы избежать “про-
блемы знаков”, заменим переменные интегриро-

вания  на :  для

любой конкретной перестановки  в стандарт-
ном представлении матрицы плотности через ин-
теграл по траекторям (1) [8, 11, 42]:
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(2)

где .
Из выражения для потенциальной энергии

 в уравнении (2) следует,

что к каждой координате вектора  может быть

добавлено слагаемое , если .

Парные потенциалы в  для  и 
обозначим далее символами ,
в противном случае используется обозначение

. Разность матричных

элементов  не равна нулю, толь-
ко если перестановка изменяет число  или/и 
(  или/и ). Таким образом, ненулевые
элементы  любой данной перестановки  об-
разуют строки и столбцы с соответствующими но-
мерами  и .

В сумме по перестановкам в уравнении (2) каж-
дая перестановка  состоит из композиции цикли-
ческих перестановок без общих компонентов [43],
поэтому без ограничения общности можно рас-
сматривать только циклические перестановки. В
свою очередь, циклическую перестановку можно
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представить как композицию парных цикличе-
ских перестановок  [43].

Рассмотрим приближение, позволяющее осла-
бить “проблему знаков” и использовать преимуще-
ства прямых методов линейной алгебры для вычис-
ления детерминантов, описывающих обменное вза-
имодействие. Поясним с помощью таблицы парных
потенциалов взаимодействия используемое при-
ближение на примере простой перестановки, состо-
ящей из двух нетривиальных циклических переста-
новок и четырех тождественных циклов

  для девя-
ти электронов. В табл. 1 заменим парные потенциа-
лы  на  в строке  и столбце , кроме общего
элемента на их пересечении, который пометим звез-
дочкой . Тогда в табл. 2 в строке  и столбце 
все матричные элементы  равны
нулю, кроме .

В результате этого приближения в уравне-
нии (2) для  имеем

где  и

. (Произведение  будет учтено сим-
метричным циклом, как в матрице .)

Благодаря этому приближению частицы любо-
го заданного цикла взаимодействуют с осталь-
ными частицами с помощью парного потенциала

 вместо , а частицы, входящие в циклическую
перестановку, последовательно взаимодействуют с
помощью потенциала . В табл. 3 приведены пар-
ные межчастичные потенциалы для полученно-
го приближения.

Сумма по всем перестановкам сворачивается в
детерминант, и в результате проведенных преобра-
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Таблица 1. Исходная матрица парного потенциала для cP
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зований диагональные матричные элементы мат-
рицы плотности можно переписать в виде интегра-
ла по “замкнутым” траекториям :

(3)
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При возмущении потенциальной энергии (
вместо ) изменение соответствующей свобод-

ной энергии имеет порядок 

×

 и им можно пренебречь для не-

больших  и . Здесь  и
 — парная функция распределения электронов.

Эта оценка может быть получена в рамках обобще-
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Таблица 2. Аппроксимация матрицы парных разностей потенциалов для 
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систем частиц с помощью алгебраического под-
хода, развитого в [44, 45].

Приближение (3) воспроизводит оба предела
сильно вырожденной и невырожденной систем
фермионов. В классическом пределе из-за мно-
жителя  основной вклад вносит
тождественная перестановка, и разности потен-
циальных энергий в экспоненте уравнения (3)
равны нулю. В то же время для сильно вырожден-
ной плазмы, где тепловая длина волны частицы
больше среднего межчастичного расстояния и тра-
ектории сильно запутаны, потенциальная энер-
гия в уравнении (3) слабо зависит от перестанов-
ки, что позволяет заменить все перестановки 
на тождественную , как в [33, 34, 40, 41].

При промежуточных вырождениях детерми-
нант в уравнении (3) учитывает интерференцион-
ные эффекты кулоновского и обменного взаимо-
действий электронов, а также позволяет снизить
влияние “проблемы знаков” за счет использования
прямых методов вычисления определителей. Заме-
тим, что при умеренном вырождении ( ) из-
за ферми-отталкивания основной вклад в обмен-
ный детерминант дают парные перестановки [33,
34]. Следует подчеркнуть, что элементы обмен-
ной матрицы  и приближенная матрица плот-
ности (3) совпадают с точными аналогичными
функциями для двух фермионов:

(5)

где , .
Более того, для произвольного числа фермионов

в условиях преобладания парного обменного взаи-
модействия ( ) разложение Лапласа обмен-
ного детерминанта по минорам и парным обмен-
ным блокам показывает, что обменный детерми-
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нант в уравнении (3) стремится к произведению
соответствующих точных двухфермионных де-
терминантов , см. уравнение (5). Это
подтверждает надежность приближения матрицы
плотности (3) и позволяет проводить уверенные
расчеты термодинамических величин.

Рассмотрим особенности поведения обменного
детерминанта для  и  на малых межча-
стичных расстояниях. Основной вклад в разность
потенциальной энергии двух одинаковых частиц
определяется первым дифференциалом в . По-
сле сокращения подобных членов имеем

Здесь угловые скобки  обозначают скаляр-
ное произведение двух векторов. Из-за косинуса уг-
ла между векторами  и  опре-
делитель является осциллирующей функцией и
можно ожидать осцилляций в поведении парных
функций распределения на малых межчастичных
расстояниях. Для больших межчастичных расстоя-
ний  потенциал взаимодействия приближается
к нулю и детерминант является монотонной функ-
цией.

РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ
В двухкомпонентной плазме (two component

plasma – TCP) все заряды из-за взаимодействия
коррелированы, в то время как в модели UEG поло-
жительные частицы должны быть некоррелирован-
ными, чтобы моделировать нейтрализующий
фон [42, 46]. Далее плотность электронов ха-
рактеризуется параметром Бракнера ,

где ,  – плотность электронов, а
 – радиус Бора. В проведенных расчетах мето-

дом MFPIMC использовался алгоритм Метропо-
лиса [11, 40]. Для проверки сходимости расчетов
варьировалось максимально доступное число ча-
стиц (в диапазоне ) и количество
высокотемпературных сомножителей (в диапазо-
не ). Для анализа влияния межчастич-
ного взаимодействия в обменной матрице проведе-
но сравнение внутренней энергии и парных функ-
ций распределения (pair distribution functions –
PDF) для матрицы  (4) (далее используется

обозначение A1) и приближения  (да-
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лее называется A2), которое часто используется в
литературе.

ПАРНЫЕ ФУНКЦИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ
Начнем с физического анализа пространствен-

ного расположения электронов и положитель-
ных частиц. Парные функции распределения

 определяются как

где  и  – типы кулоновских частиц ( ;
). PDF зависит только от разности коорди-

нат частиц  из-за трансляционной ин-
вариантности системы.

На рис. 1 приведены PDF для UEG и TCP при
 и . В невзаимодействующей клас-

сической системе зарядов , тогда
как межчастичные взаимодействия и квантовая
статистика приводят к перераспределению ча-
стиц (см. линии 1–4 на рис. 1). Для TCP кулонов-
ское притяжение приводит к возрастанию  на
малых расстояниях, в то время как кулоновское от-
талкивание, наоборот, уменьшает . Благода-
ря экранировке обе функции на больших рассто-
яниях стремятся к единице. В UEG жесткий ней-
трализующий фон моделируется как идеальный
газ некоррелированных классических положитель-
ных зарядов, равномерно распределенных в про-
странстве, поэтому  и  тождественно равны
единице, что демонстрируют линии 3 и 4 на рис. 1a.
Для TCP линии 1 и 2 демонстрируют , рассчи-
танные согласно (3) для матрицы  (A1), в то
время как линии 3 и 4 представляют , соответ-
ствующие приближению  (A2).

Отметим различие в поведении , получен-
ных для расчетов в случае A1 и его приближения
A2. В отличие от приближения A2, выражение A1
более точно учитывает кулоновское и ферми-оттал-
кивания электронов, что и приводит к появлению
пика на PDF , который отсутствует в расчетах A2
(ср. линии 1 и 3 на рис. 1). PDF  в случае A2 (ли-
нии 3) ведет себя стандартным известным в лите-
ратуре образом.

Для электронов с антипараллельными спина-
ми для расчетов в случаях A1 и A2 этот эффект от-
сутствует (линии 2 и 4 на рис. 1б) и поведение
PDF определяется эффективным потенциалом
Кельбга, не имеющим кулоновской особенности
в нуле за счет учета квантовых эффектов, в частно-
сти учета туннелирования на расстояниях по-
рядка тепловой длины волны электрона. Есте-
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ственно, что линии 2 и 4 практически совпадают.
Небольшие колебания PDF вызваны статистиче-
ской ошибкой метода Монте-Карло.

Рассмотрим физические причины и особенно-
сти поведения  на расстояниях порядка тепловой
длины волны электрона (рис. 1б), которые возника-
ют за счет интерференционных эффектов куло-
новского и обменного взаимодействий электро-
нов, учтенных в детерминанте в уравнении (3).
Наблюдаемое в рачетах MFPIMC упорядочение
электронов в кулоновских системах вызвано эф-
фектом исключенного объема обменных “дырок”,
которые возникают за счет ферми-отталкивания
и кулоновского взаимодействия электронов. Со-
поставление PDF  и  позволяет сделать вывод
о формировании на расстояниях порядка длины

eeg

eeg epg

Рис. 1. Парные функции распределения для  и
: (а) 1 –  (TCP), 2 –  (TCP), 3 – 

(UEG),  –  (UEG); (б) –  (TCP): 1 – параллель-
ные спины А1, 2 – антипараллельные спины А1, 3 –
параллельные спины А2, 4 – антипараллельные спи-
ны А2; тепловая волнa электрона .
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волны электрона компактных трехчастичных ком-
плексов, состоящих из двух электронов и положи-
тельно заряженной частицы. В результате в “дыр-
ке” в среднем на малых расстояниях от электрона
может преобладать положительный заряд, кото-
рый за счет присутствия второго электрона будет
скомпенсирован при увеличении этого расстоя-
ния до длины волны электрона. Для проверки
этого утверждения рассмотрим относительные ве-
роятности найти две частицы сорта  и  на рассто-
янии  друг от друга. Эти вероятности, пропорцио-
нальные , показаны на рис. 2 в логарифми-
ческом масштабе для  и  ( ).
Оценить заряд такого комплекса можно с помо-
щью интегралов от относительных вероятно-
стей нахождения двух частиц сорта  и  на рас-
стоянии  друг от друга  по формуле

a b
r

2 ( )abr g r
12RyT = = 6RyT = 2sr

a b
r ( )2 ( )abr g r∼

 при . На
рис. 2 линиями 1–4 показаны относительные ве-
роятности для одноименно и разноименно заря-
женных частиц. Поведение линии 1 на рис. 3 поз-
воляет понять распределение суммарного заряда
в трехчастичном комплексе и подтверждает его
электронейтральность, так как полный осреднен-
ный заряд “дырки”, создаваемой парой электро-
нов и присутствием в ней положительно заряжен-
ной частицы, стремится к нулю при . Это со-
гласуется с теоретическим результатом, согласно
которому заряд “обменной дыры” вокруг электро-
на равен по модулю и противоположен по знаку
заряду электрона [47]. Таким образом, наблюдае-
мое в расчетах MFPIMC упорядочение электронов
связано с формированием квазинейтральных об-
менно-корреляционных экситонов в “море ферми-
электронов”. Возникновение нейтральных обмен-
но-корреляционных экситонов обсуждалось в
[37–39], где в качестве причины этого явления
также рассматривался эффект исключенного объе-
ма [48] и взаимодействие электронов с положитель-
но заряженной обменно-корреляционной дыркой,
появляющейся благодаря ферми-отталкиванию
электронов на расстояниях порядка длины волны.

Сопоставление рассчитанных по MFPIMC от-
носительных вероятностей нахождения двух частиц
сорта  и  на расстоянии  друг от друга для TCP и
UEG при температуре  проведено на рис. 4.
Необходимо отметить очень хорошее совпадение
рассчитанных вероятностей для системы электро-
нов с одинаковым и противоположным спинaми,

2
tot

0
( ) 4 ( ( ) ( ))

r

ep eeZ r r g r g r drπ −
�

� ∼ er λ� ∼

er → λ�

a b r
= 6RyT

Рис. 2. Относительные вероятности нахождения двух
частиц сорта  и  на расстоянии  друг от друга

( ) для  и  (TCP): (а) 1 – иде-
альные частицы; 2, 3 – ; 4, 5 – ;

(б) – : 1 – идеальные частицы; 2, 3 – параллель-
ные спины; 4, 5 – антипараллельные спины.
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Рис. 3. Распределение суммарного заряда в нейтраль-
ном экситоне при  (условные единицы),
TCP: 1 – ; 2 – ; 3 – , параллельные спины;
4 – , антипараллельные спины; тепловая волнa
электрона:  при  и  при
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ФИЛИНОВ и др.

несмотря на абсолютно различный характер по-
ложительных зарядов, нейтрализующих кулонов-
скую систему частиц, и соответствующих парных
функций распределения.

ВНУТРЕННЯЯ ЭНЕРГИЯ

Расчет внутренней энергии производился с по-
мощью выведенного ранее выражения [42, 46]. При

 и  имеем следующие результаты
для внутренней энергии согласно формуле (3) с
выражением A1 для :

 

 .

= 2sr Ry = 6T

ψ

tcp Bэнергия TCP ( ) = 1.419,E k T

ueg BUEG ( ) = 1.356E k T

Для внутренней энергии, рассчитанной по фор-
муле (3) с приближением A2 для , получено:

Внутренняя энергия для TCP и UEG оказывает-
ся ниже для обменной матрицы  в приближении
A2 по сравнению с A1. Это связано с тем, что PDF
для выражения A1 выше, чем в приближении A2.

Разница заметная, но не очень большая для ин-
тегральных термодинамических характеристик, по-
скольку произведение  уменьшает удель-
ные вклады в интегралы на малых межчастичных
расстояниях.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Приближение A2 справедливо для сильно

вырожденной системы. В этом случае определитель
 эквивалентен определителю Грама [43]

 для линейно независимой систе-

мы векторов  со скалярным

произведением χ(xt)|χ(xk) =

. Определитель
Грама всегда неотрицателен [43] и позволяет
решить “проблему знака” в PIMC-моделирова-
нии фермионов в данном приближении.

Для сравнения рассмотрим аналогичный мат-

ричный элемент  в обменном детерми-
нанте  уравнения (1), который обычно
используется в стандартном PIMC. Отметим, что
матричные элементы в  имеют другую структу-
ру по сравнению с матричными элементами в ,
которые определяются аналогичным скалярным
произведением, но для другого набора векторов

 и . Обменный детерминант
 – знакопеременная функция, порожда-

ющая “проблему знака” в уравнении (1), что при-
водит к снижению точности расчетов PIMC.

Таким образом, модифицированный метод
MFPIMC демонстрирует квантовое упорядоче-
ние электронов на малых расстояниях, возника-
ющее от кулоновского взаимодействия электро-
нов с обменными “дырками”. Это явление из-
вестно в литературе [37, 38] и связано с
образованием обменных экситонов, модифици-
рующих парные функции распределения.

Авторы признательны профессору М. Боницу за
плодотворные обсуждения. Теоретический подход,
вывод основных уравнений и алгоритмическая ре-
ализация метода MFPIMC поддержаны Россий-
ским научным фондом (грант № 20-42-04421).
Выражаем благодарность ЦКП “Суперкомпью-

ψ

tcp B( ) = 1.349,E k T

ueg B( ) = 1.256.E k T

ψ

2 ( )abr g r

( )xψ
det ( ) ( )t kx xχ χ

| /
( ) = e

i p xk
e p kN x

 χ �

i | /k tp x xdpe  −  ×
�

2 22 2 //2 /2e e = e kt erp m p mdp −π λ−β −β× 

2( ) (0)

e
M

k tx x−π −

det ( )xΨ

( )xψ
( )xΨ

( )i | /2 e
M

kp x
eN   �

(0)i | /e kp x  �

det ( )xΨ

Рис. 4. Относительные вероятности нахождения двух
частиц сорта  и  на расстоянии  друг от друга

( ) для  (TCP и UEG): (а) 1 – , 
(UEG); 2 –  (TCP); 3 –  (TCP); (б) – , 1 – иде-
альные частицы, 2 – параллельные спины (TCP), 3 –
антипараллельные спины (TCP), 4 – параллельные
спины (UEG), 5 – антипараллельные спины (UEG);
тепловая волна электрона:  при .
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