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Доказана самосопряженность оператора теплопроводности в пространстве кусочно-дифференци-
руемых функций, заданных в неоднородных областях с разрывным коэффициентом теплопровод-
ности, для которых на линии раздела областей формально выполняется условие идеального тепло-
вого контакта. Это позволило применить метод разделения переменных и получить в виде функци-
онального ряда точное аналитическое решение нестационарной задачи расчета полей температур в
двухслойном цилиндре с источником тепла. Полученное решение использовано для расчета термо-
механических напряжений. Решение может применяться для оценки температур и напряжений в
объектах, которые могут быть приближенно представлены в виде двухслойного цилиндра, а также
для верификации численных моделей, применяемых для расчета термомеханических процессов в
объектах с разрывными физическими свойствами. Представленное решение явилось следствием
необходимости верификации кода FENIA на задаче остывания бидона с остеклованными радиоак-
тивными отходами. Показано полное совпадение численного и аналитического решений, в том
числе вблизи точки разрыва на границе сред.
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ВВЕДЕНИЕ
Как правило, процессы, связанные с эволюци-

ей полей температур и механических напряже-
ний, моделируются численно, с применением соот-
ветствующих программных средств [1, 2]. В первую
очередь это связано с отсутствием точных аналити-
ческих моделей, описывающих сложные объекты –
неоднородные среды, в которых проходят нестаци-
онарные процессы. Даже при наличии таких мо-
делей (см., например, [3]) они не могут с такой же
точностью, как численные модели, учесть все де-
тали и особенности описываемого объекта.

Тем не менее аналитические модели нельзя
сбрасывать со счетов. Прежде всего это связано с
их применением для получения предварительных
приближенных оценок моделируемых процессов.
Они позволяют получить качественное и прибли-
женное количественное в дение протекания про-
цесса без построения численной модели, которое
само по себе может быть достаточно трудоемким.
Еще одним важным применением является вери-
фикация программных средств численного моде-
лирования. Даже при наличии современных под-
ходов к верификации, основанных, например, на
методе сконструированных решений [4], анали-

тические модели, описывающие объекты, сход-
ные с реальными, сохраняют свою ценность. Они
позволяют решать не только задачу верификации
(проверки корректности решения уравнения в
расчетном коде), но отчасти и валидации (про-
верки применимости кода для решения постулиру-
емых задач [5]) с учетом, в частности, реалистичных
начальных и граничных условий и источниковых
членов. Кроме того, точные аналитические реше-
ния позволяют в рамках верификации исследо-
вать отдельные особенности численных решений
(пространственную и временную сходимость, учет
разрывов в решениях, отсутствие влияния преобра-
зований координат на точность решения и т.д.) [6].

При моделировании термомеханических про-
цессов многие объекты реального мира могут
быть приближенно описаны как двухслойные ци-
линдры с внутренним тепловыделением и внеш-
ним охлаждением. Примерами таких объектов
могут служить тепловыделяющий элемент в ак-
тивной зоне ядерного реактора, металлический
бидон с находящимися внутри остеклованными
радиоактивными отходами, изолированный про-
водник с протекающим по нему электрическим
током и т.д. Вследствие различия теплофизиче-
ских свойств материалов в таких объектах в ре-
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зультате теплового расширения могут возникать
значительные механические напряжения. Эти на-
пряжения будут терпеть разрыв на границе со-
прикосновения материалов, который невозмож-
но измерить экспериментально и сложно оценить
численно. В зависимости от свойств материалов
такие напряжения могут приводить к различным
повреждениям: образованию зазоров между слоя-
ми, растрескиванию внешнего слоя. Т.е. при чис-
ленном моделировании критически важно кор-
ректно оценивать напряжения на границе материа-
лов. Именно аналитические решения, будучи
своего рода идеализированным предельным случа-
ем с точным выделением разрыва на границе мате-
риалов, являются наиболее надежной основой для
верификации численных моделей, позволяя, в
частности, отслеживать возможные проблемы,
связанные с пространственной дискретизацией.

В настоящее время имеются решения стацио-
нарной и нестационарной задач для однородного
цилиндра [7, 8]. Также получено решение неста-
ционарной задачи для двухслойного цилиндра
без внутренних источников тепла [9]. Задача на-
хождения нестационарного температурного поля
в многослойной среде в приближении быстро, но
непрерывно меняющихся в пространстве физи-
ческих свойств решена аналитически в [10]. В
данной работе предлагается математический ап-
парат, который позволит рассчитывать поля тем-
ператур и вызванных тепловым расширением ме-
ханических напряжений для двухслойного ци-
линдра с учетом как граничных условий, так и
источников тепла в цилиндре. При этом источни-
ки могут изменяться в пространстве и во времени.

НЕСТАЦИОНАРНОЕ ТЕМПЕРАТУРНОЕ 
ПОЛЕ В ДВУХСЛОЙНОМ ЦИЛИНДРЕ

Рассмотрим нестационарное температурное
поле в двухслойном цилиндре с внешним радиу-
сом , схематично представленном на рис. 1. Ра-
диус внутреннего цилиндра обозначен . При на-
личии внутреннего источника тепла справедливо
уравнение

2r
1r

(1)

где ρ – плотность, кг/м3;  – удельная теплоем-
кость, Дж/(кг К); – температура, К; – время, с;

– координата по радиусу, м; – теплопровод-
ность Вт/(м К);  – плотность тепловыделения,
Вт/м3. Параметры ρ, c, k постоянны в каждом
слое. Отметим, что тепловыделение может при-
сутствовать и во внешнем слое, источник тепла
может меняться по радиусу и во времени произ-
вольным образом.

Функция  принимается кусочно-непре-
рывно дифференцируемой, и на поверхности со-
прикосновения внутреннего и внешнего ци-
линдров ( ) выполняется условие идеально-
го теплового контакта:

(2)

На границе внешнего цилиндра задается гра-
ничное условие третьего рода:

(3)

где  – температура внешней среды,  – коэф-
фициент теплоотдачи, Вт/(м2 К). Также задается
начальное распределение температуры по радиу-
су цилиндра

(4)
Докажем самосопряженность оператора теп-

лопроводности для разрывного коэффициента теп-
лопроводности в общем трехмерном случае. Из его
самосопряженности будет вытекать [7] взаимная
ортогональность собственных функций, соответ-
ствующих разным собственным значениям, что
позволит разложить решение уравнения (1) по
этим функциям в ряд Фурье. Оператор теплопро-
водности обозначен

(5)

Пусть коэффициент теплопроводности  в фор-
муле (5) является кусочно-непрерывной функцией,
терпящей разрыв на границе материалов. В [7] са-
мосопряженность  доказывается для случая, ко-
гда коэффициент теплопроводности является не-
прерывной функцией координат. Докажем, что
оператор теплопроводности остается самосопря-
женным и в случае, когда коэффициент тепло-
проводности терпит разрыв на границе  двух об-
ластей G1 и G2,  (рис. 2), но при этом на
S выполняется условие идеального теплового
контакта.

Пусть в области  задана кусочно-непрерыв-
ная вместе со своей производной функция ,
предствляющая собой коэффициент теплопро-
водности и терпящая разрыв на поверхности , а
на границе  непрерывная функция  – коэф-
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Рис. 1. Схема двухслойного цилиндра.
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фициент теплоотдачи. Через  обозначено про-
странство непрерывных функций, имеющих ку-
сочно-непрерывные первые и вторые производ-
ные, терпящие разрывы первого рода на границе

, для которых выполняется условие
(6)

а на внешней границе  при этом выполняется
условие

(7)
Требуется доказать, что оператор теплопро-

водности  является самосопряжен-
ным в пространстве . Пусть функции .
Используя вторую формулу Грина [7], получим

(8)

Первые два слагаемых в (8) дают в сумме ноль,
поскольку n+ = –n– и выполняется условие (6). Тре-
тье слагаемое было получено с использованием (7)
и также равно нулю. Следовательно,

, и утверждение доказано.
Обезразмеривается уравнение (1), его граничное

(3) и начальное (4) условия, а также условие сопря-
жения (2) и вводится безразмерная координата

. Кроме того, разделив уравнение (1) на коэф-

фициент теплопроводности внутреннего цилиндра
, можно его привести, опуская штрихи, к виду

(9)

С учетом (9) вводятся обозначения
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Параметры  не являются независимыми,

поскольку . Кусочно-постоянные функции

определяются как

(11)

где  соответствует координате границы между
цилиндрами. Безразмерное время или число Фу-
рье определяются так

(12)
Для однородной среды значение  позволяет

оценить достижение процессом нагрева или
охлаждения стационарного состояния или регу-
лярного режима. В рассматриваемом случае пара-
метр , определенный формулой (12), позволяет
приближенно судить о достижении этих состояний,
если  или . Такое предполо-
жение выполняется, например, для тепловыделяю-
щих элементов ядерного реактора или для бидонов
с остеклованными радиоактивными отходами.

Безразмерный коэффициент теплоотдачи –
число Био определяется по формуле

(13)
Для удобства записи граничного условия вво-

дится величина отклонения от температуры окру-
жающей среды

(14)

Уравнение теплопроводности, граничное усло-
вие и условие сопряжения с учетом формул (9)–(14)
в новых обозначениях записываются в виде

(15)
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Рис. 2. Область , на внутренней границе 
выполняются условия сопряжения.
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(16)

(17)

Начальное условие (4) принимает вид
(18)

Выполнение условий (16) и (17) ограничивает
поиск решений уравнения (15) элементами ранее
введенного пространства US.

Определим собственные функции с весом P
оператора теплопроводности в уравнении (15)

(19)

Формальным решением уравнения (19) в слу-
чае, если K и P – константы, является функция

(20)

где  – функция Бесселя первого рода нуле-
вого порядка,  – функция Бесселя второго
рода нулевого порядка.

Значения коэффициентов  и  различны на от-
резках  и . Подстановка в (20) значений

 и , соответствующих отрезку , с
учетом ограниченности решения в центре приводит
к необходимости положить . Кроме того, следу-
ет положить , поскольку полученные собствен-
ные функции будут в дальнейшем нормироваться.
Тогда

(21)

На отрезке  из (10) имеем . По-

этому
(22)

Собственные функции должны удовлетворять
условию сопряжения (17) и быть непрерывными в
точке , поэтому коэффициенты  и  в (22)
определятся из системы

(23)

Решая систему (23), находим

(24)

Далее в пространстве US вводится скалярное
произведение с весом P

(25)
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и вычисляется норма собственных функций  в
соответствии с (25):

(26)

Параметры  определены ранее. Соб-
ственные значения  определены ниже. Орто-
нормированные собственные функции определя-
ются по выражению

(27)

Числитель в формуле (27) задается равенства-
ми (21), (22), а знаменатель формулой (26).

Очевидно, справедливо используемое ниже
равенство

(28)

Вычислим собственные значения оператора
теплопроводности. Собственные функции долж-
ны удовлетворять граничному условию (16). По-
сле подстановки выражения для собственной
функции (22) с коэффициентами , опреде-
ленными в (24), в уравнение (16), получается ха-
рактеристическое уравнение для нахождения
собственных значений :

(29)

Функция , определенная в (29), зависит
от радиусов слоев, их теплофизических свойств и
условия теплообмена на границе. Корни уравне-
ния (29) могут быть найдены численно.

Далее уравнение (15) решается методом разде-
ления переменных. После нахождения ортонор-
мированных собственных функций (27) дальней-
ший ход решения совпадает со стандартной про-
цедурой метода разделения переменных (см. [7]).

Решение уравнения (15) представляется в виде
разложения в ряд Фурье по системе ортонорми-
рованных собственных функций с коэффициен-
тами, зависящими от числа Фурье

(30)
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Подставляя (30) в (15) и учитывая соотноше-
ние (19), получим

(31)

Умножая уравнение (31) на  и интегри-
руя на отрезке (0, 1), получаем

(32)

При получении уравнения (32) использова-
лoсь соотношение (28).

Для получения начального условия для урав-
нения (32) следует умножить равенство (18) на

 и проинтегрировать на отрезке (0, 1):

(33)

Следует отметить, что при вычислении инте-
гралов (32) и (33) необходимо разбить отрезок ин-
тегрирования на два –  и , поскольку
собственные функции  имеют на каждом из
них свое представление.

Пусть  не зависит от времени. Тогда решени-
ем уравнения (32) с начальным условием (33) бу-
дет функция

(34)

Для часто встречающегося на практике случая,
когда начальная температура и мощность источ-
ника тепла не зависят от координаты на внутрен-
нем цилиндре, внешнем или сразу на обоих, по-

лезно вычислить явно интегралы , содержа-
щиеся в (32) и (33), разбив область интегрирования
на два интервала:

(35)
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Величины  вычислены в (26).
Описанный аппарат может быть расширен и

на случай многослойных сред, отличающийся от
рассмотренного бóльшим числом уравнений вида
(15). Но сложность выражения для коэффициен-
тов (24), а также характеристического уравнения
при этом будет возрастать многократно с каждым
новым слоем, что неудобно в практическом ис-
пользовании.

ТЕРМОМЕХАНИЧЕСКИЕ НАПРЯЖЕНИЯ 
В ДВУХСЛОЙНОМ ЦИЛИНДРЕ

На основании полученного решения уравне-
ния переноса тепла далее рассмотрены механиче-
ские напряжения, вызванные тепловым расши-
рением в двухслойном цилиндре. При изучении
термомеханических напряжений в однородном
цилиндре традиционно рассматриваются два слу-
чая в зависимости от граничных условий на его
торцах. Первый случай – это приближение беско-
нечно тонкого диска, соответствующее реальной
задаче с незакрепленными торцами цилиндра.
В другом варианте цилиндр считается беско-
нечно длинным, что соответствует задаче о ци-
линдре с закрепленными в осевом направлении
торцами. Поскольку два этих разных случая важ-
ны для технических приложений, для двухслой-
ного цилиндра результаты получены для каждого
отдельно с использованием полученного ранее
температурного поля (30).

Первый случай – случай тонкого диска. При
изменяющейся только по радиусу температуре
тонкого диска только две компоненты тензора де-
формаций и две тензора напряжений являются не-
нулевыми (см. [11]). Приняв в качестве температур-
ного фактора величину , запи-
сать их можно так

(36)

где  – деформации,  – перемещение,  –
напряжения,  – коэффициент теплового рас-
ширения,  – модуль Юнга,  – коэффициент
Пуассона. Величины  и  определены в (14).
Температурное поле определяется формулой (30),
записанной для безразмерных пространственной
координаты и времени. Возвращаясь к размерным
параметрам, используемым в соотношениях (36),
для температурного фактора получаем формулу

(37)

Коэффициенты  для внутреннего ци-
линдра указываются ниже с индексом “1”, для
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внешнего с индексом “2”. Из системы уравнений
(36) находим компоненты тензора напряжений

(38)

Подставляем выражения (38) в уравнение рав-
новесия

(39)

и после преобразований получается уравнение
для перемещений

(40)

Тогда с учетом (40) для каждого из слоев ци-
линдра получаем

(41)

(42)

Параметры  и  являются значениями  в
каждом из слоев. Интегрируя (41), получаем

(43)

где введено обозначение

(44)

Константы интегрирования в (43) зависят,
очевидно, от времени  (12), поскольку от него
зависит . Учитывая формулы (30) и (35), а так-
же полагая для простоты начальную температуру
константой, получаем

(45)

Поскольку в центре цилиндра , то
, и при  получаем
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(46)

Аналогично при  из (42) получаем

(47)

Соответственно, для  в (47) получаем

(48)

Подставляя (46) и (47) в (38), получаем напря-
жения для внутреннего и внешнего цилиндров:

(49)
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Константы  в формулах (49), (50) опреде-
ляются из трех уравнений, выражающих равен-
ство перемещений и напряжений на границе сло-
ев, а также заданное давление среды  на внешней
границе второго цилиндра, равное радиальному на-
пряжению. Эти три условия образуют систему
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Подставляя в (51) соотношения (46), (47), (49),
(50) и учитывая, что , получаем систе-
му уравнений для определения констант :

(52)

Решая систему (52), находим значения :

(53)

В (53) для краткости обозначено 
. Теперь можно определить переме-

щения по формулам (46), (47) и напряжения по
формулам (49), (50) для случая тонкого диска.

Далее аналогичные решения можно получить
для бесконечно длинного (или зафиксированно-
го по торцам) цилиндра. Для компонент тензора
деформаций при изменяющейся только по ради-
усу температуре зафиксированного по торцам ци-
линдра ненулевыми являются только две компо-
ненты тензора деформаций и три компоненты
тензора напряжений (см. [11]):

(54)

где – деформация по оси z,  – напряжение по
продольной оси z. Полагая в (54) , получаем
выражение для 
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Исключение напряжений из системы (54) и
подстановка в уравнение равновесия (39) после
преобразований приводит к уравнению для пере-
мещений

(56)

Интегрируя дважды (56) на отрезках  и
 и используя те же соображения, что и в

случае тонкого диска, получаем выражения для
перемещений

(57)

Выражения (57) позволяют получить выраже-
ния для радиальных и окружных напряжений в
обоих цилиндрах:

(58)

Подставляя выражения (57) и (58) в условия
(51), получаем систему для определения коэффи-
циентов :

(59)
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Решение системы (59) для подстановки в (58)
удобнее представить в виде

(60)

Подстановка (60) в формулы (58) дает выраже-
ния для напряжений:

(61)

Уравнения для напряжений (61) отличаются от
их первоначальной записи в виде (58) отсутстви-

ем неопределенности вида  для случаев 

и/или , которые соответствуют случаю “не-
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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ РЕШЕНИЙ 
ДЛЯ ВЕРИФИКАЦИИ РАСЧЕТНЫХ 

СРЕДСТВ

Как отмечалось выше, аналитические модели,
как правило, менее точно отражают особенности
конструкции моделируемых объектов, нежели
численные. В то же время в упрощенной поста-
новке решения будут очень близки или будут сов-
падать. В рамках верификации трехмерного ко-
нечноэлементного кода FENIA [12, 13], разра-
батываемого как средство для сопряженного
моделирования тепловых и механических про-
цессов на различных инженерных объектах, мож-
но сравнить аналитические решения для полей
температур и механических напряжений с чис-
ленными. Использование полученного аналити-
ческого решения позволяет проверить точность
моделирования численным методом разрывов
напряжений на границе сред, вызванных скач-
кообразным изменением свойств материалов.
Аналитическое решение обеспечивает точное
представление рассчитываемых величин вблизи
разрыва, в то время как численное моделирова-
ние с высокой точностью сопряжено со значи-
тельными сложностями и может приводить к за-
метным ошибкам в этой области [14]. Важно от-
метить, что полученное решение служит для
проверки лишь одного из аспектов качества рас-
четного кода и является малой частью матрицы ве-
рификации. Действительно, для полной верифика-
ции кода требуются трехмерные задачи. Тем не ме-
нее, данное решение хорошо соответствует области
применимости кода и позволяет проверить его
работу на задачах, близких к реальным.

В приближенной постановке моделируется
охлаждениe бидона с остеклованными радиоак-
тивными отходами (РАО) в специализированном
хранилище ФГУП “ПО “Маяк”. Рассматривается
упрощенная конфигурация хранилища, позволяю-
щая использовать аналитическое описание. Кроме
того, имеются значительные неопределенности
физических свойств стекол [15, 16], радионуклид-
ного состава и, как следствие, тепловыделения
[17], а также режима охлаждения. Таким обра-
зом, приводимые результаты носят прежде всего
верификационный и оценочный характер.

Специализированное хранилище состоит из
бетонных отсеков (стояков), внутри которых распо-
ложены пеналы из нержавеющей стали для разме-
щения бидонов с РАО [18]. Каждый пенал вмещает
три бидона. Остеклованные отходы обладают до-
статочно высоким тепловыделением – до 5 кВт/м3

[19]. Охлаждение бидонов осуществляется пода-
чей воздуха в зазор между пеналом и стояком.
Схема расположения бидонов показана на рис. 3.
Габаритная высота бидона составляет 1000 мм. В
каждом бидоне помещается около 0.2 м3 остекло-
ванных отходов массой ~500 кг. Внешний диа-
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метр пенала составляет 630 мм, внутренний диа-
метр стояка 650 мм, т.е. ширина воздушного зазо-
ра составляет 10 мм. Скорость потока воздуха в
зазоре составляет 2 м/с. Толщина стенок пенала –
8 мм, высота пенала – 3400 мм [18].

В расчете принималось, что для иммобили-
зации РАО применялось стекло с содержанием
РАО 20 мас. %, пенал выполнен из стали 08Х18Н10.
Зазор между бидоном и пеналом не моделировал-
ся, считалось, что стекло непосредственно кон-
тактирует с пеналом. Параметры расчета, приве-
денные в таблице, задавались на основании дан-
ных о свойствах материалов из [15, 16, 20, 21].
Температурные зависимости для них не учитыва-
лись. Тепловыделение принималось равномерным

по объему бидона и равным 5 кВт/м3 (проектный
предел для помещаемых в хранилище отходов [19])
в начале расчета и снижалось по экспоненциально-
му закону

(62)

где q0 – начальное тепловыделение, а значение
параметра p таково, что тепловыделение снижается
в e раз за 40 лет. Это позволяет считать, что для рас-
сматриваемой ниже задачи, в которой механиче-
ские напряжения меняются в течение одних суток,
вместо (62) можно положить  и ис-
пользовать формулу (34). В качестве начальной
принималась температура РАО 500°С. Это свя-
зано с тем, что при более высоких температурах
упругая модель неприменима вследствие размяг-
чения стекла [17, 22]. Температура воздуха прини-
малась равной 20°С, что соответствует температу-
ре на входе в стояк. Коэффициент теплоотдачи в
граничных условиях (3), рассчитанный по методи-
ке, приведенной в [18], взят равным 150 Вт/(м2 К).
При моделировании напряженно-деформирован-
ного состояния на верхнем и нижнем торцах бидо-
на задавалось условие нулевого перемещения
вдоль оси бидона, т.е. предполагалось, что давле-
ние вышележащих бидонов препятствует верти-
кальным перемещениям. Начальные напряжения
считались нулевыми.

Полученные аналитически и с помощью рас-
четного кода FENIA температуры приведены на
рис. 4. Кратковременное повышение температу-
ры в центре бидона связано с превышением оста-
точного тепловыделения РАО над отводом тепла.
Видно, что за время порядка двух суток тепловое
состояние стабилизируется. Описанные резуль-
таты получены для нижнего бидона в стояке, для
которого температура охлаждающего воздуха ми-
нимальна. Проходящий мимо расположенных вы-
ше бидонов воздух будет иметь более высокую тем-
пературу, вследствие чего для них выход на квази-
стационарное состояние будет более длительным,
а температура более высокой.

( ) ( )= −0exp ,q t q pt

( ) = =0 constq t q

Рис. 3. Схема расположения бидонов в специализи-
рованном хранилище ФГУП “ПО “Маяк”.

Бетон

Сталь

РАО

Свойства материалов, принятые в расчете

Остеклованные РАО Сталь 08Х18Н10

Коэффициент теплопроводности, Вт/(м К) 1.5 18

Плотность, кг/м3 2760 7800

Удельная теплоемкость, Дж/(кг К) 800 500

Коэффициент Пуассона 0.25 0.29

Модуль Юнга, ГПа 83 200

Коэффициент линейного термического расширения, 1/К 11.8 × 10–6 18 × 10–6
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На рис. 5 приведены результаты расчета на-
пряженно-деформированного состояния бидона.
Очень высокие окружные и осевые напряжения
на границе стекла и стали связаны с тем, что не
моделировалась предыстория – заливка стекла в
бидон с его разогревом и учетом изменения меха-
нических параметров стекла при затвердевании, а
также последующее остывание бетона. При учете
этих процессов расчетные напряжения будут бо-
лее реалистичными. Также при моделировании
не в полной мере учитывались эффекты, связанные
с нагрузкой со стороны вышележащих бидонов,
равно как и влияние днища и крышки бидона.

Проведенные расчеты показали полное совпа-
дение численного и аналитического решений, т.е.
расчетный код FENIA корректно решает задачи
такого рода. Сравнение показывает, что численное
решение позволяет хорошо отследить “разрывы”
напряжений, возникающие вследствие “разрыва”
свойств материалов.

Рис. 4. Расчетные зависимости температуры: (а) –
вдоль радиуса бидона для двух моментов времени: 1,
3 – 12 ч; 2, 4 – 45 ч; (б) – от времени в двух точках: 1,
3 – в центре; 2, 4 – на поверхности между цилиндра-
ми; 1, 2 – аналитический расчет; 3, 4 – FENIA.
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Рис. 5. Расчетные зависимости напряженно-дефор-
мированного состояния бидона для двух моментов
времени: (а) – радиальные напряжения, (б) – окруж-
ные напряжения, (в) – осевые напряжения, (г) – пе-
ремещения: 1, 3 – 12 ч; 2, 4 – 45 ч; 1, 2 – аналитиче-
ский расчет; 3, 4 – FENIA.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Полученные аналитические решения могут
использоваться как для верификации расчетных
средств, так и для получения оценок температур и
напряжений в различных объектах, которые мо-
гут быть приближенно представлены в виде двух-
слойного цилиндра. В частности, решение может
использоваться для проверки точности числен-
ного моделирования разрывов напряжений на
границе сред вследствие скачкообразного изме-
нения свойств материалов.

Проведенный расчет для остывания бидона с
остеклованными РАО показал, что с помощью
аналитического решения можно получить доста-
точно надежную оценку изменения поля темпе-
ратур. Для моделирования же напряженно-дефор-
мированного состояния полученные результаты да-
ют сильно завышенную оценку напряжений. Это
связано не с недостатками процедуры численного
или аналитического решения, а с необходимо-
стью учета начального пространственного рас-
пределения напряжений. Его требуется рассчи-
тывать численно, так как при остывании стекла за-
метно меняются его теплофизические свойства,
причем при переходе через температуру стеклова-
ния его поведение меняется с вязкопластического
на упругое. Кроме того, требуется учитывать не-
определенности исходных данных для моделиро-
вания, которые связаны как с влиянием РАО на
свойства стекла, так и с особенностями размеще-
ния бидона в стояке, от которых зависит и его
охлаждение, и напряжения и деформации, вы-
званные давлением вышележащих бидонов.
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