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Выполняется анализ крутильно-колебательного вискозиметра для работы в режиме вынужденных
колебаний. Изучаются амплитудно-частотные характеристики вискозиметра, заполненного линей-
ными и нелинейными жидкостями, в зависимости от экспериментальных условий. Предложены
методы идентификации их реологических свойств. Для этих нелинейных задач разрабатывается
аналитический подход, который строится на основе точных решений для линейных жидкостей.
Подход обеспечивает высокую степень согласованности и является достаточно простым для ис-
пользования на практике. Результаты расширяют теорию как вискозиметрии расплавов, так и не-
линейной колебательной реометрии.
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ВВЕДЕНИЕ
C середины 20-го века до настоящего времени

крутильно-колебательный вискозиметр является
предпочтительной техникой для исследования вы-
сокотемпературных расплавов: расплавленных ме-
таллов и сплавов, солей, полупроводников, жидких
кристаллов и пр. (например, [1–12] и ссылки в
них). Обычно вискозиметр используется в режиме
затухающих колебаний (за исключением [13]). Это
наиболее подходящий метод для жидких металлов в
связи с особенностями, относящимися к высокой
температуре, химической активности и диапазону
вязкости с достаточной чувствительностью. Их ис-
следование часто ограничивается этим устройством
как в физике конденсированного состояния, так и в
металлургической промышленности. Вискозиметр
характеризуется высокой точностью, простотой
техники, образцами малых объемов (т.е. также изо-
термичностью и пр.), отсутствием погружаемых
зондов, условиями для использования инертных
материалов и атмосферы.

В последнее десятилетие активно обсуждается
проблема неньютоновского поведения металличе-
ских расплавов, что может играть решающую роль
при проектировании технологических процессов.
Такие исследования начали выполняться, прежде
всего, в связи с широким использованием серийно
производимых ротационных вискозиметров для вы-
соких температур (например, [14–17]). Несоответ-
ствие в данных различных авторов может достигать
трех порядков величины, в том числе для одних и
тех же расплавов и скоростей сдвига (например, [18,
19]). Такие приборы представляют собой черный
ящик и часто не ясно, что может привести к некор-
ректным результатам; в них не в полной мере учте-
на специфика подобных экспериментов.

Крутильно-колебательный метод (в режиме за-
тухающих колебаний) недавно был также расши-
рен на неньютоновские жидкости (например, [20,
21]). Этот вискозиметр обычно используется при
высоких температурах, а по мере того, как темпера-
тура падает и, в частности, в переохлажденном со-
стоянии, исследование выполняется, например,
реометром с параллельными пластинами [22]. Ана-
лиз неньютоновского поведения может представ-
лять интерес для зоны частичного затвердевания,
но вискозиметр в режиме затухающих колебаний не
обеспечивает идентифицируемость этих свойств:
тогда экспериментально наблюдаемые параметры
(период и декремент) близки к таковым для виско-
зиметра, заполненного твердым телом. Образец,
являющийся ньютоновской жидкостью при высо-
ких температурах, может начать проявлять нели-
нейные реологические свойства по мере снижения
температуры.

Такой подход для вынужденных крутильных ко-
лебаний позволяет выполнять измерения одним и
тем же методом и исключить некоторые расхожде-
ния в экспериментальных данных, связанные с пе-
реходом к другой технике измерения в ином темпе-
ратурном интервале. Кроме того, по сравнению с
методом затухающих крутильных колебаний режим
вынужденных колебаний позволяет охватить более
широкий диапазон свойств жидкостей, исключить
ошибки, вносимые переходными процессами, и яв-
ляется предпочтительным в части автоматизации
измерений и устойчивости к шуму. Эта техника
расширяет линейку прецизионных приборов для
изучения неньютоновских свойств, включая случай
расплавленных сред (например, как в [23]).

Имеются следующие результаты, касающие-
ся исследования неньютоновских жидкостей кру-
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тильно-колебательным вискозиметром (цилин-
дром) в режиме вынужденных колебаний. Для ли-
нейных жидкостей в случае затухающих
колебаний точное решение для ньютоновской (ли-
нейно вязкой) жидкости впервые получено в [1] и
его различные формы найдены в [24], что может
быть также использовано для линейных вязко-
упругих жидкостей в терминах комплексной вяз-
кости. Это решение расширено на вынужденные
колебания и использовано для двух линейных вяз-
коупругих жидкостей: моделей Максвелла и Фойг-
та [13]. Для нелинейных жидкостей развита теория
для случая затухающих колебаний крутильного вис-
козиметра, заполненного неньютоновскими жид-
костями [5, 6], включая жидкости Оствальда–де
Вейля (нелинейно вязкая, со степенным законом),
Бингама (линейная вязкопластичная) и Гершеля–
Балкли (нелинейная вязкопластичная) [25], жид-
кость Джонсона–Сигельмана (с неаффинными де-
формациями) [26], упругую вязкопластичную жид-
кость [27], с некоторыми оценками для металличе-
ских расплавов [28]. Построена математическая
модель для вынужденных колебаний вискозимет-
ра, заполненного нелинейными жидкостями [29],
и даны некоторые особенности, прежде всего, в
рамках фурье-реологии [20].

В данной работе дается теория крутильного вис-
козиметра в режиме вынужденных колебаний: осо-
бенности нелинейных колебаний детализированы
и систематизированы для более простого и полного
их понимания, pазвит алгоритм для оценки реоло-
гических свойств, включая метод для нелинейных
жидкостей с использованием точных решений. По-
казано, как применять уже имеющиеся результаты
для линейных жидкостей и режима затухающих ко-
лебаний с целью интерпретации нелинейного пове-
дения, идентификации нелинейных свойств и мо-
делирования этих экспериментов.

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

В крутильной вискозиметрии вертикальный
полый цилиндр с образцом внутри совершает кру-
тильные колебания вокруг своей оси симметрии.
Математическую модель представим следующим
образом:
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Здесь  – скорость сдвига;  – момент инер-
ции вискозиметра;  – масса образца;  – внут-
ренний радиус цилиндра;  и  – радиальная и уг-
ловая координаты (  на оси цилиндра);  – вре-
мя;  – азимутальная компонента скорости; –
угловое смещение из положения равновесия;  и

– амплитуда и частота вынуждающей силы;  –
компонента тензора напряжений;  – кинематиче-
ская вязкость образца;  – собственная частота
системы; точка обозначает производную по време-
ни, штрих – производную по ; реологическая мо-
дель, например, для ньютоновской жидкости имеет
вид .

Частота  выражается из прецизионных изме-
рений частоты и декремента  или добротности
для пустого тигля. В (1)–(4) использована модель
для длинного цилиндра и  ~ 0 для того, чтобы бо-
лее ясно показать особенности, специфические для
случая вынужденных колебаний, без каких-либо
иных деталей. Модель отвечает условию отсутствия
проскальзывания, несжимаемой жидкости и ма-
лым колебаниям, что позволяет предположить осе-
симметричность течения и принять в расчет только
компоненту  вектора скорости.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

Линейные жидкости
Для установившихся колебаний в виде

 решение системы (1)–(4) для
ньютоновской жидкости следующее:

(5)

(6)

где , , , , λ =
= ω/ω0; ,  – модифицированные функции Бес-
селя первого и второго порядка;  дано в виде
[24]; ϕ – сдвиг фаз между колебаниями тигля и вы-
нуждающей силой.

Для сравнения в режиме затухающих колебаний:
 и  (например, [1,

24]). При линейных колебаниях (например, для сле-
дующих условий: ньютоновская жидкость, отсут-
ствие существенных вторичных течений и пр.)
амплитуда  не зависит от 

Для описания поведения линейной вязкоупру-
гой жидкости в этом колебательном сдвиговом те-
чении используется комплексная вязкость и пара-
метр  умножается на коэффициент, равный, на-
пример,  для модели Максвелла, где

 – число Вейссенберга;  – время релак-
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Функция  (6) включает два параметра экс-
перимента:  – отношение момента инерции об-
разца как твердого тела к  и  – отношение  к
толщине пограничного слоя .

Рассмотрим, как изменяются в зависимости от
них параметры колебаний. Сначала представим
особенности для режима затухающих колебаний.
Для вискозиметра, заполненного жидкостью, ча-
стота ниже ( ) и декремент выше, чем для пусто-
го тигля, ввиду дополнительного увеличения мо-
мента инерции (коэффициент в слагаемом с ) и
дополнительной диссипации механической энер-
гии из-за вязкого трения (коэффициент в слагае-
мом с ) соответственно.

В случаях  и  имеем твердое те-
ло и идеальную жидкость с декрементом , с

 и  соответственно. Декремент
как функция  имеет максимум: вязкость умень-
шается и скорость сдвига увеличивается при увели-
чении  и при некотором  =  возникает экстре-
мум. Для длинного цилиндра это значение  .
При увеличении  растут декремент и период. Для
вязкоупругих жидкостей число экстремумов на
этих зависимостях от  увеличивается ввиду усиле-
ния влияния упругой компоненты и определяется
соотношением  и длины упругой волны. Перечис-
ленные особенности показаны на рис. 2 в [20, 21].
При понижении температуры расплава параметр 
уменьшается, т.е. период увеличивается и декре-
мент уменьшается при  <  или проходит через
максимум, если начальное значение  > . Такое
поведение, в том числе между солидусом и ликвиду-
сом, показано, например, на рис. 44 в [1].

Параметры колебаний в вынужденном режиме
ведут себя подобным образом. Для ньютоновской
жидкости (рис. 1–3; на рис. 1а и 1б масштаб оси 
одинаков) с ростом : 1) резонансная амплитуда

 сначала уменьшается и затем растет, 2) резо-
нансная частота  сдвигается к единице и ши-
рина резонансной кривой имеет некоторый макси-
мум, амплитуда уменьшается с ростом . Для вяз-
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коупругих жидкостей изменение амплитуды 
носит колебательный характер вдоль . Кроме то-
го, амплитуда  в резонансе может быть настолько
высокой, что вторичные течения начнут оказывать
выраженное влияние и потребуется анализ с ис-
пользованием полной осесимметричной модели те-
чения жидкости (например, [30]).

Нелинейные жидкости
По сравнению со случаем линейных жидкостей

установившиеся колебания вискозиметра, запол-
ненного нелинейными жидкостями, являются не-
линейными и, например,  не остается постоянной
при изменении . Это позволяет предположить
такое поведение жидкости. Рассмотрим два подхо-
да для оценки свойств жидкости в зависимости от
того, какая модель – численная или аналитическая
– используется. В качестве примера в модели (1)–
(4) возьмем нелинейная вязкая жидкость со следу-
ющим реологическим уравнением состояния:

(7)

где второй инвариант ; ;  и
– параметры модели;  – некоторое фиксиро-

ванное значение динамической вязкости;  – плот-
ность; (7) отвечает жидкостям Оствальда–де Вейля.

Численный подход. Реологические свойства
жидкости оцениваются с использованием процеду-
ры подгонки. Функция невязки учитывает относи-
тельное отклонение между измеряемыми и рас-
считанными значениями и строится по методу

наименьших квадратов: , где
 и  – абсолютное отклонение и среднее значе-

ние  между ними в -й точке соответственно;
также могут вводиться весовые коэффициенты.
Эта функция минимизируется на множестве неиз-
вестных параметров и для жидкости (7) функция
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Рис. 1. Амплитуда  для ньютоновской
жидкости: (a) – ; (б) – 0.15.
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. Далее при моделировании диапазон
параметров выбирается на основе нелинейных дан-
ных по металлическим расплавам, полученным, в
частности, в [28], и результатов анализа, обсуждае-
мых в [20] для режима затухающих колебаний.

Значения  отвечают некоторой кривой, напри-
мер такой как амплитудная кривая, включая случаи
для различных  (рис. 4) или  (рис. 5). На рис. 4
показано изменение амплитуды для реологических
констант, близких к базовому случаю, для демон-
страции наблюдаемости. В качестве примера моде-
лируются эксперименты с ,  и 
для жидкости с , , а в закон колебаний
внесена ошибка измерений до 0.5%. Так, для 
резонанс более выраженный (в частности, дисси-
пация слабее), но значения амплитуды для случаев
1 и 2 (с различными реологическими параметрами)
близки друг к другу, функция невязки 
более пологая вблизи минимума и последний сдви-
гается дальше от истинных значений параметров
при наличии ошибок измерения. Для нескольких
экспериментальных точек функция  равна,
например, 0.166 для жидкости с ,  и
0.28 для ,  (при ); случай с

 дает  = 0.081 для , .
На рис. 5 показаны данные для амплитудных

кривых , которые для нелинейных жидкостей
являются различными при разных . Это указыва-
ет на нелинейную реологическую модель в отличие
от линейных жидкостей, для которых они являются
одной и той же кривой. Колебания вискозиметра
как твердого тела при скоростях сдвига ниже неко-
торого значения показывают наличие предела теку-
чести. Функция невязки может иметь овражистый
вид, и могут возникать локальные минимумы при
слабой наблюдаемости нелинейных эффектов. Так,
для улучшения наблюдаемости экспериментальные
точки выбираются в зависимости от точности пря-

( , ) 0f b m →

x

0ξ 0α

0.2A = 0 4ξ = 0 8ξ =
1b = 1.4m =

0 8ξ =

( , )f f b m=

f
1.1b = 1.3m =

0.9b = 1.7m = 0 4ξ =
0 8ξ = f 1.1b = 1.3m =

α0/a
0α

мых измерений и чувствительности к их ошибкам.
В некоторых случаях эффективно сначала находить
реологический тип и затем рассчитывать свойства
для уже известной модели, что определяется из оп-
тимального эксперимента.

Для оценки свойств жидкости и при планирова-
нии оптимального эксперимента используются ме-
тоды параметрической идентификации (например,
[20, 21]), где учитываются данные для различных
экспериментальных условий:  и . Это можно
применять в комбинации с кривыми для различных

 (как на рис. 5), используя ,  или обе характе-
ристики, например, в их относительных величинах,
учитывая точность измерения каждой из них и т.п.
Минимум  более выражен для  с большим чис-
лом экспериментальных точек, но тогда накаплива-

A 0ξ

0α a ϕ

f f

Рис. 3. Амплитуда  для жидкости Макс-
велла ( ; ).
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ются ошибки прямых измерений. Резонансная ам-
плитуда , в частности зависимость  от  (или,
например, ), может быть использована
как  при выраженном резонансном пике. В общем
случае выбираются данные по резонансной частоте

 или некоторая зависимость для фазы на основе
планирования эксперимента. При увеличении 
частота  изменяется слабо и предпочтительно
использовать данныe по . Подобный метод за-
ключается в определении значений амплитуды 
вынуждающей силы, соответствующей одной и той
же амплитуде колебаний при различных частотах.

Аналитический подход. Функция 
( , ) имеет следующие особенности: 1)

 растет при  и убывает при , 2) :
 при ; :  при , 3)

:  при ,  при , 
выпукла вниз; :  при , 
при ,  выпукла вниз; : 
при ,  при ,  выпукла вверх.

Это объясняет особенности в терминах кажу-
щейся вязкости  степенной жидкости для слу-
чаев, когда  выше или ниже ньютоновской вяз-
кости в зависимости от скорости сдвига. Для
реологической модели (7) безразмерная кажу-
щаяся вязкость  = . Эти особенности отра-
жаются в характере течения жидкости: глубина про-
никновения течения пропорциональна  и, в
частности, развитое течение с  расширяется
на область за пределами  =  в зависимости от .
Так, для  и жидкостей с  вязкость  ни-
же, чем ньютоновская, и область, начиная от  = 0,
с  шире и ее граница ближе к .

resa resa 0ξ
res res 0( )a a= α

x

resλ
0ξ

resλ
resa

0α

1( ) mz y y −=
0y > 0m >

( )z y 1m > 1m < 1m >
( ) 0z y → 0y → 1m < ( )z y → ∞ 0y →

1m < 1my y− > 1y < 1my y− < 1y > ( )z y
2m > 1my y− < 1y < 1my y− >

1y > ( )z y 1 2m< < 1my y− >
1y < 1my y− < 1y > ( )z y

appη
appη

appη 1mbD −

appη
0U ≠

ξ 0ξ D
1D > 1m < appη

ξ
~ 0U 0ξ

В практических приложениях важно иметь по
возможности наиболее простую модель и предпо-
чтение отдается точным решениям. Построим не-
которую модификацию метода на основе подхода,
разработанного в [31], где для идентификации
свойств нелинейных жидкостей используются ана-
литические выражения для линейных жидкостей.

Скорость сдвига на стенке находится по формуле

(8)

(9)
где D = Dr + iDi, Dr, Di – действительная и мнимая
части D;  – амплитуда в , которая
рассчитывается по (5), (6); в  имеется некоторый
сдвиг фаз. Изменение D в зависимости от экспери-
ментальных условий  и  показано на рис. 6.

Действительная часть от  (8), которая и дает
значения скорости сдвига на стенке, может быть
представлена как

(10)

Найдем величину , являющуюся осреднен-
ным по времени значением . Осреднение выпол-
няется по полупериоду, начиная с некоторой точки

 по времени, когда 1) , 2) функция
 возрастает на  и затем для :

(11)

где значения  находятся как корни функции
 (10). Вместо нахождения  и расчета

по (11), значение  может быть найдено как ам-
плитудное значение функции .

0 e ,sTD aD= �

0 2 0 1 0( )/ ( ),D s s I s I s= − ξ ξ ξ

a ( )Tα = α
s�

0ξ λ
0D

0/ cos( /2)
sin( /2).

r

i

D a D T
D T
= λ + ϕ + π −

− λ + ϕ + π

0D�

0D

0T
00 0T TD = =

0 0( )D D T= 0T T= 0 0D ≥
0
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/
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Рис. 6. Зависимость действительной и мнимой частей
D (9) от  для ньютоновской жидкости: 1 – ;
2 – 6; 3 – 2.
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Рис. 7. Составляющие зависимостей для скорости
сдвига (10), (11) для ньютоновской жидкости ( ,

, , ).

–2

–1

1

0

4 6 8 T , T 0

D0(T)
D0  (T), D0  (T) 

(1) (2)

D0(T 0)~

4

1

2

3

D0  (T), D0  (T), D0(T), D0(T 0) (1) (2) ~

0.1A =
0 6ξ = 0.98λ = 0 0.01α =



372

ТЕПЛОФИЗИКА ВЫСОКИХ ТЕМПЕРАТУР  том 60  № 3  2022

ЕЛЮХИНА

В качестве примера рассмотрим случай: ,
, , . Амплитуда  0.32898

из (5), (6). Отношение  –1.50952 и 
=  5.40559 (  может быть найде-
но иным образом). Расчет по (11) дает 
= 1.020199 без учета сдвига фаз, последний может
не приниматься во внимание при расчете осред-
ненного по времени значения . Рис. 7
демонстрирует следующие кривые: первое

 (кривая 1) и второе

 (кривая 2) слагаемые в (10),
что дает их сумму (кривая 3);  как функция :

 (кривая 4).
Введем параметр

(12)

для интерпретации нелинейно вязкого поведения
в терминах линейно вязкой модели. Параметры
колебаний для нелинейных жидкостей изменя-
ются соответственно в терминах от параметра .
Функция невязки включает разницу между  и

 в -й точке, где с использованием экспери-
ментальных данных значение  находится из
(5), (6): 1)  рассчитывается по (11); 2) 
определяется по (12).

Рис. 8 демонстрирует оценку для эксперимен-
тальных данных из некоторого интервала ампли-
тудных кривых (рис. 8a). Эксперимент моделирует-
ся численно для жидкости с ,  с ис-
пользованием (1)–(4), (7); ошибка измерения – до
0.5%; экспериментальныe условия следующие:

, ,  (случай 1) и  (слу-
чай 2). Затем оцениваются реологические свойства
этой жидкости с использованием точек на
рис. 8a. Найденные значения  и  показаны
на рис. 8б. Они применяются для подгонки кривых
и минимизации функции невязки.

Слева от резонансного пика значение  умень-
шается и  увеличивается при росте . При при-
ближении  к резонансной частоте  нелинейные
эффекты усиливаются и может возникать нелиней-
ный резонанс, функция невязки для нахождения

 как разница между значениями , измеренными
и рассчитанными по (5), (6), может не иметь корня.
Экспериментальные данные, полученные для раз-
личных скоростей сдвига, укладываются на одну
кривую (рис. 8б), но может возникать некоторое от-
клонение от нее вблизи . Тогда эксперименты
выполняются для различных условий, соответству-
ющих различным  при , и эти данные в
окрестности  исключаются из рассмотрения.
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С ростом  <  параметр  уменьшается и 
увеличивается. Частота становится выше , и за-
тем тот же самый интервал кривой 
проходит снова, но в обратном направлении. Под-
ход позволяет достаточно корректно оценивать сте-
пень нелинейности и показатель степенного закона

. Ошибка в амплитуде  может иметь существен-
ное влияние на оценку  ввиду высокой чувстви-
тельности. Тогда используется комбинация мето-
дов: например,  определяется из кривыx

, ,  или иных,
слабо зависящих от  при определенных экспери-
ментальных условиях, а постоянная степенного за-
кона  – из анализа амплитудно-фазовых характе-
ристик, включая кривые  и т.п., для за-
данного . При подозрении на нелинейное
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Рис. 8. Зависимости, используемые для оценки
свойств жидкости ( , ; , ; 1 –

, 2 – 0.01): (a) – ; (б) – 
и .
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поведение жидкости проводится серия экспери-
ментов и воспроизводимость нелинейных эффек-
тов в них изучается с помощью анализа чувстви-
тельности.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Анализ крутильно-колебательного вискозиметра

демонстрирует наблюдаемость нелинейных
свойств в режиме вынужденных колебаний. Не-
линейные эффекты изучаются в терминах ампли-
тудно-частотных характеристик. Предложено не-
сколько методов для измерения реологических
свойств жидкостей на основе полученных особен-
ностей. В разработанном аналитическом подходе
для их идентификации используются точные реше-
ния для линейных жидкостей (5), (6), (8)–(11). Под-
ход показывает высокую степень согласия (рис. 8б)
и может быть рекомендован для использования на
практике. Данный метод расширяет теорию как
вискозиметрии расплавленных металлов на нели-
нейные случаи в режиме вынужденных колебаний,
так и колебательной реометрии на метод нахожде-
ния реологической модели из прецизионных изме-
рений параметров колебаний и на точные алгорит-
мы нелинейных нестационарных проблем.
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