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Показано, что термодинамический потенциал Гиббса для системы электронов и тождественных
ядер одного сорта в адиабатическом приближении для подсистемы ядер определяется термодина-
мическими характеристиками однородной электронной жидкости на компенсирующем положи-
тельном фоне и подсистемы ядер, взаимодействующих между собой посредством эффективного потен-
циала. Установлено, что этот потенциал, помимо кулоновского взаимодействия ядер между собой,
определяется равновесной неоднородной плотностью электронов, находящихся в кулоновском поле
тождественных ядер.
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ВВЕДЕНИЕ
Хотя теоретическое исследование равновесных

свойств систем заряженных частиц проводится уже
значительное время, для решения этой задачи до
настоящего момента используются два различных
подхода: химическая и физическая модели, отли-
чающиеся выбором “исходных частиц” для ста-
тистического описания [1]. Применение химиче-
ской модели основано на использовании закона
действующих масс (см., например, [2]), так что в ка-
честве исходных частиц в этой модели могут высту-
пать “свободные” электроны, атомы, ионы, моле-
кулы [3, 4], в то время как в физической модели в
нерелятивистском приближении в качестве исход-
ных частиц выступают электроны и ядра [5–7]. При
этом в физической модели атомы, ионы, молекулы
рассматриваются как связанные состояния элек-
тронов и ядер, которые образуются в результате их
сильного взаимодействия.

Если такие связанные состояния преобладают,
из физических соображений в рамках химической
модели вещество рассматривается как система вза-
имодействующих атомов или молекул (нейтраль-
ные газ или жидкость) при условии, что энергия
их взаимодействия мала по сравнению с энергией
связи составных частиц [1]. С ростом темпера-
туры возникает необходимость учета несвязан-
ных состояний электронов (“свободные” элек-
троны) и ионов, что означает переход нейтраль-
ного газа в плазменное состояние.

Другими словами, a priori полагается, что при
определенных термодинамических параметрах ато-
мы, ионы, молекулы, являющиеся исходными ча-
стицами в химической модели, могут служить под-

ходящей основой для описания свойств вещества,
например, для нейтральных газов (жидкостей) или
низкотемпературной газовой плазмы. Однако при
других условиях, которые характеризуются высо-
кой температурой или большой плотностью веще-
ства, такие исходные частицы практически не иг-
рают роли, как, например, в газовой высокотем-
пературной полностью ионизованной плазме или
в сильно сжатом плотном веществе [8].

Таким образом, пределы применимости хи-
мической модели вещества могут быть опреде-
лены только на основе физической модели, в рам-
ках которой вещество рассматривается как сово-
купность нерелятивистских электронов и ядер,
взаимодействующих по закону Кулона – куло-
новская система (КС). Тем не менее наибольшее
распространение для расчета термодинамических
свойств газов и жидкостей получила химическая
модель. Помимо исторического аспекта развития
представлений о структуре вещества, причиной та-
кой ситуации является чрезвычайная сложность
теоретического исследования свойств КС. Такая
сложность обусловлена необходимостью учета эф-
фектов экранирования кулоновского взаимодей-
ствия, квантовых эффектов, приводящих к образо-
ванию связанных состояний, а также обусловлен-
ных тождественностью частиц (см. подробнее
[9–17] и цитируемую там литературу).

При этом фактически единственным малым
параметром в статистической термодинамике КС
является отношение масс электрона  и ядра  –

, что позволяет применить приближение
Борна–Оппенгеймера (адиабатическое прибли-
жение) для описания подсистемы ядер. Коррект-
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ность применения адиабатического приближения
для описания КС подтверждается расчетами кван-
товым методом Монте-Карло [18, 19].

Приближение Борна–Оппенгеймера является
основой для использования теории функционала
плотности (ТФП) [20, 21], активно применяемой
не только для исследования электронной структуры
атомов и молекул [22], но и для описания термоди-
намических свойств вещества (см. работы [23, 24] и
цитируемую в них литературу). Однако в ТФП
имеется ряд нерешенных проблем, связанных с
отсутствием регулярной процедуры построения
функционала плотности для потенциала внеш-
него поля (или так называемого универсального
функционала плотности) [25–28].

В подобной ситуации существенное значение
имеет получение общих соотношений в рамках
принятых допущений. В настоящей работе пред-
ставлены соответствующие результаты рассмот-
рения термодинамических свойств КС электро-
нов и ядер в рамках адиабатического приближения
для подсистемы тождественных ядер на основе
большого канонического распределения Гиббса.

ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИЙ ПОТЕНЦИАЛ 
КС И ЭФФЕКТИВНЫЙ ПОТЕНЦИАЛ 

ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ
ТОЖДЕСТВЕННЫХ ЯДЕР

Рассмотрим нерелятивистскую равновесную
однородную и изотропную КС, состоящую из элек-
тронов (индекс ) и тождественных ядер одного
сорта (индекс ) и находящуюся в объеме  при
температуре  (в энергетических единицах). Тер-
модинамический потенциал Гиббса 
такой системы определяется общим выражением
(см., например, [8])

(1)

гдe Tr обозначает операцию взятия следа соответ-
ствующего оператора,  – гамильтониан рас-
сматриваемой системы в представлении вторич-
ного квантования

(2)

Здесь  – потенциал кулонов-
ского взаимодействия между частицами сортов
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частиц сорта , которые характеризуются заря-
дом , массой  и химическим потенциалом

;  – оператор полного числа ча-

стиц сорта ,  – оператор не-
однородной локальной концентрации частиц
сорта .

Определение (1) имеет физический смысл
только после перехода к так называемому термо-
динамическому пределу 

 [29]. Кроме того, в равновесной КС
должно выполняться условие квазинейтральности
[8]:  Здесь и далее  – средняя концентра-
ция частиц сорта . Угловые скобки  обозначают
усреднение с большим каноническим распределе-
нием Гиббса для произвольного оператора :

В силу того что масса ядра  значительно боль-
ше массы электрона  , далее при рас-
смотрении КС используется адиабатическое при-
ближение (приближение Борна–Оппенгеймера),
см. подробнее [30]. В этом случае большая стати-
стическая сумма  (1) принимает вид

(3)

Здесь учтено, что оператор кулоновского взаи-
модействия электронов и ядер в соответствии с (2)
имеет вид .

Таким образом, первоначальной задачей при
исследовании термодинамического потенциала
КС  (1) с использованием адиабати-
ческого приближения для подсистемы ядер явля-
ется вычисление большой статистической суммы

 (3) для электронной подсистемы,
находящейся в статическом поле тождественных
ядер.

В то же время статистическую сумму
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функцию заряда ядра , формально считая эту
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Â

( )( ){ }−≡ − − −1ˆ Tr exp μ μ / .ˆ ˆ ˆ ˆ
e e c cA Z A H N N T

cm
em ( )c em m@

( ),  , μ ,μe cZ T V

( ) ( )( )
{ }( )

{ }( )
( )( )

≅ − − ×
×

=
= − + −

ˆ ˆ

ˆ
,  ,μ  ,μ Tr exp μ /

,  , μ ; ,
,  , μ ;

Tr exp μ / .

ˆ
ˆ ˆ ˆ

e c c cc c c

e e c

e e c

e ee ec e e

Z T V H N T
Z T V n

Z T V n

H V N T

( ) ( ) ( )3 3
1 2 1 2 1 2

ˆ ˆ ˆec ec e c
V V

V d r d r n n= −  r r r rv

( )Ω ,  , μ ,μe cT V

{ }( ),  , μ ˆ;e e cZ T V n

{ }( ),  , μ ˆ;e e cZ T V n
cz

( ) ( ){ }
�

≡ − −

= +( )

Tr exp μ , ( )*ˆ ˆ

*ˆ ˆ , 

e c e ee e e

ee ee c

Z z H N T

H H z W



498

ТЕПЛОФИЗИКА ВЫСОКИХ ТЕМПЕРАТУР  том 60  № 4  2022

БОБРОВ

Следовательно,

(4)

Аналогичное рассмотрение для термодинами-
ческой системы с гамильтонианом, зависящим от
параметра, проведено в [31].

Интегрируя дифференциальное уравнение в (4),
находим, включая случай ,

где  и  –
соответственно термодинамический потенциал и
большая статистическая сумма для однородной
электронной системы, находящейся в компенси-
рующем положительном фоне.

Таким образом, для термодинамического по-
тенциала КС в адиабатическом приближении для
подсистемы тождественных ядер получается

(5)

В результате при определении термодинамиче-
ских свойств КС в адиабатическом приближе-
нии для тождественных ядер можно рассматри-
вать исходную КС как совокупность двух “неза-
висимых” подсистем: однородной электронной
жидкости в компенсирующем положительном фо-
не и подсистемы тождественных ядер, взаимодей-
ствующих между собой посредством эффективного
потенциала  (5). Этот потенциал включает в се-
бя не только прямое кулоновское взаимодействие
между ядрами, но и косвенное взаимодействие че-
рез электроны. При этом косвенное взаимодей-
ствие между тождественными ядрами полностью
определяется средней неоднородной плотностью
электронов  в статическом поле тожде-
ственных ядер:
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При квазиклассическом описании подсисте-
мы ядер, которое широко применяется для чис-
ленных исследований КС, оператор локальной
плотности ядер  удобней записывать в коорди-

натном представлении: , где
 – -я пространственная переменная в конфи-

гурационном пространстве для подсистемы тож-
дественных ядер.

Таким образом, задача сводится к вычислению
термодинамических потенциалов Гиббса однород-
ной электронной жидкости (см. работы [32, 33] и
цитируемую в них литературу) и системы тож-
дественных ядер, эффективный потенциал вза-
имодействия между которыми не является чисто
кулоновским.

Следует отметить, что аналогичный результат
имеет место в теории жидкометаллической плаз-
мы, где эффективный потенциал взаимодействия
между ионами определяется в рамках теории возму-
щений по слабому псевдопотенциалу электрон-
ионного взаимодействия, а также в теории раз-
реженных газов [16, 34] (и цитируемая там лите-
ратура). В этой связи важно подчеркнуть, что
представленный выше результат не содержит ника-
ких предположений относительно интенсивности
взаимодействия между исходными заряженными
частицами. С этой точки зрения полученный ре-
зультат может быть использован для исследова-
ния термодинамических свойств КС в широкой
области термодинамических параметров, ограни-
ченной применимостью нерелятивистского при-
ближения.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Проведенное исследование показывает, что для

определения термодинамических свойств КС элек-
тронов и тождественных ядер одного сорта в рамках
адиабатического приближения для подсистемы
ядер достаточно рассмотреть термодинамику одно-
родной электронной системы и термодинамику си-
стемы ядер, которые взаимодействуют между со-
бой с эффективным потенциалом взаимодействия.
Этот эффективный потенциал не является парным.
При этом косвенное взаимодействие тождествен-
ных ядер через электроны полностью определяет-
ся неоднородной плотностью электронной под-
системы, для корректного вычисления которой
следует применять метод температурных функ-
ций Грина, аналогичный используемому для од-
нородных систем [35]. В этой связи необходимо
отметить работу [36], в которой квантовая модель
среднего атома, широко применяемая в ТФП, бы-
ла переформулирована с использованием темпера-
турных функций Грина.
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