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ВВЕДЕНИЕ
Кулоновский логарифм (КЛ) возникает при

расчете проводимости и других переносных ко-
эффициентов плазмы и обусловлен расходимо-
стью транспортных сечений рассеяния зарядов
друг на друге при больших прицельных парамет-
рах и необходимостью вводить те или иные спо-
собы их обрезания. Высокая активность в расче-
тах и потребность в кинетических свойствах плаз-
мы в 50-х годах прошлого века была обусловлена
исследованиями в области управляемого термо-
ядерного синтеза. Теоретические результаты ра-
боты отражены во многих фундаментальных мо-
нографиях, например в [1], где приведена исчерпы-
вающая библиография. Во всех расчетах появлялась
величина, получившая название “кулоновский ло-
гарифм”, – . Качественно он определяется как
логарифм отношения максимального к мини-
мальному прицельному параметру. У Ландау [2] и
Спитцера [3] это соответственно дебаевский ра-
диус  и длина Ландау  где  и  – заряд
электрона и температура плазмы. Отношение
этих величин определяет один из параметров не-
идеальности:

В [2, 3] находим

(1)

Расчет проводимости плазмы ‒ задача непро-
стая, и, естественно, при нахождении оконча-

тельного ответа делались различные упрощаю-
щие предположения. Авторы [2, 3] подчеркивали,
что  ‒ величина приближенная, верная при усло-
вии . И, действительно, в термоядерных уста-
новках величина  менялась в интервале .
Уточнение величины минимального и максималь-
ного прицельных параметров, приводящее к появ-
лению константы  под знаком логарифма, счи-
талось в условиях  превышением точности:

В 1960-е годы дискуссия вокруг “кулоновского
логарифма” вновь оживилась. Уже начиная с ра-
бот по оптическим свойствам горячего воздуха [4],
которые велись под руководством Л.М. Бибермана,
исследователи столкнулись с эффектами, обу-
словленными взаимодействием между излуча-
ющим атомом и частицами плазмы, так называе-
мыми эффектами неидеальности. Эти эффекты
приводили к уширению спектральных линий и
влияли на процессы переноса излучения. Начало
развиваться направление “Физика неидеальной
плазмы”, т.е. плазмы с параметром . Моти-
вацией этих исследований были (см. [1]): обще-
физический интерес к экзотическим состояниям
вещества, в частности, предсказанному плазмен-
ному фазовому переходу (ПФП); реализация ряда
перспективных энергетических проектов [5], в
которых неидеальная плазма служила рабочим
телом, и т.д. Тем более, что формальное исполь-
зование выражения (1) в этих условиях вело к рас-
ходимости КЛ и бесконечным значениям прово-
димости.
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В настоящем сообщении рассматриваются
причины появления многочисленных выражений
для кулоновского логарифма, проводится сравне-
ние этих выражений с результатами аналитиче-
ских и численных расчетов и предлагаются
авторские рекомендации для расчета КЛ (“для
пользователей”).

МОДЕЛЬ ЛОРЕНЦЕВСКОГО ГАЗА 
И ФОРМУЛА СПИТЦЕРА

С формальной точки зрения для расчета пере-
носных коэффициентов при известном составе
необходимо найти отклик функции распределе-
ния электронов по скоростям на внешнее возму-
щение, вызванное приложенным электрическим
полем (проводимость), градиентом плотности
(диффузия), градиентом температуры (теплопро-
водность) и т.д. Для этого нужно либо решить ки-
нетическое уравнение Больцмана, либо восполь-
зоваться соотношениями, следующими из теории
линейного отклика. Оба этих пути трудоемки и
требуют достаточно высокой квалификации, а
также больших затрат времени. Получить прямое
решение интегродифференциального уравнения
Больцмана непросто, и таких работ немного (см.,
например, [6, 7]). Существуют, однако, модели,
допускающие аналитические решения, на ко-
торых основаны практически все приближенные
соотношения. К таковым в первую очередь отно-
сится модель лоренцевского газа (ЛГ): смеси
небольшого количества легких частиц с тяже-
лыми [8]. Малым параметром, допускающим
точное решение, является отношение масс.

Применительно к атомарной плазме это реаль-
ный случай слабой ионизации, когда в атомарном
газе присутствует небольшая примесь легких ча-
стиц – электронов, и, следовательно, межэлек-
тронными столкновениями можно пренебречь.
Рассчитывается отклонение функции распреде-
ления электронов  в газе атомов от равновесной

 [8], вызванное внешним возмущением. В этом
случае интеграл столкновений  линеаризу-
ется и для электронов с энергией  имеет вид

(2)

В (2)  – частота столк-
новений электрона с атомами,  ‒ концентрация
атомов,  – транспортное сечение рассея-
ния электрона на атоме, – масса электрона.

Проводимость плазмы рассчитывается по фор-
муле

(3)

Заметим, что в лоренцевском приближении
частота столкновений  возникает при ре-
шении уравнения Больцмана.
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Методически примыкает к лоренцевскому га-
зу и полностью ионизованная плазма с одним
важным отличием: легких частиц в ней  столь-
ко же, сколько тяжелых . Межэлектронными
столкновениями пренебречь нельзя, а роль их
специфическая – они симметризуют функцию
распределения электронов по скоростям, нару-
шенную внешним полем, тем самым уменьшают
проводимость. Без учета межэлектронных столк-
новений проводимость полностью ионизованной
плазмы определяется формулой Лоренца (3) с ча-
стотой столкновений электрона с ионами. Учет
межэлектронных столкновений возможен путем
решения уравнения Больцмана. Впервые
для плазмы оно было решено Спитцером и Хэр-
мом [9], которые, упростив уравнение Больцмана,
свели его к дифференциальному уравнению
Фоккера‒Планка. Иные решения, без упрощения
уравнения Больцмана, можно найти, например, в
[7, 10]. В результате в [9, 10] получена константа
Спитцера‒Хэрма . Она показала, во
сколько раз электрон-электронные удары умень-
шают проводимость плазмы в лоренцевском при-
ближении для ионов.

Транспортное сечение рассеяния электрона
, налетающего со скоростью V на ион с

зарядом , расходится при интегрировании диф-
ференциального сечения по прицельному пара-
метру. Для исключения расходимости вводится
максимальный прицельный параметр :

(4)

В (4) . В ранних работах для исклю-
чения логарифмической зависимости сечения от
скорости электрона (4) дополнительно вводилась
величина минимального прицельного параметра

 [2, 3]. В результате этих упрощений возника-
ют логарифмические члены

Пример решения уравнения Больцмана для пол-
ностью ионизованной плазмы без упрощения 
можно найти в [6, 7]. В [7] уравнение Больцмана
решено для muffin-tin потенциала, который соот-
ветствует приближению ближайшего соседа:

где  – радиус ионной ячейки Вигнера‒Зейтца
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(5)

Из упомянутых выше работ следует, что “вы-
вести” выражение для кулоновского логарифма
невозможно. Он является расчетной величиной,
тем более с учетом электрон-электронных соударе-
ний. Единственным результатом решения уравне-
ния Больцмана для полностью ионизованной
плазмы является величина проводимости. Для
анализа решения удобно выделить, хотя и необя-
зательно, множитель Спитцера и “кулоновский
логарифм”. Такая процедура проделана в [6, 7].

В (4) под знаком логарифма стоит величина .
Спитцер и Ландау вместо , зависящей от скоро-
сти, использовали величину , по-
лученную из соотношения

Возможна и иная, также весьма популярная,
процедура выбора величины :

В качестве максимального прицельного парамет-
ра, как правило, используется дебаевский радиус

но возможен и выбор радиуса ионной ячейки
Вигнера‒Зейтца  (5). Возникают параметры не-
идеальности

В результате приходим к целому набору куло-
новских логарифмов, встречающихся в литературе:

(6)

Последнее выражение для кулоновского лога-
рифма возникает, если при расчете  учесть
вклад в экранировку только электронной компо-
ненты [2] . Надо также иметь в виду,
что в дополнение к набору (6) предложено столь-
ко же вариантов с , а также целый набор КЛ, ис-
ключающих нефизическую расходимость куло-
новского логарифма при :

Впервые эта процедура предложена в [11]. Упо-
мянем рекомендованный в обзоре Воробьева и
Ликальтера [12] вариант кулоновского логарифма

В итоге в литературе можно насчитать десятки
выражений  Расчет проводимости для muffin-
tin потенциала [7] может служить для оценок про-
водимости в плазме, где  Далее сравним
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некоторые характерные выражения для  с ре-
зультатами аналитических расчетов и численного
моделирования. Вводя частоту столкновений

(7)

и учитывая полученный в [9, 10] множитель ,
можно представить спитцеровское выражение
для проводимости в виде

(8)

Конечно, это не “вывод” формулы, а иллю-
страция, поскольку множитель  получался в
[9, 10] в виде отношения полного решения к ло-
ренцевскому. Необходимо акцентировать на этом
моменте внимание, поскольку в некоторых рабо-
тах уточнение формулы Спитцера начинается с
выражения (8), что не совсем верно.

Подчеркнем, что в (7) допускается использо-
вание любых из вышеупомянутых выражений для
кулоновского логарифма. Главное, чтобы они со-
ответствовали аналитическим решениям [2, 7,
9, 10] и эксперименту.

Приведем удобные для расчета и обработки
экспериментальных данных и результатов чис-
ленного моделирования формулы для проводи-
мости полностью ионизованной плазмы, преоб-
разовав выражение (8):

(9)

Особенно удобна и часто используется форму-
ла (9) без кулоновского логарифма:

Разделив найденную экспериментально или
рассчитанную численно проводимость  на ,
получим обратный кулоновский логарифм :

КУЛОНОВСКИЙ ЛОГАРИФМ, ЧИСЛЕННЫЕ 
И АНАЛИТИЧЕСКИЕ РАСЧЕТЫ

Ранние эксперименты, посвященные измере-
нию проводимости неидеальной плазмы [13, 14],
были нацелены на исследование влияния эффек-
тов неидеальности на проводимость полностью
ионизованной плазмы, для расчета которой
необходим кулоновский логарифм. Да и тради-
ционно на первом месте были эффекты неиде-
альности, связанные с взаимодействием между
зарядами [1]. Однако получить полностью иони-
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зованную плазму с развитой кулоновской неиде-
альностью непросто. Как правило, измерялась про-
водимость плазмы частично ионизованной.

В ранних работах для извлечения проводимо-
сти “полностью ионизованной” плазмы исполь-
зовалась эмпирическая, слабо обоснованная “ад-
дитивная” формула (см. в [15]). Предполагалось,
что сопротивление плазмы  складывается из
сопротивлений атомарной и ионной компонент:

(10)
С помощью (10) из измеренной проводимости

частично ионизованной плазмы  “извлека-
лась” проводимость “заряженной” компоненты:

Для расчета  использовалась формула Ло-
ренца (3) или иные соотношения [15]. Точность
аддитивной формулы исследована в [15]. Она
оказалась весьма небольшой, погрешность до-
стигала 50%. Возможно, этим обстоятельством
обусловлен довольно большой разброс значений
проводимости “заряженной” плазменной ком-
поненты и кулоновского логарифма (см., напри-
мер, [13]), полученных экспериментально, да и
методика расчета  была различной. В настоя-
щей работе результаты обработки ранних экспери-
ментов использовать не будем, а рассмотрим их
совместно с данными, опубликованными относи-
тельно недавно [16, 17], более обстоятельно в от-
дельной публикации.

Обратимся к недавним работам, где выполне-
но численное моделирование свойств неидеаль-
ной плазмы методом молекулярной динамики и
проведен прямой расчет проводимости с исполь-
зованием соотношений теории линейного откли-
ка (формулы Кубо‒Гринвуда) для ряда моделей
полностью ионизованной плазмы с развитой ку-
лоновской неидеальностью. В работе Морозова и
Нормана [18] выполнен комплекс исследований
динамических свойств модели неидеальной пол-
ностью ионизованной плазмы и получены значе-
ния проводимости как в статике, так и в перемен-
ном поле. Использовался классический метод
молекулярной динамики, что требовало исклю-
чения конфигураций тесного сближения зарядов
одного знака. Использовалась предложенная ра-
нее [19] “модель с полочкой”, в которой кулонов-
ский потенциал на малых расстояниях ( ) за-
менялся константой. Очевидно, что, когда радиус
ионной ячейки Вигнера‒Зейтца  уменьшался
до величины , результаты расчета становились
модельными. Условие  ограничивает об-
ласть применимости результатов [18] со стороны
больших плотностей. В работах Боброва, Зелене-
ра с сотрудниками [20, 21] моделировалась уль-
трахолодная плазма на этапе релаксации. Благо-
даря законам подобия удалось получить результа-

ρad

ρ = ρ + ρad .a i

σexp

 
σ = − σ σ exp

1 11 .i
a

σa

σa

<R a

iR
a

>iR a

ты и для проводимости полностью ионизованной
неидеальной плазмы. Данные этих работ подроб-
но обсуждаются в [22]. Следует отметить, что и
результаты [20, 21] также имеют границы приме-
нимости. В [20, 21], как и в [18], использовался
классический метод молекулярной динамики,
причем с чисто кулоновским потенциалом в от-
личие от [18], хотя, как известно [1], классическая
система кулоновских частиц не имеет равновес-
ного состояния. В реальной плазме при релакса-
ции зарядов (иногда достаточно длительной) воз-
никают атомы и молекулы, которые затем могут
перейти в жидкое и твердое состояние, тем более,
при ультрахолодных температурах. Фактическим
ограничением модели [21] следует считать время
счета, а каково его предельное значение, неиз-
вестно, и авторы [21] его не оценивают. Тем не
менее результаты численного моделирования
[18, 21] позволяют при определенных ограниче-
ниях получить кинетические коэффициенты
плазмы. Также учитываются результаты работ [7,
10], где было решено уравнение Больцмана для
muffin-tin потенциала и для экранированного ку-
лоновского потенциала без использования тради-
ционного набора упрощающих предположений.
Полученная величина проводимости полностью
ионизованной плазмы весьма полезна в услови-
ях, когда . На основе выполненных сравне-
ний некоторых популярных выражений для куло-
новского логарифма, результатов теоретических и
численных расчетов, предложим простой и доста-
точно апробированный способ расчета кулонов-
ского логарифма.

На рисунке приводится сравнение кулонов-
ских логарифмов, извлеченных из данных чис-

≤D   iR R

Обратный “кулоновский логарифм” в зависимости

от параметра неидеальности; теория: 1 – , 2 –

, 3 ‒ , 4 – решение уравнения

Больцмана для muffin-tin потенциала [7], 5 – [10], для
экранированного потенциала; результаты численно-
го моделирования: 6 – [18], 7 – [21].
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ленных экспериментов [18, 21], результаты реше-
ния уравнения Больцмана [7, 10] и некоторые
аналитические выражения. Вариант расчета по

формуле  явно предпочтительнее вариан-

та , хотя в термоядерной области ( ) все

они с логарифмической точностью совпадают.
Возвращение единицы под знак логарифма сразу
улучшает экстраполяционные свойства кулонов-
ского логарифма.

Рекомендуемый вариант (кривая 3) для расче-
та кулоновского логарифма при  совпадает с
большинством результатов, а при  проходит
между результатами численного моделирования
и вблизи результатов решения уравнения Больц-
мана [7, 10]. Учитывая, что результаты численно-
го моделирования [18, 21] при  имеют проти-
воположные тенденции изменения, предлагаемый
вариант расчета кулоновского логарифма (кри-
вая 3) можно считать достаточно обоснованным, во
всяком случае при , что вполне достаточно в
варианте “для пользователей”:

Следует признать, что, хотя работы [18, 20, 21]
не выявили существенных эффектов неидеаль-
ности, они позволили сделать выбор между
многочисленными рекомендациями, предложен-
ными в литературе для расчета кулоновского ло-
гарифма (см. [1]).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Рассмотрены подходы и соотношения для рас-

чета кулоновского логарифма при вычислениях
проводимости и других коэффициентов перено-
са. Установлено, что процедура “возврата едини-
цы” ликвидирует нефизическую расходимость
кулоновского логарифма и заметно улучшает его
экстраполяционные свойства. На основе сравне-
ния с результатами численного моделирования
и решения уравнения Больцмана рекомендован
“широкодиапазонный” ( ) вариант расчета
кулоновского логарифма.

Данная работа выполнена при поддержке Ми-
нистерства науки и высшего образования РФ
(госзадание № 075-01056-22-00).
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