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Исследуется электростатическое поле от точечного заряда, расположенного внутри или снаружи
плоскослоистой среды (фундаментальное решение задачи электростатики для плоскослоистых
сред). Для произвольных плоскослоистых сред решение задачи получено в виде одномерного инте-
грала. На основе аналогии между электростатикой и теплопроводностью рассматривается примене-
ние полученных электростатических решений к задачам теплопроводности.
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ВВЕДЕНИЕ

Во многих современных технических прило-
жениях возникает необходимость анализа элек-
тромагнитных полей и теплообмена в плоскосло-
истых структурах. В задачах теплопроводности в
слоистых средах используется матричный метод
[1–4], который, как правило, применяется для
решения двумерных задач. Подобные матричные
методы успешно применяются в задачах излуче-
ния и распространения электромагнитных полей
в плоскослоистых средах [5]. В работах [6–8]
предложен оригинальный вариант строгой элек-
тромагнитной теории излучения элементарного
диполя, расположенного на границе или внутри
плоскослоистой структуры, являющийся разви-
тием работ [9, 10]. В частности, в [6–8] продемон-
стрирован метод аналитического упрощения ре-
шения, имеющий потенциально важное обще-
теоретическое значение. Обобщение данного
метода для случая произвольного количества пле-
нок в плоскослоистой структуре [11] позволило
привести формулы для излучаемых полей к одно-
мерным интегралам, что существенно упростило
анализ задачи и ускорило численные расчеты.

В данном исследовании методы работ [6–8, 11]
применяются сначала к нахождению трехмерного
фундаментального решения электростатики в
плоскослоистых средах (нахождению поля точеч-
ного заряда), а затем к аналогичной задаче – на-
хождению трехмерного фундаментального реше-
ния задачи теплопроводности в плоскослоистых
средах (нахождению распределения поля темпера-
туры от точечного источника тепла в таких средах).

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. ЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ 
ПОЛЕ ТОЧЕЧНОГО ЗАРЯДА, 

РАСПОЛОЖЕННОГО ВНУТРИ 
ПЛОСКОСЛОИСТОЙ СТРУКТУРЫ

Рассматривается задача нахождения электро-
статического поля от заряда, расположенного внут-
ри плоскослоистой структуры. Пусть для общности
этот заряд расположен внутри плоской слоистой
структуры, состоящей из нескольких пленок и из
окружающих слоистую структуру двух полупро-
странств. Для определенности сначала считается,
что заряд расположен в одной из пленок, после
чего задача обобщается на случай, когда заряд
расположен на их границе или в одном из полу-
пространств.

Пусть общее число пленок , толщина m-й
пленки , тогда полная толщина слоистой

структуры . Общее число границ
между пленками и между пленками и полупро-
странствами . Области пространства
пронумерованы  (на рис. 1 пока-
зана для примера задача с  и ). Пред-
положим, что пленки имеют абсолютные диэлек-
трические проницаемости, равные , а перед и за
слоистой структурой находятся однородные полу-
пространства с проницаемостями  и . Коорди-
наты  границ пленок по оси  обозначены сле-

дующим образом: ,  при
.

fN

md

=
= tot 1

fN
mm

d d

= + 1fN N
( )= +1, ..., 1j N

= 4N = 3fN

ε j

ε1 +ε 1N

N Z

=1 0z
−

=
= 

1

1

j
j mm

z d
= 2, ...,j N

УДК 537.21;536.2.02



ТЕПЛОФИЗИКА ВЫСОКИХ ТЕМПЕРАТУР  том 60  № 5  2022

О ФУНДАМЕНТАЛЬНОМ РЕШЕНИИ ЗАДАЧ 741

Уравнение электростатики (или квазиэлек-
тростатики) в области с номером  можно записать
с помощью электрического потенциала  в виде

(1)

где  – оператор Лапласа,  – абсолютная ди-
электрическая проницаемость -й области, ρ –
объемная плотность заряда.

Решая уравнения Лапласа в каждой области с
учетом граничных условий, найдем электриче-
ское поле во всех областях. Рассмотрим сначала
следующую вспомогательную задачу.

ЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ ПОЛЕ В СЛОЕ, 
СВОБОДНОМ ОТ ЗАРЯДОВ

Пусть в области с номером  нет сторонних за-
рядов между границами  и  (рис. 2). Диэлек-
трическая проницаемость среды в этой пленке
равна .

Электрический потенциал можно представить
в виде фурье-разложения

(2)

Подставим в уравнение (1) потенциал в виде (2),
тогда в рассматриваемой области можно записать

(3)

где .
Уравнения (3) при фиксированных значениях

 и  – обыкновенные дифференциальные урав-
нения относительно переменной . Задача состо-
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ит в нахождении из (3) функции  в рассматри-
ваемой области.

Линейно независимые решения уравнений (3)
можно записать в виде

(4)

Тогда общее решение уравнений (3) в области
 имеет вид

, (5)

где  и  – функции только от  и .
Следует особо отметить следующую принци-

пиально важную идею: общее решение уравнения
Лапласа, состоящее из линейной комбинации ре-
шений (4), должно быть записано таким образом,
чтобы существовали обратные преобразования
Фурье. Поэтому форма записи общего решения
для поля в слое (5) не случайна, она выделяет фи-
зически верное решение. Первое слагаемое спра-
ва в формуле (5) представляет собой поле от ис-
точников, находящихся слева от левой границы
слоя. При этом поле будет уменьшаться при уда-
лении вправо (при удалении от источников слева
от слоя). Второе слагаемое справа в (5) представ-
ляет собой поле от источников, находящихся
справа от правой границы слоя (внутри слоя ис-
точников нет по условию). Это поле будет умень-
шаться при удалении влево (от источников спра-
ва от слоя).
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Рис. 1. Геометрия плоскослоистой структуры, состо-
ящей из трех пленок.
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Из (5) найдем фурье-образ электрического по-
тенциала и нормальную компоненту индукции
электрического поля в границах области :

где .

Вводя вектор-столбец , запишем
полученные выражения в матричном виде

(6)

(7)

где

(8)

ЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ ПОЛЕ 
В МНОГОСЛОЙНОЙ СТРУКТУРЕ, 

СВОБОДНОЙ ОТ СТОРОННИХ ЗАРЯДОВ

Рассмотрим теперь многослойную структуру,
внутри которой нет сторонних зарядов. Рассмот-
рим границу  между областями с номерами

 и . Непрерывность тангенциальных ком-
понент напряженностей электрического поля
( ,  и , ) и нормальных компо-
нент электрической индукции (
и ) на этой границе можно
записать через соответствующие электрические
потенциалы  и  в виде

где электрический потенциал  в области 
выражается формулой (5), в которой произведена
замена индексов . Так как уравнения
электростатики (квазистатики) – линейные, то гра-
ничные условия должны выполняться для каждого
члена фурье-разложения, т.е. для фурье-образов
соответствующих величин
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Записывая граничные условия (9), (10) с помо-
щью выражений (6), (7), получаем матричное урав-
нение на границе 

(11)

где матрицы  и  выражаются формулами (8).
Уравнение (11) можно записать для

, где  − общее число обла-
стей,  − число границ, т.е. для всех границ, ис-
ключая первую ( ) и последнюю ( ), или

 и , где  − общая тол-
щина слоистой структуры (сумма толщин пле-
нок, составляющих рассматриваемую структуру).

Общее решение для электрического потенциа-
ла в области  (в интервале , где )
записывается в виде
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Уравнения (11), (13) и (15) позволяют связать
вектор-столбцы электрического потенциала в
первой и последней областях задачи (в полупро-
странствах, вне плоскослоистой структуры):

или

(16)

где матрица  имеет вид 

Если известен, например, потенциал какого-
то известного распределения зарядов в полупро-

странстве , а значит, функция  вектор–

столбца , то из уравнения (16) можно найти

функцию  и, значит, потенциал в полупростран-
стве  от зарядов, индуцированных в плоско-
слоистой структуре, по формуле
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функцию  вектор–столбца  и потенциал от
зарядов в полупространстве , индуциро-
ванных в плоскослоистой структуре, по формуле

ЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ ПОЛЕ 
В МНОГОСЛОЙНОЙ СТРУКТУРЕ 

ОТ ТОЧЕЧНОГО СТОРОННЕГО ЗАРЯДА

Пусть имеется точечный заряд , расположен-
ный в точке  в области с номером  (рис. 3).

Пусть этот заряд определяется распределени-
ем плотности

где  − дельта-функция Дирака. Тогда фурье-
образ этого распределения определятся следую-
щим выражением:
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Рис. 3. Точечный заряд , расположенный в точке
 в области с номером .
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трического поля при переходе через бесконечно
тонкий слой с зарядом равен

В матричном виде эти предельные уравнения
можно записать следующим образом:

или в эквивалентном виде через потенциал

(17)

Выразим теперь левую часть граничного усло-

вия (17) через вектор-столбцы  и  полупро-
странств снаружи плоскослоистой структуры.
Для этого область с номером  разбивается на две
области, обозначенные индексами  и  (левая и

правая, см. рис. 3). Введем вектор-столбцы  и 
в этих областях. Тогда члены слева от знака ра-
венства в (17) можно выразить как

(18)

(19)

Кроме того, из (11) следует, что

(20)

где матица  представляется формулой

в которой

а также
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(21)

Подставляя (20), (21) в (18), (19) и затем полу-
ченные выражения в (17), получаем

(22)

где  − вектор-столбец, характеризую-
щий возбуждающее воздействие на плоскослои-
стую систему точечного заряда, а матрицы  и

 характеризуют отклик на внешнее возбужде-
ние слоистой структуры справа и слева от заряда
и выражаются следующим образом:

где матрицы  при  выражаются формулой

а матрицы  и  − формулами

Далее в рассматриваемой задаче источник по-
лей (точечный заряд) находится исключительно
внутри плоскослоистой структуры. Поэтому в
столбцах  и  есть только компоненты волн,
идущие от плоскослоистой структуры, и эти
столбцы имеют вид

Чтобы получить оставшиеся, отличные от ну-
ля, компоненты  и  матрицы разделяются на

 и  и каждая на элементы , , ,
 и , , ,  следующим образом:

Тогда уравнение (22) принимает вид
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(23)

Если еще учесть, что , то уравнение
(23) можно представить следующей системой из
двух матричных уравнений:

Полученные уравнения можно снова объеди-
нить в одно матричное 2 × 2 уравнение

(24)

где введен вектор-столбец .

Решая это уравнение, находим  и , а зна-
чит и убывающие при удалении от плоскослои-
стой структуры поля

Убывающее влево поле (в направлении )
находим по формуле

(25)

и убывающее вправо поле ( ) – по формуле

(26)

Наконец, при необходимости, зная  и ,
можно найти вектор-столбцы потенциалов в лю-
бой внутренней области , так как они однознач-
но определяются граничными условиями. После
этого электрический потенциал в любой из этих
областей может быть найден по формуле (5). Та-
ким образом, электромагнитные поля определя-
ются во всем пространстве.

ЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ ПОЛЕ ТОЧЕЧНОГО 
ЗАРЯДА, РАСПОЛОЖЕННОГО 

НА ГРАНИЦЕ ДВУХ ПОЛУПРОСТРАНСТВ
Теперь рассматривается простейшая задача –

точечный заряд на границе двух разных однород-
ных полупространств. Тогда , , ,

 и уравнение (22) принимает вид
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где , , ,

т.е.

В рассматриваемой задаче заряд находится на
границе, поэтому в столбцах  и  есть только ком-
поненты волн, идущих от границы полупро-

странств. Данные столбцы имеют вид ,

.

Матрицы  и  имеют вид

Вводя вектор-столбец , уравне-
ние (24) можно записать в виде

или в явном виде

(27)

Решение уравнения (27) имеет вид

Тогда потенциал поля заряда в первом полу-
пространстве (в области ) равен

а во втором полупространстве (в области )

Переходя к полярным координатам в плоско-
стях  и  по формулам

(28)

получим
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Учитывая, что

(29)

находим

(30)

(31)

С использованием табличного интеграла

 при  интегралы

в (30), (31) равны  [12], и получаются из-
вестные выражения [13]

Если диэлектрические проницаемости полупро-
странств одинаковы ( ), т.е. точечный за-
ряд находится в однородном пространстве, то полу-
чается известное выражение для потенциала точеч-
ного заряда в цилиндрической системе координат

ЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ ПОЛЕ ТОЧЕЧНОГО 
ЗАРЯДА, РАСПОЛОЖЕННОГО 

НА НЕКОТОРОМ РАССТОЯНИИ 
ОТ ГРАНИЦЫ ДВУХ ПОЛУПРОСТРАНСТВ

Рассматривается задача нахождения электри-
ческого потенциала от точечного заряда, распо-
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z

z

ложенного на расстоянии  от плоской границы
двух полупространств (рис. 4). Этот случай можно
рассмотреть, как задачу нахождения электриче-
ского потенциала от точечного заряда, располо-
женного на поверхности пленки толщины , при-
чем диэлектрические постоянные этой пленки и
полупространства справа равны. Таким образом,
имеются три области плоскослоистой структуры.
Индекс  соответствует полупространству c ,

 – пленке c , а  – свободному полу-
пространству c .

Тогда , , , 
 и уравнение (22) принимает вид

где матрицы выражаются следующими формула-
ми:

а вектор столбец точечного заряда равен
.

Учитывая, что , получаем

d
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Рис. 4. Точечный заряд , расположенный на рассто-
янии  от плоской границы двух полупространств.
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После введения вектор-столбца 
уравнение (24) для данной задачи выглядит так

(32)

Решая линейное уравнение (32), получаем

(33)

(34)

Следует отметить, что при  получаются
формулы для заряда на плоской границе полу-

пространств: .
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Снова, учитывая (29), находим

Используя табличный интеграл 

 при , получаем

(35)

Учитывая (13) и выражения  и
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из которого следует

(36)

(37)

Тогда уравнение (5) для слоя  в рассмат-
риваемой задачe записывается в виде

Подставляя в последнее выражение (36), (37),
получаем

Переходя к полярным координатам в плоско-
стях  и  по формулам (28), записываем

Снова, учитывая (29), получаем

Аналогично предыдущим случаям используется

табличный интеграл 
при  и получается
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Данное выражение эквивалентно (35) для
. Т.е. в областях  и  потенциал

есть сумма потенциалов исходного точечного за-
ряда в точке  и потенциала зарядов, индуци-
рованных на границе полупространств, и тогда

Полученный потенциал эквивалентен потен-
циалу заряда величины , распо-
ложенного в зеркальной точке , что совпа-
дает с результатом решения этой задачи методом
зеркальных отражений [13].

ЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ ПОЛЕ ТОЧЕЧНОГО 
ЗАРЯДА, РАСПОЛОЖЕННОГО 

НА НЕКОТОРОМ РАССТОЯНИИ 
ОТ ГРАНИЦЫ ПЛЕНКИ, НАНЕСЕННОЙ 

НА ГРАНИЦУ ПОЛУПРОСТРАНСТВА

Рассматривается задача нахождения электри-
ческого потенциала от точечного заряда, распо-
ложенного на расстоянии  от пленки толщиной

 с диэлектрической проницаемостью , которая
нанесена на поверхность полупространства (рис. 5).
Данную задачу можно рассматривать как задачу
нахождения электрического потенциала от то-
чечного заряда, расположенного на поверхности
вспомогательной пленки толщины , причем ди-
электрические постоянные этой вспомогатель-
ной пленки и полупространства справа равны .
Таким образом, имеется четыре области плоско-
слоистой структуры. В предложенной выше ну-
мерации индекс  соответствует полупро-
странству c ,  – реальной пленке c ,

 – вспомогательной пленке c  и тол-
щиной , равной расстоянию от заряда до плен-
ки, а  – свободному полупространству c

 (рис. 5).

Тогда , , , ,

 и уравнение (22) выглядит
следующим образом:

где матрицы выражаются формулами
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а вектор столбец точечного заряда равен .

Учитывая, что ,
получаем
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Для данной задачи уравнение (24) можно пе-
реписать следующим образом при введении век-

тор-столбца :

Отсюда следует

(38)

В явном виде выражения (38) можно получить
через гиперболические синусы и косинусы, если
в (38) подставить формулы

Таким образом, можно представить решение в
свободном полупространстве с зарядом в виде

, где алгебраическая функция 

 зависит также от величин , ,

, , , и тогда

Переходя к полярным координатам в плоско-
стях  и  по формулам (28), получаем

Учитывая представление (29), записываем

(39)

Важно заметить, что для нахождения потенци-
ала индуцированных в плоскослоистой структуре
зарядов, по аналогии с предыдущей задачей, нуж-
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Рис. 5. Точечный заряд , расположенный на рассто-
янии  от плоской пленки толщиной .
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но вычесть из полного потенциала в этой области
потенциал исходного заряда и тогда

откуда

Наконец, отметим, что для задачи с большим
числом слоев (например, при описании гради-
ентных структур) найти аналитическое выраже-
ние для функции  может оказаться затрудни-
тельным. В этом случае можно воспользоваться
методом работы [14], суть которого заключается в
вычислении функции  в конечном числе то-
чек, приближения этой функции сплайном с по-
следующим его интегрированием.

ПРИМЕНЕНИЕ ПОЛУЧЕННЫХ 
РЕЗУЛЬТАТОВ К СТАЦИОНАРНЫМ 
ЗАДАЧАМ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 

ПЛОСКОСЛОИСТЫХ СРЕД
Известно, что существует аналогия между за-

дачами электростатики и стационарными задачами
теплопроводности [15]. Аналогичны не только со-
ответствующие уравнения, но и граничные усло-
вия [16, 17]. Если в рассмотренных в предыду-
щих разделах задачах заменить одновременно

потенциал  – на температуру ;
диэлектрическую проницаемость  – на коэф-

фициент теплопроводности ;
вектор электрической индукции  – на плот-

ность потока тепла ;
точечный заряд  – на мощность тепловыделе-

ния точечного источника ,
то можно сразу написать решение задач, ана-

логичных ранее рассмотренным.
Например, распределение температуры в об-

ласти  в задаче, аналогичной задаче преды-
дущего раздела, определяется формулой, анало-
гичной (39):
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где функция  получается из функции

 с помощью перечис-
ленных замен переменных. Аналогичные форму-
лы можно написать для распределения темпера-
тур в остальных областях задачи.

Таким образом, простой заменой переменных
с использованием описанной аналогии получаем
теорию нахождения фундаментального решения
стационарной задачи теплопроводности в плос-
кослоистых средах.

С помощью предложенной аналогии можно
решать и более сложные задачи с распределенны-
ми источниками тепла. Примером такой ситуа-
ции является использование фундаментального
решения для нахождения поля температур от па-
раболоидального острия, имеющего постоянную
температуру, расположенного над плоскослои-
стой структурой. В качестве решения можно ис-
пользовать решение аналогичной электроста-
тический задачи – металлического острия, на-
ходящегося под постоянным потенциалом и
расположенного рядом с плоскослоистой струк-
турой, и использовать те же методы, как в задаче
работы [18] и [19], примененных при нулевой ча-
стоте. Подробности будут изложены в следующих
работах автора. В частности, данная работа пока-
зывает, как привести двойные интегралы задачи
работы [19] к одномерным интегралам и значи-
тельно упростить вычисления. Таким образом,
можно применять методы, используемые в слож-
ных электростатических задачах, в задачах стаци-
онарной теплопроводности.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В статье предложена оригинальная матричная
техника нахождения фундаментального решения
оператора Лапласа для плоскослоистых сред на
примере электростатической задачи. Получен-
ные результаты могут быть применены для анало-
гичных задач теории теплопроводности твердых
тел [20]. Главным преимуществом предложенно-
го метода является представление решения одно-
мерным интегралом, что дает значительное упро-
щение и ускорение численных расчетов и позво-
ляет во многих практически важных случаях
найти аналитические решения. Следует подчерк-
нуть, что метод решения легко применим для очень
большого числа слоев, что практически позволяет
решать задачи с непрерывным изменением коэф-
фициента теплопроводности в перпендикуляр-
ном слою направлении, а также решать задачи
стационарной теплопроводности в соответству-
ющих композитных материалах.

( )γhF

( ) ( )γ = ε γ −LB f LB LDH H HF
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