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Представлено описание статистических алгоритмов расчета рассеянного излучения по методу
Монте-Карло. Акцент сделан на расчете светорассеяния в среде с распределенными объемными ис-
точниками излучения, для чего был выбран объект в виде осесимметричного объема газа, имитиру-
ющего струю самолетного двигателя с неравномерными распределениями температуры и концен-
трации рассеивающих частиц. Продемонстрированы теория и реализация на графическом процес-
соре трех алгоритмов Монте-Карло: прямого метода прослеживания траекторий фотонов и
методов, основанных на разложении в ряд Неймана решений прямого и сопряженного уравнений
переноса излучения (локальные оценки), с учетом весовых модификаций и различных индикатрис
рассеяния. Наглядному сравнению работы алгоритмов способствует представление данных в виде
функционала от интенсивности излучения и площади излучающей поверхности (силы излучения).
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ВВЕДЕНИЕ
Процесс распространения света можно рассмат-

ривать как случайную марковскую цепь столкнове-
ний фотонов с веществом, которые приводят либо
к рассеянию, либо к поглощению фотонов. Цепь
Маркова характеризуется тем, что вероятность на-
ступления каждого события зависит только от со-
стояния, достигнутого в предыдущем событии. Ме-
тод Монте-Карло заключается в моделировании
траекторий этой цепи на ЭВМ и вычислении ста-
тистической оценки для искомых функционалов.
Под прямым методом расчета Монте-Карло пере-
носа излучения понимается прослеживание траек-
торий частиц, испущенных из источника, и реги-
страция потока частиц на исследуемой поверхно-
сти. С использованием данного метода удобно
определять полусферический поток излучения че-
рез регистрирующую площадку, а также угловое
распределение потока, если разыгрывается доста-
точное число траекторий и размер регистрирующей
площадки достаточно велик. Однако при перехо-
де к точечному детектору данный метод становит-
ся непригодным, так как вероятность пересече-
ния частицей соответствующей площадки стремит-
ся к нулю. Основа применения локальных оценок
состоит в представлении некоторого функционала
от плотности потока частиц и функции детектора в
виде ряда Неймана, который сходится при нали-
чии поглощения в среде или возможности вылета
частицы за пределы расчетной области. При реа-

лизации этих расчетов также моделируется мар-
ковская траектория частицы, испытывающей по-
глощение и рассеяние, однако теперь на каждом
акте рассеяния высчитывается вклад (локальная
оценка), который частица вносит в регистрируе-
мую интенсивность на детекторе, что позволяет
проводить расчет с произвольным угловым разре-
шением. Методы на основе локальных оценок при-
менялись в задачах расчета ядерных реакторов, а в
задачах атмосферной оптики они впервые получи-
ли сильное развитие в работе [1]. С использованием
данных методов реализовано большое количество
кодов для расчета яркости атмосферы (с наимено-
ванием которых можно ознакомиться в проекте
I3RC [2]). Также они широко применяются в зада-
чах лазерной локации при решении уравнения пе-
реноса излучения с учетом поляризации [3–6].

Применение метода локальных оценок на ос-
нове решения сопряженного уравнения переноса
излучения не так широко представлено в печати,
как методов, основанных на решении прямого
уравнения. Обстоятельством, упрощающим рас-
чет, является рассмотрение вклада только точеч-
ных источников, что продемонстрировано в ра-
ботах [7, 8], хотя в [7] представлены выражения,
учитывающие излучение газов. Способ расчета объ-
емных источников при описании излучения высо-
котемпературных струй с использованием локаль-
ных оценок представлен в работах [9, 10]. В [11]
продемонстрировано применение метода прямого
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расчета Монте-Карло переноса излучения в осе-
симметричной струе. Особенностью данной рабо-
ты является применение комбинированной ло-
кальной оценки при решении прямого уравнения
переноса, а также использование весовых моди-
фикаций, заменяющих розыгрыш поглощения и
вылет частицы из расчетной области.

Целью данной работы являются апробация ме-
тодов локальных оценок на основе решения прямо-
го и сопряженного уравнения переноса излучения
на задаче расчета силы излучения неоднородной
рассеивающей и поглощающей осесимметрич-
ной струи газа и сравнение с результатами, полу-
ченными по методу прямого расчета.

ОПИСАНИЕ ОБЪЕКТА
Граница струи аппроксимирована парабо-

лой :

Используется сетка следующего типа (рис. 1):
вдоль оси X разбиение равномерное, и оно также
равномерно в каждом сечении  с уровня

 до границы .
Задается разбиение по углу , в результате че-

го поверхность струи оказывается покрыта пло-
щадками с площадью  для плоских
сторон и 

 в интервалах  для боковой
поверхности, образованной параболоидом вра-
щения. Для регистрации покидающего струю из-
лучения над каждой площадкой  строится ло-
кальная сферическая система координат, в которой
зенитный угол изменяется в диапазоне , а
азимутальный в  (из-за наличия осевой сим-
метрии). В расчетах использовалась сетка 120 × 120
для дискретизации сферических систем коорди-
нат и 19 × 19 ячеек разбиения по осям X и Y для
дискретизации расчетного объема. Ввиду осевой
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симметрии распределения температур и концен-
траций примеси излучение от струи также приня-
то осесимметричным. Поэтому запись результатов
происходит только на полосе . При использо-
вании методов локальных оценок подразумевается
наличие точечного датчика в середине каждой
площадки , а в методе прямого расчета запись
в локальную систему координат над  осу-
ществляется со всей осесимметричной поверхности
(в интервале ) с весом . В качестве рас-
сеивающих частиц использовались псевдочастицы
с заданной индикатрисой рассеяния, концентрация
которых распределена по объему пропорционально
распределению температуры при значении на сре-
зе сопла  м–3. Предполагается, что дополни-
тельного поглощения данные частицы не вносят.
Изменение коэффициента рассеяния производи-
лось путем изменения сечения рассеяния частиц
в диапазоне от  до  м2.

ИСПОЛЬЗУЕМЫЕ МОДЕЛИ 
И ПРИБЛИЖЕНИЯ

Рассмотрим выражение для интенсивности из-
лучения  в точке  в направлении  в по-
глощающей и рассеивающей среде  с заданны-
ми оптическими характеристиками: коэффици-
ентом ослабления , альбедо однократного
рассеяния , нормированной фазовой функцией
(индикатрисы) рассеяния  и источни-
ками теплового излучения  (описываемо-
го функцией Планка) с температурой  в состо-
янии локального термодинамического равновесия:

где функция источников излучения представлена
в виде

На границе расчетной области  в точке
 могут присутствовать источник внеш-

него излучения (например, солнечное излучение)
 или твердая граница, характеризуемая на-

правляющим вектором , альбедо отражения
плоского слоя , нормированной фазовой
функцией отражения , источником
теплового излучения  с температурой 
и направленной излучательной способностью

. Интенсивность излучения на границе 
может быть записана в виде
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Рис. 1. Расчетная область.
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ГРИГОРЬЕВ

Силу излучения , регистрируемую на-
блюдателем из положения  от излучающего
объекта площадью , можно записать в виде

(1)

где  – вектор внешней нормали к границе струи.
На практике данная величина используется для
оценки облученности зрачка оптико-электрон-
ной системы. Выражение для интенсивности из-
лучения в операторной форме имеет вид

(2)

где интегральный оператор переноса излучения
 определен как

 – оптическая толщина среды между точка-
ми  и . Вклад нерассеянного (прямого) излуче-
ния от объемных источников и внешней подсвет-
ки  имеет вид

(3)

Стоит отметить, что на однородном (
= const) участке пути длиной  выражение для не-
рассеянного излучения объемных источников в
(3) имеет аналитическое решение

Решение уравнения (2) представляется в виде
ряда Неймана
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Далее индекс  обозначает кратность рассеи-
вания. Функция плотности столкновений частиц

 представляет собой произведение коэффи-
циента ослабления  и интенсивности , а
функция плотности источников излучения 
имеет вид

Функция плотности столкновений -го по-
рядка записывается как

где оператор рассеяния частицы

представляет собой произведение вероятности
частицы выжить (не быть поглощенной средой)

 и вероятности рассеяться из направления 
в направление , а оператор переноса частицы

в котором интегрирование происходит по расчет-
ной области, обозначает перенос частицы вдоль
вектора  на длину свободного пробега, имею-
щую плотность распределения

(4)

из ( )-й точки  в -ю точку столкновения .
Сопряженные операторы рассеяния и переноса
имеют вид
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Выражения для локальных оценок при реше-

нии прямого и сопряженного уравнений перено-
са излучения представлены в работе [7]. Интен-
сивность излучения, регистрируемая приемником с
функцией отклика , может быть выражена
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через сумму вкладов функционала от плотности
столкновений

(5)

Суммирование в (5) от единицы подразумева-
ет, что вклад от нерассеянного (прямого) излуче-
ния можно посчитать аналитически. Вклад в реги-
стрируемую интенсивность на приемнике в каждом
акте рассеяния для прямого метода Монте-Карло,
таким образом, представляется выражением

(6)
Запись (6) наглядно демонстрирует принцип

реализации прямого уравнения с помощью локаль-
ных оценок: в левой части функционала описана
марковская цепь траектории частицы, стартующей
из источника излучения, над которой последова-
тельно разыгрывается сначала транспортное ядро, а
затем ядро рассеяния. При этом перед розыгры-
шем ядра рассеяния вычисляется вклад (6), стоя-
щий в правой части функционала (5). Рассматри-
вается точечный детектор в точке , который
фиксирует интенсивность излучения в направле-
нии . Соответствующая функция отклика де-
тектора имеет вид

(7)

Выпишем явный вид (6) с учетом (7):

Такая форма вклада в литературе носит название
простой локальной оценки [1], согласно которой
вклад в направление  вносится только тогда, ко-
гда положение частицы при рассеянии входит в
данный телесный угол. При уменьшении угла 
дисперсия такой оценки возрастает. Наряду с про-
стой локальной оценкой существует двойная ло-
кальная оценка, строящаяся с использованием до-
полнительной промежуточной точки , рас-
пределенной в  с плотностью (4), и имеющая вид

(8)

где . Вклад
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локальные оценки можно комбинировать, как опи-
сано в [5], следующим способом: если , то
записывается двойная локальная оценка, в про-
тивном случае есть два варианта:

1) если в предыдущей точке  вычислялась
двойная локальная оценка, то вклада нет;

2) если в  вклада нет или в  вычислялась
простая локальная оценка, то записывается про-
стая локальная оценка.

Комбинированную оценку для данного метода
обозначим просто . Выражение для регистри-
руемой интенсивности в  имеет вид

(9)

(10)

где  – объем ячейки, коэффициент погло-
щения, мощность излучения ячейки  (в Вт/мкм);

 – математическое ожидание. При построении
промежуточной точки  она распределяется с
плотностью (4). Однако, если оптическая длина пу-
ти вдоль направления  мала, то с большой до-
лей вероятности разыгрываемые точки окажутся
за пределами расчетной области, что обнулит
вклад от двойной локальной оценки. Чтобы избе-
жать этого, воспользуемся модифицированной
плотностью, учитывающей вылет частицы из рас-
четной области:

(11)

При использовании модифицированной плот-
ности распределения промежуточная точка 
всегда принадлежит расчетной области, но в та-
ком случае у нее появится компенсирующий вес

, который также должен учи-
тываться в выражении для двойной локальной
оценки (8). Положение точки  разыгрывалось
на прямой, проходящей из  по середине .
Плотность (11) можно использовать и при моде-
лировании положений , что увеличит чис-
ло столкновений, так как частица теперь не поки-
нет расчетную область. Ограничением на расчет в
таком случае является достижение весом частицы
некоторого порогового значения (обычно ).

При моделировании марковской траектории
частицы  длина свободного пробега рас-
пределена с плотностью (4) или (11). В очередной
точке столкновения при этом должны разыгры-
ваться два типа взаимодействия: рассеяние части-
цы с вероятностью  или поглощение частицы
с вероятностью . Для такого розыгрыша
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обычно используется метод русской рулетки, при
котором случайное число , равномерно распре-
деленное в интервале (0, 1), сравнивается с .
Если , то разыгрывается рассеяние, ина-
че – поглощение. Однако наличие  в выра-
жениях для простой и двойной локальных оценок
показывает, что такой розыгрыш явно не проис-
ходит, а во вкладах учитывается сразу все рассе-
янное излучение. Такой весовой метод называет-
ся статистическим весом по поглощению, и с его
использованием поглощение не разыгрывается,
но вес частицы умножается на альбедо. Данную
весовую модификацию можно применять и в ме-
тоде прямого расчета.

Порядок проведения расчета по прямому урав-
нению следующий. Расчетная область делится на
подобласти с постоянными оптическими харак-
теристиками. Ввиду неравномерности используе-
мых распределений температур и концентраций,
а также различных величин объемов подобластей,
заключенные в них мощности излучения различ-
ны. Выбирается ячейка  с минимальным по об-
ласти значением испускаемой мощности , и
задается число  частиц с энергией ,
которые испускаются из ячейки  изотропно и из
равномерно распределенной в  точки простран-
ства. Для остальных ячеек число разыгрываемых
частиц рассчитывается как . Чем
большее значение  используется, тем статисти-
чески точнее результат.

Рассмотрим процедуру вычисления вклада рас-
сеянного излучения при прослеживании траекто-
рии одной частицы. Задаются начальный вес 
и положение промежуточной точки  по плотно-
сти (11) для детектируемого направления . В
рамках прослеживания траектории частицы по-
ложение  не меняется, но в то же время оно раз-
лично для разных частиц. Впрочем положение 
можно менять при каждом столкновении, но это
не приводит к видимым изменениям. Далее по-
следовательно производятся следующие опера-
ции:

1) розыгрыш длины свободного пробега по плот-
ности (4) или (11). Если использовалась плотность
(11), то вес  умножается на ;

2) вычисление вклада  с использованием
комбинации простой и двойной локальных оценок;

3) изменение веса частицы по правилу Qn =
, розыгрыш нового направления дви-

жения.
Процедура продолжается, пока вес частицы

не станет меньше порогового значения. Если в
среде высокие значения альбедо, то процедуру
расчета можно ограничить максимальным чис-
лом актов рассеяния. С учетом весовых методов
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выражения для простой и двойной локальных
оценок имеют вид

Таким образом, для каждого направления 
каждой точки на поверхности  рассчитывается
интенсивность (9), по которой затем вычисляется
сила излучения (1). В варианте алгоритма прямо-
го расчета Монте-Карло разыгрывается таким же
образом распределенное по объему число частиц,
но используется только вес по поглощению. В
данном методе решение нельзя разделить на пря-
мую и рассеянную компоненты, поэтому сила
рассчитывается только для полного излучения.
Регистрация вылетающих частиц происходит со
всей поверхности, при этом запись осуществляет-
ся в локальные системы координат на площадках

 при угле  с весом . Получающиеся
величины умножаются на энергию одного пакета

 и после деления на величину телесного
угла детектируемого направления представляют
собой силу излучения.

ЛОКАЛЬНЫЕ ОЦЕНКИ ПРИ РЕШЕНИИ 
СОПРЯЖЕННОГО УРАВНЕНИЯ ПЕРЕНОСА

При моделировании по данному методу траек-
тория частицы начинается в детекторе. Решение
для интенсивности излучения в этом случае пред-
ставляется в виде

(12)

где , а оператор  определяется выраже-
нием

Видно, что оператор  аналогичен оператору
 с заменой направления движения на противо-

положное. Согласно (12), производится модели-
рование траекторий, начинающихся в детекторе,
с использованием сопряженных операторов пе-
реноса и рассеяния, и на каждом шаге после пере-
носа вычисляется вклад

(13)
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Так как тепловые источники распределены по
всей расчетной области, оценка (13) подразумевает
интегрирование по всему пространству: в текущей
точке столкновения  производится интегриро-
вание по полному телесному углу приходящего не-
рассеянного излучения со всех направлений с веса-
ми . В это интегрирование входят как
распределенные тепловые источники, так и внеш-
няя подсветка. Расчетное выражение имеет вид

(14)

Также необходимо соблюдать нормировку
, что налагает требования на

степень дискретизации полного телесного угла
при использовании различных индикатрис рассе-
яния. Выражение для регистрируемой интенсив-
ности в  выглядит так

(15)

В начале моделирования траектории из положе-
ния детектора в определенном направлении 
задается вес , а затем последовательно:

1) разыгрывается длина свободного пробега по
плотности (4) или (11). Если использовалась плот-
ность (11), то вес умножается на ;

2) рассчитывается вклад ;
3) изменяется вес частицы по правилу

, разыгрывается новое направление
движения.

РОЗЫГРЫШ ДЛИНЫ ПРОБЕГА 
И УГЛА РАССЕЯНИЯ

В однородной среде плотность распределения
длины свободного пробега  (4) связана с функ-
цией распределения  свободного пробега со-
отношением [12]

Решение этого уравнения относительно 
имеет вид

Функции распределения  соответствует рав-
номерно распределенная на  случайная величи-
на , что приводит к решению относительно  в виде

В неоднородной среде моделируется не длина
пробега, а оптическая толщина, по значению ко-
торой затем находится соответствующая длина
перемещения. Для модифицированной плотно-
сти (11) функция распределения имеет вид
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что приводит к выражению для моделируемой
оптической толщины

Моделирование угла рассеяния для неизотроп-
ных индикатрис производится согласно [13]: 
определяет долю от полной площади под графиком
индикатрисы, по которой затем находится соответ-
ствующий угол рассеяния. Рассеяние описывается
в локальной системе координат, связанной с ча-
стицей, в которой угол рассеяния  отсчитывает-
ся от направления движения частицы . Пере-
вод направляющего вектора частицы в глобаль-
ную систему координат осуществлялся по матрице
перехода от локальных координат к глобальным.

АРХИТЕКТУРА ВЫЧИСЛЕНИЙ

Расчеты производились на видеокарте Nvidia
GeForce GTX 1660 Super на архитектуре CUDA.
Введем управляющие величины, описывающие
размерность задачи.

1. Количество ячеек внутри расчетной области
по оси X –  и по оси Y – . Так как распреде-
ление термодинамических параметров в струе
рассчитывалось в стороннем пакете, эти парамет-
ры фиксированы и равны 19. При регистрации
сигнала интерес представляют ячейки на поверх-
ности на полосе  – количество таких ячеек

.
2. Количество направлений, на которое разби-

вается телесный угол в π радиан над каждой
внешней ячейкой на полосе  –  и .
При этом зенитный угол изменяется в диапазоне
[0, π/2], а азимутальный – в диапазоне [0, π] (что
обусловливается осевой симметрией задачи и
позволяет произвести дополнительное осредне-
ние по азимутальному углу в случае метода пря-
мого счета). Параметры  и  равны 120.

3. Совокупный набор направлений реги-
страции излучения, построенных над всеми
внешними ячейками 
( ).

4. Количество фотонов , разыгрываемых в
ячейке с минимальной энергией, задает полное ко-
личество фотонов  (  при

, используемыx в схеме локальных оце-
нок прямого уравнения, и  при

 для схемы прямого расчета), разыгры-
ваемых в расчетной области при применении ме-
тодов прямого счета и локальных оценок прямого
уравнения.

[ ]( ) [ ]( )= − −τ( − −τ( bF l l r( ) 1 exp ) 1 exp ) ,

( )( )[ ]τ = − − γ − −τ( brln 1 1 exp .
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5. Количество траекторий в случае примене-
ния локальных оценок сопряженного уравнения

 ≈ 100.
В случае реализации метода прямого расчета

необходимо организовать вычисление в парал-
лельном режиме  траекторий фотонов из внут-
ренней области. В случае метода локальных оце-
нок сопряженного уравнения необходимо рас-
считывать  процессов, так как решения для
каждого из  направлений являются взаимоне-
зависимыми. В случае метода локальных оценок
прямого уравнения возможно несколько подхо-
дов к организации вычислений. Можно исполь-
зовать схему как в случае метода прямого счета,
моделируя  процессов, и на каждом шаге рассея-
ния каждого фотона производить  вычислений
локальных оценок для всех направлений регистра-
ции. Однако в данном случае таких направлений
слишком много, что не позволило организовать
эффективный цикл на видеокарте, в том числе
при использовании вложенных ядер. Поэтому ис-
пользовалась схема расчета  процессов, при
которой для каждого направления из  запуска-
ется свое вычисление на  траекториях из внут-
ренней среды.

Пусть необходимо произвести параллельные
вычисления  процессов. Параметры вызова яд-
ра CUDA следующие: используется одномерная
сетка и одномерные блоки, количество нитей на
блок – 128 (для используемой видеокарты такое ко-
личество нитей показало лучшую производитель-
ность, чем 256 и 512). Необходимое количество бло-
ков вычисляется по соотношению .
Номер нити  на видеокарте вычисляется
как , вы-
числения осуществляются, если . При
этом если полученное количество блоков превы-
шает максимально допустимое, определяемое для
каждой видеокарты параметром maxGridSize[0],
то необходимо разбивать  на части, организуя
цикл на CPU для запуска ядра на видеокарте. Ор-
ганизация глубоких циклов (как в случае сумми-
рования по  в (9) и в (15)) может привести к не-
обходимости уменьшения количества блоков.
Математическое ожидание в (9) и (15) рассчиты-
валось с использованием атомарной операции
atomiсAdd (в CUDA данная операция определена
для переменных типа float), что не уступает по
скорости записи данных в массив с последующим
сложением на CPU. Генерация случайных чисел
осуществлялась на GPU так, что для каждой из 
траекторий фотонов инициировался собствен-
ный генератор, порождавший уникальный ряд
случайных чисел для реализации трассировки
фотона согласно уравнениям (5) и (12).
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< Nthread
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N

РЕЗУЛЬТАТЫ
Прослежено формирование угловой зависи-

мости силы излучения (1) при изменении поло-
жения наблюдателя  относительно струи неза-
висимо для трех образующих ее поверхностей.
Поверхность  соответствует плоскости , и
сила излучения формируется на круге области на-
чала струи. Поверхность  соответствует боковой
поверхности струи, сила излучения формируется
на параболоиде вращения. Поверхность  соот-
ветствует плоскости  (  – длина струи), и
сила излучения формируется на круге конечного
сечения струи. Дистанция до объекта (1 км) мно-
го больше размера струи, обход осуществляется
по круговым траекториям и на всех графиках по
оси абсцисс отложено угловое положение наблю-
дателя. Излучающими компонентами газовой
фазы являются вода и углекислый газ. Коэффи-
циенты поглощения получены из базы данных
HITRAN [14], и их значения при различных тем-
пературах табулированы. От спектральных вели-
чин осуществлен переход к интегральным соглас-
но групповой модели [13] в малом спектральном
диапазоне. Средний по расчетному объему коэф-
фициент поглощения газовой фазы составляет
0.057 м–1. Выбраны четыре сечения рассеяния ча-
стиц (0.1, 10, 40.5, 80) × 10–11 м2, которые соот-
ветствуют среднеобъемным значениям альбедо

. На рис. 2 показаны
угловые зависимости силы излучения нерассеянной
компоненты при различных значениях альбедо.

Наличие криволинейного паттерна в силе из-
лучения с поверхности  связано с количеством
ячеек, на которые разбивается расчетная область.
При использовании более мелкой сетки по оси

 данный паттерн сглаживается, что требует,

obsr

A =x 0

B

C
=x L L

( )ϖ = 0.021,  0.177,  0.465,  0.632

B

OX

Рис. 2. Влияние альбедо среды на изменение угловой
зависимости силы прямого (нерассеянного) излуче-
ния  при использовании изотропной индикатрисы
рассеяния для поверхностей A (а), B (б), C (в): 1 –

, 2 – 0.465, 3 – 0.632.
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однако, большего времени расчета. Для получения
общего решения в случае неаналоговых методов не-
рассеянная компонента складывается с рассеян-
ным излучением. На рис. 3 приведено сравнение уг-
ловых зависимостей силы излучения рассеянных
компонент, полученных с использованием локаль-
ных оценок в решении прямого и сопряженного
уравнений при изотропной индикатрисе рассеяния

. Значение , используемое в
прямом методе, составляет 50.

Полученные по двум различным методам зна-
чения силы излучения количественно соответ-
ствуют друг другу. Из графиков можно наблюдать
увеличение силы излучения рассеянной компо-
ненты при увеличении альбедо. Результаты рас-
чета угловой зависимости силы полного (рассе-

→ = πP( ' ) 1 4ω ω Nmin

Рис. 3. Угловые зависимости силы излучения рассеянной компоненты по алгоритмам решения прямого (а)–(в) и со-
пряженного (г)–(е) уравнений с изотропной индикатрисой рассеяния для поверхностей A (а), (г), B (б), (д), C (в), (е):
1 – , 2 – 0.465, 3 – 0.632.
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янного и нерассеянного) излучения по решению
сопряженного уравнения в сопоставлении с ре-
зультатами по прямому методу расчета представ-
лены на рис. 4.

Значение , используемое в методе прямо-
го расчета, составляет 2000. При изотропной ин-
дикатрисе рассеяния данный метод демонстрирует
несколько большие (примерно на 5%) значения си-
лы излучения с поверхности, но в целом результаты
хорошо согласуются друг с другом. Рассмотрим те-
перь угловые зависимости при использовании не-

Nmin

изотропной индикатрисы Хеньи–Гринштейна, ко-
торая часто используется для описания индикатрис

аэрозолей 

где  – параметр, определяющий вытянутость
индикатрисы (фактор асимметрии). При увели-
чении рассеяния вперед профиль угловой зависи-
мости силы излучения (рассеянной компоненты)
претерпевает существенные изменения. На рис. 5
продемонстрировано изменение профиля силы
излучения рассеянной компоненты при расчете
по сопряженному уравнению.

Сравнение различных способов расчета рассе-
янного излучения при неизотропной индикатри-
се показывает плохую адаптируемость метода
прямого расчета, занижающего значения по срав-
нению с методами локальных оценок в 2.5–3 раза
при g = 0.9, что продемонстрировано на рис. 6.

Рассеянная компонента в методе прямого рас-
чета представлена здесь как разность полного из-
лучения и нерассеянного. На графиках отсутству-
ет зависимость рассеянного излучения с боковой
поверхности  по данному методу ввиду наличия
криволинейного паттерна в расчете нерассеянно-
го излучения (обусловленного степенью детали-
зации расчетной сетки). Методы, основанные на
локальных оценках, по-прежнему хорошо согла-
суются друг с другом качественно, однако стоит от-
метить возрастающую дисперсию результата для
решения прямого уравнения при увеличении не-
изотропности индикатрисы. Сравнение времен
расчета представлено в таблице.

( ) ( ) ( )−
− + − θ

θ =
π

g g g
P

3/22 2

HG

1 1 2 cos( )
,

4
g

B

Рис. 5. Угловые зависимости рассеянной компонен-
ты силы излучения по решению сопряженного урав-
нения и  и различных параметрах асиммет-
рии g: 1 – изотропное рассеяние (g = 0), 2 – g = 0.5, 3 –
0.9; для поверхностей A (а), B (б), C (в).

F,
 В

т/
ср

18

12
14
16

10
8
6
4
2

0 120
150

180
90

60
30

1
2

3

20
18

12
14
16

10
8
6
4
2

0 120
150

180
90

60
30

1

2
3

14
12
10
8
6
4
2

0 120
150

180
90

60
30

1
2

3

(а) (б) (в)

Град

ϖ = 0.021

Рис. 6. Сравнение угловых зависимостей силы рассеянной компоненты излучения для трех расчетных методов с ин-
дикатрисой Хеньи–Гринштейна при  и g = 0.5 (а)–(в) и 0.9 (г)–(е) для поверхностей A (а), (г), B (б), (д), C (в),
(е): 1 – метод прямого расчета; 2 – локальная оценка, прямое уравнение; 3 – сопряженное уравнение.
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Вычислительно более “дорогим” для данной
задачи является метод локальных оценок при ре-
шении прямого уравнения. Следует обратить вни-
мание на вопрос сходимости при вычислении ма-
тематического ожидания в (9) и в (15). Выбрана
площадка в середине поверхности , и проанали-
зирована сходимость значений рассеянного излу-
чения при изменении управляющих параметров
(  для локальных оценок прямого уравнения и

 для локальных оценок сопряженного уравне-
ния). При этом на сетке регистрируемых направ-
лений зенитный угол отсчитывается от нормали к
поверхности, таким образом, угол в 0° соответ-
ствует направлению внутрь расчетного объема по
нормали, а угол в 90° – направлению по касатель-
ной с быстрым выходом из объема.

Несмотря на то, что в обоих методах использу-
ются одни и те же функции расчета длины свобод-
ного пробега и оптической толщины, сходимость
метода локальных оценок сопряженного уравне-
ния не зависит от направления регистрации (оди-
наково низкая дисперсия на графиках 1B–3B,
рис. 7), в то время как при решении прямого урав-
нения сходимость зависит от направления (возрас-
тающая дисперсия на графиках 1D–3D при стрем-
лении зенитного угла к 0°). Плохой сходимостью
решения прямого уравнения объясняются пики на
представленных ранее зависимостях рассеянного
излучения при обходе поверхности. Такое поведе-
ние сходимости может обусловливаться и недоста-
точным качеством примененных алгоритмов трас-
сировки луча.

Тем не менее, исходя из общего согласования
графиков зависимостей рассеянного излучения,
можно заключить, что приведенное описание
применения методов расчета рассеянного излу-
чения на основе решения прямого и сопряженно-
го уравнений методами локальных оценок в среде
с объемными источниками излучения является
корректным и приводит (при выполнении усло-
вий сходимости) к схожим значениям рассеянно-
го излучения. На основании анализа временных
затрат и особенностей сходимости данных мето-
дов можно сделать вывод о предпочтительности
применения того или иного подхода к решению
конкретной задачи.

B

Nmin

N3

Сравнение времен расчета (в с) при использовании индикатрисы Хеньи–Гринштейна с параметром 

Метод прямого расчета, Локальная оценка (прямое 
уравнение), 
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(сопряженное уравнение)
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Рис. 7. Сходимость метода локальных оценок сопря-
женного уравнения при зенитном угле 0.375°, азиму-
тальном – 0.75° (а); (б) сравнение зависимостей по
зенитному углу методов локальных оценок прямого
уравнения (D, ) и сопряженного уравне-
ния (B, ): 1 – , 2 – 0.465, 3 – 0.632.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, можно выполнить качествен-
ное сравнение рассмотренных методов расчета
силы излучения с осесимметричного объема при
наличии рассеяния. Методу решения прямого
уравнения с использованием локальной оценки и
методу прямого расчета сопутствует общее огра-
ничение: выражение (10) для мощности, испуска-
емой элементарным объемом среды, соответству-
ет предположению объемного высвечивания, т.е.
малой оптической толщины такого объема, что
может налагать довольно жесткие условия на дис-
кретизацию расчетной области. Метод прямого
расчета не подходит при работе с неизотропными
индикатрисами, по крайней мере для сеток детек-
тируемых направлений высокой дискретизации.
Метод локальных оценок прямого уравнения
способен учитывать неизотропность индикатрис
рассеяния в среде, однако для малой дисперсии
результата может понадобиться достаточно боль-
шое число . Общим свойством методов ло-
кальных оценок является принципиальная неза-
висимость от наличия симметрии в среде. Наибо-
лее универсальным оказался метод решения
сопряженного уравнения переноса с использова-
нием локальной оценки. Во-первых, энергия, из-
лучаемая объемом среды в данном методе, рас-
считывается напрямую, без деления на отдельные
элементарные излучающие объемы. Во-вторых,
явный вид оценки (14) в данном методе интуи-
тивно понятным образом обеспечивает вклад от
всех источников излучения. С ее использованием
наиболее просто учитывать вклад внешних ис-
точников излучения, видимых из текущей точки
под определенным телесным углом.

Продемонстрировано значительное влияние
величины альбедо однократного рассеяния на ха-
рактеристики рассеянного излучения: при увели-
чении значения альбедо в 30 раз сила излучения
от рассеянной компоненты в случае использова-
ния однородной индикатрисы возрастает в ~3 ра-
за с поверхности B и в ~1.5 раза с поверхностей A
и C. С увеличением доли рассеянного вперед
излучения профиль силы излучения от поверхно-
сти B деформируется, что является важным фак-
тором при оценке максимальной силы излучения
рассеивающих струй, так как, несмотря на макси-
мальную площадь проекции струи при положении
наблюдателя в 90°, максимум силы излучения до-
стигается при смещенном угле наблюдения (~15° и
~160°). Однако при расчете реальных струй двига-
телей данные угловые зависимости дополнитель-
но деформируются излучением металлических

Nmin

стенок сопла – расчет подобной задачи также
полностью описывается представленными урав-
нениями.
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