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Анализируется влияние изменяющегося в процессе коагуляции фракционного состава газовзвеси,
заполняющей акустический резонатор, на характеристики колебаний несущей среды и дисперсных
фракций при фиксированной частоте внешнего возбуждения. Продольные колебания в резонаторе
создаются поршнем, перемещающимся по гармоническому закону с постоянной частотой и ампли-
тудой. Изменение дисперсности фракций, происходящее в результате коагуляции, меняет резо-
нансную частоту системы и характер колебаний при фиксированной частоте колебаний поршня.
Динамика среды описывается системой уравнений движения полидисперсной газовзвеси, включа-
ющей в себя несущую среду и несколько фракций частиц разного размера. Процесс коагуляции ча-
стиц описывается при помощи модели Смолуховского, учитывающей обмен массой, импульсом и
энергией между фракциями при коалесценции. Показано, что в процессе колебаний газовзвеси при
первой собственной частоте для продольных колебаний несущей среды в резонаторе формируются
разрывные колебания. Последующее перемещение дисперсной фазы в узлы стоячей волны поля
скорости снижает амплитуду и меняет тип колебаний.
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ВВЕДЕНИЕ
Изучение нестационарных волновых процессов,

параметры которых зависят от изменяющегося в
процессе колебаний состава дисперсной фазы,
представляют интерес во многих современных про-
мышленных технологиях. К ним относятся техноло-
гии сепарации паро- и газокапельных потоков, где
используется разделение полидисперсной смеси на
ряд фракций в зависимости от радиуса частиц [1, 2].
Подобные процессы происходят в системах конди-
ционирования воздуха летательных аппаратов [3].
Пожаробезопасность при гетерогенной детонации
газокапельных сред зависит от дисперсности систем
и их эволюции в ударно-волновых и детонационных
процессах [4–6]. Актуальной задачей является про-
цесс очистки газов от дисперсных сред, повышаю-
щих гидравлическое и термическое сопротивление
проточной части каналов [7–9]. Изучение механиз-
ма влияния дисперсной фазы на движение среды и
распространение акустических волн производится
методами физического и численного эксперимента
и усложняется за счет учета многофазности и поли-
дисперсности газовзвесей, нестационарности про-
цессов межфазного взаимодействия и турбулентно-
го характера движения сред [10, 11]. Так, в [4] дина-
мика газокапельной смеси описывается в [4]

динамика газокапельной смеси описывается чис-
ленно в трехмерной постановке на основе модели
взаимопроникающих континуумов с монодисперс-
ной капельной фазой. В [7] с помощью базовых мо-
делей программного кода пакета Ansys Fluent иссле-
дуется структура парокапельной смеси во влажно-
паровых отсеках турбомашин. В [9] газовая фаза
описывается системой 3D RANS-уравнений с уче-
том обратного влияния частиц на процессы перено-
са в несущей фазе, а турбулентность газовой фазы
рассчитывается по модели переноса рейнольдсовых
напряжений с учетом влияния дисперсной фазы на
турбулентные характеристики. В работе [11] рас-
сматриваются численные и экспериментальные ис-
следования поведения частиц в акустических полях
применительно к задаче разделения фракций. В том
числе рассматриваются работы, посвященные ана-
лизу осредненного движения в направлении узлов и
пучностей стоячей волны скорости в акустическом
резонаторе. В [2, 12] численно решалась система
уравнений полидисперсной газовзвеси и было уста-
новлено, что акустическое воздействие на парока-
пельный поток может приводить к укрупнению ка-
пель за счет коагуляции, что повышает эффектив-
ность последующего разделения фаз в инерционных
сепараторах.
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Целью настоящей работы является анализ влия-
ния изменения дисперсности коагулирующей по-
лидисперсной газовзвеси на характер продоль-
ных колебаний среды в акустическом резонаторе.
Источником колебаний служит поршень, пере-
мещающийся по гармоническому закону с фикси-
рованной частотой и амплитудой. В процессе коле-
баний происходит коагуляция частиц, принад-
лежащих фракциям с относительным скоростным
скольжением. В результате дисперсность газо-
взвеси, площадь поверхности контакта фаз и дис-
сипативность акустической системы меняются,
что в свою очередь приводит к изменению харак-
тера колебаний при фиксированной частоте и ам-
плитуде внешнего возбуждения. Дополнительным
фактором является дрейф частиц дисперсной фа-
зы в узлы и пучности стоячей волны поля скоро-
сти на резонансных частотах [13].

МОДЕЛЬ ДВИЖЕНИЯ 
МНОГОСКОРОСТНОЙ 

ПОЛИДИСПЕРСНОЙ ГАЗОВЗВЕСИ

Для описания динамики смеси применяется эй-
лерова модель коагулирующей полидисперсной га-
зовзвеси [14–16]. В качестве несущей среды рас-
сматривается воздух, движение которого описыва-
ется системой уравнений Навье–Стокса [2, 12].
Компоненты дисперсной фазы представляют собой
фракции, в начальный момент времени состоящие
из капель фиксированного размера. В декартовой
системе координат в двумерном случае система
имеет вид [12]
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Здесь ρ, u, , ui, , e, λ, μ − плотность несущей сре-
ды, составляющие скорости несущей среды и фрак-
ций дисперсной фазы, полная энергия, коэффици-
енты теплопроводности и вязкости несущей фазы;
α = ∑αi − объемное содержание дисперсной фазы,
получаемое суммированием объемных содержаний
фракций. Составляющие сил межфазного взаимо-
действия и тепловой поток на границе частица i-
фракции–газ Fxi, Fyi, Qi определялись силами Архиме-
да, присоединенных масс, законами межфазного тре-
ния и теплообмена в квазистационарном приближе-
нии без учета влияния силы Бассэ [14–16]. В уравне-
ние сохранения полной энергии для несущей фазы
входит тепловой поток Qi, возникающий вследствие
теплообмена между газом и частицами i-фракции;
число Нуссельта Nui = 2riαT/λ; ri − радиус частицы i-й
фракции; αT − коэффициент теплопередачи на гра-
нице частица‒газ;  − внутренняя
энергия газа; R, γ − газовая постоянная, постоянная
адиабаты;  – температура несущей среды.

Движение каждой дисперсной фракции опи-
сывается системой уравнений неразрывности
для средней плотности, сохранения составляю-
щих импульса и сохранения тепловой энергии,
записанных с учетом обмена импульсом и энер-
гией с несущей средой:
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где αi, ρi, ei, Ti – объемное содержание, средняя
плотность, тепловая энергия и температура дис-
персной фазы; Сρi, ρi0 – теплоемкость и плотность
вещества i-й дисперсной фракции. Число Нус-
сельта определялось при помощи известной ап-
проксимации, включающей относительные чис-
ла Маха Mi0, Рейнольдса Rei0 и Прандтля Pr:

В качестве термического уравнения состояния
для несущей среды использовалось уравнение со-
стояния совершенного газа p = ρRT.

МОДЕЛЬ КОАГУЛЯЦИИ ЧАСТИЦ
Изменения массы, концентрации, импульса и

температуры частиц при столкновениях описы-
вались моделью парных соударений Смолухов-
ского, приведенной в работе [17]. Масса mi части-
цы i-й фракции (i = 2, …, N) возрастает за счет
поглощения частиц меньшего размера с массой
mj (j = 1, …, i – 1):

где  − постоянная коагуля-

ции для частиц фракций i, j с диаметрами dj < di.
Новое значение массы частиц i-й фракции в теку-
щем узле конечно-разностной сетки позволяет
определить новое значение радиуса частицы ri.
Уменьшение концентрации частиц j-x фракций
вследствие поглощения их более крупными i-ми
(i = j + 1, j + 2, …, N) описывается уравнением

Новое значение объемного содержания i-й фрак-
ции, изменившееся вследствие коагуляции, опре-

деляется как . Зная объемное содержа-

ние и физическую плотность вещества, находим
среднюю плотность фракции, изменившуюся
вследствие коагуляции . В свою оче-
редь в начале каждого временного цикла вы-
числений определялись концентрации частиц
i-й фракции по ее средней плотности и радиусу
частиц. Слияние мелких капель с более круп-
ными приводит к изменению скорости капель
укрупнившейся фракции:

Температура частицы i-й фракции после коа-
гуляции с частицами мелких фракций находится
по соотношению
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где Ti, T, Ci, C, mi, m – температура, удельная массовая
теплоемкость и масса частицы i-й фракции до и после
коагуляции. Зная новую температуру и среднюю
плотность, находим тепловую энергию фракции, ко-
торая может измениться при коагуляции. Связанные
с коагуляцией изменения средней плотности, скоро-
сти и температуры фракций дисперсной фазы учиты-
вались на каждом временном шаге основного алго-
ритма.

МЕТОД РАСЧЕТА
Система уравнений движения двухфазной по-

лидисперсной смеси записывалась в обобщенных
подвижных координатах  и ре-
шалась явным методом Мак-Кормака второго по-
рядка со схемой нелинейной коррекции [2, 12, 18–
20]. Так, для несущей среды шаги предиктор и
корректор для вектора зависимых переменных q в
расчетных координатах (ξ, η) имеют вид
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Здесь j, k – номера узлов конечно-разност-
ной сетки вдоль осей ξ, η. Верхними индексами
n, *, n + 1 обозначены векторы потоков на теку-
щем, промежуточном и последующем временных
слоях; J = ξxηy − ξyηx = 1/(xξyη – xηyξ) − якобиан
перехода от физических координат (x, y) к расчет-
ным (ξ, η); метрические коэффициенты опреде-
ляются как ξt = −xtξx − ytξy, ηt = −xtηx − ytηy,
ξx= Jyη, ξy = −Jxη, ηx = −Jyξ, ηy= Jxξ.

Аналогично записывались и решались систе-
мы уравнений для каждой дисперсной фракции.

Для получения устойчивого решения в алго-
ритм включен механизм подавления нефизиче-
ских осцилляций, возникающих вследствие дис-
персионной ошибки численного метода. Коррек-
ция решения, найденного методом Мак-Кормака,
осуществлялась с помощью схемы нелинейной
коррекции, описанной в [20] применительно к
векторам газодинамических функций в физиче-
ских переменных U = (ρ, u, , E)T, после перехода
на следующий временной слой при t = tn + 1.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Закрытый акустический резонатор представ-

ляет собой плоский канал длиной L и высотой d.
Один конец канала закрыт, на другом располага-
ется поршень. В начальный момент времени ка-
нал равномерно заполнен газовзвесью из воздуха
и дисперсных фракций, состоящих из сфериче-
ских частиц с заданными радиусами. В расчетах
предполагалось, что дисперсная фаза состоит из
пяти дисперсных фракций с радиусами частиц
r1 = 1, r2 = 10, r3 = 20, r4 = 50, r5 = 100 мкм и плот-
ностью вещества ρ = 1000 кг/м3. Число фракций в
ансамбле выбиралось минимальным, так чтобы
при сохранении эффектов, связанных с коагуля-
цией и возможным дроблением [21], был достижим
длительный расчет по времени. Наименьший ради-
ус частиц соответствовал равновесной с несущей
средой по скорости и температуре фракции, а фрак-
ция с наибольшим радиусом обладала выраженным
скоростным и температурным скольжением. По-
добный диапазон радиусов капель образуется при
распылении жидкостей форсунками, а также на-
блюдается в распределении твердых частиц, содер-
жащихся в пылеугольном топливе и в дымовых га-
зах угольных теплоэлектростанций. Фракции про-
межуточных размеров (10, 20 и 50 мкм) позволяют
моделировать межфракционный перенос массы и
описывать зависимость динамики системы от
дисперсности с учетом возможных процессов
дробления или коагуляции.

Объемное содержание каждой из фракций со-
ставляет αi = 0.00001. Акустические колебания со-
здаются перемещающимся по гармоническому
закону x = Asin(ωt) вдоль продольной оси порш-
нем. Расчеты выполнялись при амплитуде коле-
баний поршня А = 0.01 м при первой собственной
частоте продольных колебаний закрытой трубы

v

ν = с/(2L), где с = (γRT)1/2 – скорость звука в не-
сущей среде, γ = 1.4 − постоянная адиабаты, R =
= 287 Дж/(кг К) − газовая постоянная воздуха, Т –
температура, К. При температуре газа Т = 300 К
первая собственная частота продольных колеба-
ний столба воздуха в закрытой трубе длиной L = 1 м
составляет ν ≈ 174 Гц, ω = 2πν ≈ 1090 с–1.

В расчетах начальная плотность воздуха состав-
ляла ρ = 1.29 кг/м3. Начальная температура ча-
стиц всех фракций Тi = 300 К, теплоемкость Cp =
= 4200 Дж/(кг К). На стенках резонатора для со-
ставляющих скорости несущей фазы и дисперсных
фракций ставились условия прилипания. Для всех
остальных газодинамических функций, в том числе
на поверхности поршня и на закрытом конце ка-
нала, задавались однородные граничные условия
второго рода. При t > 0 начинался процесс гармо-
нических колебаний поршня, создающих колеба-
ния в резонаторе. Колебания сопровождались из-
менением дисперсности и динамических свойств
системы вследствие коагуляции.

РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ
На рис. 1а представлена временная зависи-

мость осевой составляющей скорости несущей
среды. На начальном временном интервале оги-
бающая сигнала содержит биения, частота кото-
рых составляет приблизительно νб = 22 Гц. При-
чиной биений является взаимодействие фиксиро-
ванной частоты колебаний поршня и первой
собственной частоты продольных колебаний стол-
ба газовзвеси, которые генерируются в канале. По-
скольку частота колебаний поршня выбрана равной
первой собственной частоте продольных колеба-
ний несущей среды, то она больше первой соб-
ственной частоты для столба газовзвеси. Следо-
вательно, частота колебаний поршня превышает
резонансную частоту системы на частоту биений.
Резонансная частота системы для начальных со-
става и дисперсности равна νр ≈ ν − νб = 152 Гц.

На рис. 1б представлен фрагмент временной
зависимости скорости несущей среды и фракций
дисперсной фазы в точке х = L/2 на оси резонато-
ра на начальном этапе, сопровождающемся бие-
ниями. Скорости движения газа и равновесной с
ним фракции частиц с радиусом r1 = 1 мкм близ-
ки. Колебания несущей среды и равновесной
фракции слабонелинейные с малой несимметри-
ей переднего и заднего фронтов. По мере увели-
чения радиуса частиц падает амплитуда колеба-
ний скорости и нарастает фазовое запаздывание
относительно несущей среды (рис. 1б). С течени-
ем времени в системе возникает резонанс, сопро-
вождающийся ростом амплитуды колебаний ско-
ростей газа и фракций (рис. 1а). Причина состоит
в изменении дисперсности смеси: при коагуля-
ции исчезают мелкодисперсные фракции, опреде-
ляющие диссипацию в системе, уменьшается меж-
фазная поверхность, снижается взаимодействие
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фаз. В результате резонансные частоты газовзве-
си и несущей среды сближаются. На рис. 1в пока-
зан фрагмент временной зависимости скорости в
точке (х = L/2, y = d/2) при приближении к резо-
нансу. Колебания несущей среды и фракций но-
сят нелинейный характер с близкими к разрыв-
ным передними фронтами для несущей среды и
равновесной фракции. При наступлении резонанса
увеличивается крутизна фронтов (рис. 1г). После
прохождения резонанса колебания сохраняют зна-
чительную амплитуду, но перестают быть разрыв-
ными (рис. 1д).

На рис. 2а показано изменение во времени сред-
ней плотности фракций газовзвеси на оси резона-
тора при х = L/2. В этой точке для чистого газа
при первой собственной частоте располагаются
узел плотности и давления и пучность осевой со-
ставляющей скорости. К моменту времени t ≈ 0.3 с
вследствие коагуляции исчезает равновесная мел-
кодисперсная донорская фракция.

Фракции с начальными радиусами r2 = 10 и
r3 = 20 мкм исчерпываются при t ≈ 0.5 c и при 0.9.
Сопоставив результаты, приведенные на рис. 2а, 2б,
можно отметить, что изменение средней плотности
фракции частиц с начальным радиусом 20 мкм
включает в себя стадию начального роста, в тече-
ние которой фракция играет роль акцептора, а
радиус частиц фракции растет. В процессе роста
средней плотности за счет поглощения частиц до-
норских фракций достигается ее максимум. Затем
по мере исчерпания частиц-доноров с начальными
радиусами 1 и 10 мкм фракция с начальным радиу-
сом 20 мкм в свою очередь сама становится донором
для частиц с начальными радиусами 50 и 100 мкм.
При исчезновении в системе частиц с начальным
радиусом 20 мкм донором становится фракция с на-
чальным радиусом r4 = 50 мкм. С этим связано по-
следующее уменьшение ее средней плотности до t ≈

≈ 1.25 c (рис. 2а). Средняя плотность фракции ча-
стиц с начальным радиусом r5 = 100 мкм в окрестно-
сти пучности скорости (х ≈ L/2) при t < 1.1 c возрас-
тает за счет захвата и коагуляции частиц меньших
фракций. Причем при t > 0.9 c в системе остается
лишь две фракции− с начальными радиусами 50
и 100 мкм, и вплоть до момента времени t ≈ 1.1 c
наблюдается баланс между уменьшением средней
плотности фракции с r4 = 50 мкм и ростом сред-
ней плотности фракции с r5 = 100 мкм. Это зна-
чит, что дисперсность меняется за счет механизма
коагуляции. В интервале времени 1.1 < t < 1.28 c ско-
рость роста средней плотности самой крупной фрак-
ции резко возрастает. При этом скорость уменьше-
ния средней плотности следующей по размеру фрак-
ции r4 = 50 мкм не увеличивается (рис. 2а).
Следовательно, причиной роста средней плотности
может быть только конвективный перенос крупной
фракции под действием нелинейных волн с несим-
метричными фронтами [11, 13]. Оценка числа Вебе-

ра , принимающего в окрестно-

сти резонанса наибольшее значение для водяных
капель самой крупной фракции (100 мкм), показы-
вает, что оно приближается к критическому значе-
нию (Weкр ≈ 10), характерному для распада капли по
механизму тарельчатого типа [19], а при наступле-
нии резонанса кратковременно превышает его, до-
стигая We ≈ 15. В результате можно предположить,
что дробление крупных капель увеличит диссипа-
цию и снизит амплитуду колебаний смеси в резо-
нансе за счет появления мелкой фракции. На вре-
менном отрезке 1.1 < t < 1.28 c частицы под дей-
ствием нелинейных волн перемещаются к
пучности скорости в точке х = L/2, в результате
чего средняя плотность самой крупной фракции в
окрестности этой точки возрастает. Затем при

ρ Δ=
σ

2
газ отнWe

V d

Рис. 1. Колебания осевой составляющей скорости несущей среды полидисперсной газовзвеси с начальным фракци-
онным составом (а); фрагменты колебаний в пучности стоячей волны скорости (x = L/2, y = d/2): на начальном участ-
ке (б); при приближении к резонансу (в); при наступлении резонанса (г); после прохождения резонанса (д).
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t > 1.28 c наблюдается снижение средней плот-
ности фракции с r5 = 100 мкм, что может проис-
ходить при движении частиц фракции по направ-
лению от пучности стоячей волны поля скорости
(x = L/2) к узлам (х = 0, х = L) под действием волн
с разрывными фронтами за счет механизма “сгре-
бания” частиц [14]. На рис. 3 приведено типичное
распределение средней плотности дисперсной фа-
зы-донора с начальным радиусом 20 мкм в момент
времени t = 1.34 c.

Для фракций, являющихся донорами на протя-
жении всего процесса (1, 10, 20 мкм), распределения
в различные моменты времени однотипны. Вблизи
узлов стоячей волны поля скорости дисперсная
фракция сохраняется, тогда как в остальной области
резонатора, где колебания фракций происходят с
достаточно большой амплитудой и скоростным
скольжением, содержание ее мало (рис. 3). Фракция
частиц с начальным радиусом 50 мкм становится
единственным донором в системе при t > 0.9 c. К мо-
менту времени t = 1.43 c пространственное распре-
деление ее средней плотности становится типичным
для фракции-донора: присутствие фракции вблизи
х = 0, х = L и низкое содержание в остальной обла-
сти. Иначе ведет себя фракция с начальным радиу-
сом частиц 100 мкм, являющаяся акцептором на
протяжении всего процесса (рис. 4).

С нарастанием амплитуды колебаний (левее ре-
зонанса) распределение средней плотности фрак-
ции с r5 = 100 мкм имеет максимум в окрестности
пучности стоячей волны поля скорости за счет того,
что скоростное скольжение фракций и скорость ко-
агуляции там наибольшие (рис. 4а), а также вслед-
ствие дрейфа крупных частиц в пучность скорости
под действием нелинейных колебаний с асиммет-
рией переднего и заднего волновых фронтов [13].
Колебания происходят при первой собственной ча-
стоте для несущей среды, следовательно, пучность
скорости располагается в окрестности точки х = L/2.
В этом случае (при х = L/2) для первого линейного
резонанса достигается наибольшая амплитуда коле-
баний, принимающих при большой амплитуде воз-
буждения разрывной характер (рис. 1г). Причем
увеличивается крутизна как переднего, так и заднего
волнового фронта. В то же время в окрестности точ-
ки х = L/2 располагается область с наибольшей кон-
центрацией дисперсной фазы. Под действием нели-
нейных колебаний с близкими к разрывным фрон-
тами происходит “сгребание” дисперсной фазы [14]

и перемещение ее по направлению распростране-
ния волн, т.е. к узлам стоячей волны поля скорости
при х = 0 и х = L. Данный процесс происходит при
t > 1.35 c (рис. 1а) и сопровождается быстрым сни-
жением средней плотности в окрестности точки x =
L/2 с последующим ее нарастанием в окрестности
узлов скорости (х = 0, х = L). В результате средняя
плотность дисперсной фазы в окрестности узлов
стоячей волны поля скорости возрастает (рис. 4б),
увеличивается диссипация и меняются условия от-
ражения, что снижает частоту резонанса. Колеба-
ния, сохраняя большую амплитуду, перестают быть
разрывными (рис. 1д).

На рис. 5 показана зависимость плотности не-
сущей среды от времени в пучности скорости.
Сначала по мере роста средней плотности дис-
персной фазы плотность несущей среды нараста-
ет. Затем после снижения средней плотности дис-
персной фазы в центральной части резонатора
снижается и плотность несущей среды в окрест-
ности х = L/2, приближаясь в среднем за период
колебаний к начальному значению.

Таким образом, получено численное решение,
описывающее динамику полидисперсной коагу-
лирующей газовзвеси в нелинейном волновом
поле акустического резонатора и показывающее,
что характер колебаний при фиксированной часто-

Рис. 2. Эволюция средних плотностей (а) и радиусов
частиц фракций (б).
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Рис. 3. Пространственное распределение средней
плотности фракции с начальным радиусом 20 мкм в
момент времени t = 1.34 c.
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те возбуждения определяется меняющейся дис-
персностью фракций.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Эволюция газодисперсной системы в акустиче-

ском резонаторе при возбуждении колебаний при
первой собственной для несущей среды частоте при-
водит к росту концентрации самой крупной фрак-
ции в окрестности пучности стоячей волны поля
скорости под действием коагуляции и вследствие
дрейфа частиц в нелинейном волновом поле [13].
Уменьшение концентрации донорских фракций
снижает диссипацию, что приводит к сближению
первых собственных частот несущей среды и газо-
взвеси с изменившимся составом. В результате про-
исходит рост амплитуды колебаний, характер кото-
рых приближается к разрывным. Дальнейшая дина-
мика системы связана с уменьшением средней
плотности дисперсной фазы в окрестности пучности
стоячей волны поля скорости за счет более равно-
мерного пространственного распределения под дей-
ствием интенсивных колебаний разрывного типа,
перемещающих дисперсную фазу за счет эффекта
“сгребания” [14] к узлам стоячей волны поля скоро-
сти при х = 0, х = L (рис. 4б). В результате поглоще-
ния, вызванного ростом объемного содержания дис-
персной фазы на концах резонатора, его “эффектив-
ная” длина увеличивается, что приводит к снижению
резонансной частоты системы относительно фикси-
рованной частоты внешнего возбуждения и к изме-
нению типа колебаний, которые теряют разрывной
характер (рис. 1д). Динамика газовзвеси при наступ-
лении резонанса в случае интенсивных колебаний
может сопровождаться дроблением капель, что тре-
бует дополнительных исследований.
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Рис. 5. Зависимость плотности газа от времени в точ-
ке х = L/2, y = d/2.
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