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Предложена модель теплового взрыва одиночной частицы с экзотермической химической реакци-
ей в турбулентном поле температуры среды. Скорость химической реакции представлена модифи-
цированным законом Аррениуса, учитывающим изменение внутренней структуры материала ча-
стицы. Флуктуации температуры моделируются случайным процессом Гаусса. Исследование про-
ведено в рамках подходов Лагранжа и Эйлера. В подходе Лагранжа на основе решения системы
стохастических обыкновенных дифференциальных уравнений рассчитаны случайные флуктуации
температуры среды и ансамбля частиц. На основе результатов численного моделирования ансамбля
смоделирована динамика эмпирической функции плотности вероятности распределения случай-
ной температуры частиц. В подходе Эйлера выведено нестационарное замкнутое уравнение для
функции плотности вероятности случайных температур частиц, которое численно проинтегриро-
вано с помощью оригинальной консервативной разностной схемы. Результаты расчетов по обоим
подходам удовлетворительно согласуются между собой. Показано, что случайное поле температуры
среды качественно меняет динамику возникновения теплового взрыва. В случайном поле темпера-
туры тепловой взрыв может произойти при условии, когда в детерминированном случае система аб-
солютно стабильна.
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ВВЕДЕНИЕ
Воспламенение облака тепловыделяющих ча-

стиц, взвешенных в турбулентном неизотермиче-
ском потоке газа, реализуется во многих техниче-
ских приложениях и может приводить к техно-
генным катастрофам (см., например, [1‒3]). В
связи с актуальностью вопросов пожарной без-
опасности развиваются теоретические работы по
анализу динамики теплового взрыва в запылен-
ной атмосфере [4‒6]. Отмечаются статистиче-
ский характер процесса воспламенения [7] и роль
коллективных эффектов, связанных с кластери-
зацией частиц [8, 9]. Моделирование коллектив-
ных тепловых и гидродинамических эффектов
при воспламенении дисперсной примеси в турбу-
лентном неизотермическом потоке газа требует
изучения потери тепловой стабильности одиноч-
ных тепловыделяющих частиц. В настоящее вре-
мя сформировалась детерминированная теория
теплового взрыва. Литература по данной теории
обширна, и здесь отметим только некоторые на-
правления исследований. Они связаны с изуче-
нием процесса диффузии тепла в условиях одно-
родного тепловыделения в объеме материала
[10‒12], учетом расхода реагентов [13, 14] и выго-
ранием материала в ходе химического превраще-

ния [15]. Привлекаются также перспективные ме-
тоды вариационного анализа [16].

Практический интерес представляет изучение
влияния случайных факторов на поведение си-
стем взрывного типа, когда существует предель-
ный уровень параметров системы, малое превы-
шение которого приводит к потере стабильности.
В этой ситуации случайные флуктуации внешних
параметров, действующие на динамическую си-
стему, могут принципиально изменить характер
ее поведения [17‒20]. Вследствие экспоненци-
альной зависимости скорости химической реак-
ции от температуры флуктуации температуры
оказывают существенное влияние на границу
теплового взрыва [21‒23].

Существуют два принципиально различных
подхода для изучения влияния флуктуаций тем-
пературы среды на динамику температуры ча-
стиц. Подход Лагранжа основан на численном ре-
шении системы стохастических обыкновенных
дифференциальных уравнений (СОДУ), описы-
вающих случайные флуктуации температуры сре-
ды и частиц. Популярный метод Монте-Карло
для генерации случайных величин не использует-
ся, так как его затруднительно встроить в динами-
ческие уравнения. Отметим, что подход Лагранжа,
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использующий СОДУ для моделирования одно-
фазной турбулентности, был впервые предложен
в работе [24]. Прямое численное моделирование
случайной температуры газа и частиц основано
на современных алгоритмах численного решения
систем СОДУ. Подход Лагранжа является анало-
гом прямого численного эксперимента и предо-
ставляет детальную динамику случайной темпе-
ратуры частиц. На основе статистической обра-
ботки ансамбля из сотен случайных траекторий
температуры частиц методами математической ста-
тистики строится эмпирическая функция плотно-
сти распределения (ФПР), которая обобщает ре-
зультаты прямого численного моделирования.
Для реализации подхода Лагранжа требуется су-
щественная затрата компьютерных ресурсов.

Значительная экономия процессорного времени
достигается в подходе Эйлера, основанного на со-
временных методах теории случайных процессов и
прикладного функционального анализа. Адекват-
ным является использование аналитической ФПР,
которая содержит всю информацию о случайной
системе. В работе получено замкнутое уравнение
для ФПР случайной температуры частиц. Для ре-
шения уравнения для ФПР разработана ориги-
нальная консервативная численная схема. Сопо-
ставление результатов динамики изменения эмпи-
рической ФПР и численных решений уравнения
для функции распределения вероятности иллю-
стрирует корректность подходов Лагранжа и
Эйлера для описания процесса потери тепловой
устойчивости в дисперсных системах.

В работе представлены результаты исследова-
ния влияния турбулентных флуктуаций темпера-
туры газа на тепловой взрыв одиночных частиц с
экзотермической химической реакцией. Актуаль-
ная температура газа складывается из постоянной
осредненной компоненты и флуктуаций. Флук-
туации температуры газа являются структуриро-
ванным случайным процессом (цветной шум) с
характерным временем затухания автокорреляци-
онной функции на траектории частиц (интеграль-
ный временной масштаб). Использование прибли-
жения δ-коррелированного случайного процесса
(белый шум), представляющего флуктуации тем-
пературы газа [22, 23], является в этом случае не-
корректным. Частицы обмениваются теплом с
окружающей средой в результате теплоотдачи.
Степень вовлечения частиц в скоростные и теп-
ловые флуктуации несущей среды определяется
как временами их динамической и тепловой ре-
лаксации, так и интегральным временным мас-
штабом [25, 26]. Как и во многих моделях горения
и термического разложения дисперсных материа-
лов (см., например, [1‒3, 5‒7, 10‒16, 21‒24, 27,
28]), в данной работе ограничимся упрощенной
химической кинетикой.

ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Рассматривается сферическая частица, в
объеме которой равномерно распределен источ-
ник тепла, выделяющегося в результате экзотер-
мической химической реакции. Диффузионным
сопротивлением газообразных реагентов в объе-
ме частиц пренебрегаем. Уравнение для темпера-
туры в объеме частицы в сферически симметрич-
ном приближении имеет вид

(1)

Здесь  – плотность, теплоемкость и
теплопроводность материала частицы;  – тепло-
вой эффект реакции;  – энергии активации
химических превращений;  – предэкспоненци-
альный множитель;  – универсальная газовая
постоянная;  – температура частицы;  – пока-
затель степени.

Множитель перед формулой Аррениуса учи-
тывает изменение структуры материала частицы в
ходе химического превращения, например выго-
рание [15, 22, 23].

Граничное условие описывает теплообмен ча-
стицы с окружающей средой:

(2)

Здесь  – диаметр частицы,  – коэффици-
ент теплоотдачи,  – актуальная температура
среды.

Задано начальное распределение температуры
внутри частицы .

Температура среды на траектории частицы яв-
ляется суммой осредненной компоненты и флук-
туаций

где угловыми скобками обозначен результат
осреднения по ансамблю случайных реализаций;

 – осредненная температура среды;  –
флуктуации температуры среды, являющиеся
стационарным случайным процессом.

Параметры турбулентности на траектории ча-
стицы считаются известными. Корреляция флук-
туаций температуры среды на траектории части-
цы определяется как

(3)

2
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В (3)  – автокорреляционная функция;

 – дисперсия флуктуаций температуры; 
– два произвольных момента времени.

Интегральный временной масштаб флуктуа-
ций температуры среды равен

Представляем уравнение (1) и граничное усло-
вие (2) в безразмерном виде. В качестве масштаба
температуры используется температура

, тогда безразмерная температура ча-
стицы равна

(4)

где  – безразмерная энергия ак-
тивации.

В качестве масштаба времени используется ха-
рактерное время адиабатического разогрева ча-
стицы. Перепишем уравнение (1) в упрощенном
виде

Переходя к безразмерным переменным, полу-
чаем масштаб времени адиабатического разогре-
ва

где  – безразмерное время; τad =

 – время адиабатического разо-

грева.
В безразмерных переменных уравнение (1) и

граничное условие (2) принимают вид

(5)

(6)

Здесь  – отношение характерного
времени адиабатического разогрева к характер-
ному времени диффузии тепла, ;
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водности;  – безразмерная координата;

 – безразмерный коэффициент

теплоотдачи;  – безразмер-
ные флуктуации температуры среды; .

В безразмерном виде корреляция флуктуаций
температуры среды представляется как

где  – безразмерная дис-
персия флуктуаций температуры.

Интегрируя уравнение для температуры ча-
стицы (5) по ее объему с учетом граничного усло-
вия (6), запишем уравнение для среднемассовой
температуры

(7)

Здесь  – безразмерное время тепло-
вой релаксации частиц;  – время
тепловой релаксации частицы;  – масса и
площадь поверхности частицы.

Стохастическое обыкновенное дифференци-
альное уравнение для флуктуаций температуры
среды в безразмерном виде записывается как

(8)

Здесь – безразмерный интеграль-
ный временной масштаб флуктуаций температу-

ры среды на траектории частицы;  – источ-
ник флуктуаций температуры среды – δ-коррели-
рованный во времени случайный процесс Гаусса,
который генерирует компьютер (белый шум):

где  – дисперсия источника флуктуаций,  –
безразмерный временной микромасштаб

( ),  – дельта-функция Дирака.
СОДУ для флуктуаций температуры (8) в кано-

нической форме записывается как
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Система уравнений (7) и (8) интегрируется
численно на основе современных методов с ис-
пользованием модернизированных алгоритмов
Рунге–Кутты [28, 29]. Автокорреляционная
функция флуктуаций температуры среды (8) име-
ет вид [30]

(9)

Экспоненциальный вид автокорреляционной
функции турбулентных флуктуаций температуры
газа на траектории инерционных частиц подтвер-
ждается данными прямого численного моделиро-
вания в двухфазных потоках [31].

ПРИМЕРЫ ЧИСЛЕННЫХ ЭСПЕРИМЕНТОВ

Результаты численных экспериментов приво-
дятся для наиболее интересного случая существо-
вания трех стационарных температур уравнения
(7) [23, 32]. Стационарные значения температуры
частицы находятся из условия равенства мощно-
сти, отводимой от частицы в результате теплоот-
дачи, и мощности, выделяемой в объеме частицы
в ходе экзотермической химической реакции:

Здесь мощности теплоотдачи и тепловыделе-
ния в результате экзотермической химической
реакции равны

( ) ( )* exp * .t t TΘ Θ
∗Ψ = −

( ) ( )st st 0.p Q pW Wα
∗ ∗ ∗− Θ + Θ =

(10)

На рис. 1 показаны мощности тепловыделе-
ния и теплоотдачи и стационарные температу-
ры . В качестве примера отме-
тим, что подобная диаграмма соответствует
термическому разложению частиц взрывчатого
вещества размером  при темпера-
туре среды  (энергия активации

, тепловой эффект реакции
) [33].

В этом случае стационарные температуры со-
ставляют    2660 K.

Время адиабатического нагрева .
Времена тепловой релаксации частиц и инте-
гральный временной масштаб флуктуаций темпе-
ратуры среды в безразмерных переменных соот-

ветственно , .
Опишем процедуру исследования корней на

устойчивость, в результате которой возникает ряд
параметров, использующихся в дальнейшем при
выводе замкнутого уравнения для ФПР темпера-
туры частиц. Возмущение стационарной темпе-
ратуры задается как

В результате подстановки возмущенной тем-
пературы в уравнение баланса тепла (7) и линеа-
ризации получаем уравнение

Здесь характерное время роста температуры час-
тиц за счет экзотермической химической реакции
равно

Рост начального возмущения стационарной
температуры во времени описывается выражением

Условие теплового взрыва (экспоненциально-
го роста температуры во времени) имеет вид
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Рис. 1. Тепловые мощности теплоотдачи (1) и тепло-
выделения (2) в частице и стационарные температуры
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Тепловой взрыв происходит, когда время ро-
ста температуры за счет химической реакции ста-
новится меньше времени тепловой релаксации

частиц . Анализ показывает, что ста-

ционарные значения  устойчивы. Второй

корень  является точкой бифуркации: беско-
нечно малое превышение корня приводит к росту
температуры частицы, в то время как бесконечно
малое уменьшение температуры по отношению ко
второму корню понижает ее температуру до значе-

ния . Представленные выводы согласуются с
классической диаграммой Н.Н. Семенова [23, 32].

На рис. 2 показаны результаты прямого чис-
ленного моделирования температуры частиц в

турбулентном поле температуры среды (  –
безразмерное максимальное время моделирова-
ния). Расчеты проведены для размеров частиц и
теплофизических параметров терморазлагающе-
гося вещества, как для рис. 1. Безразмерная диспер-

сия флуктуаций температуры газа равна ,
что составляет уровень турбулентных флуктуаций

температуры среды . Такой отно-
сительно большой уровень флуктуаций температу-
ры несущего газа выбран с целью сокращения ре-
зультатов прямого численного моделирования.

Видно, что флуктуации температуры среды
могут качественно изменить динамику темпера-
туры частиц. Даже если начальная температура
частиц существенно ниже критического значе-

ния , при превышении которого наступает
тепловой взрыв, то флуктуации температуры сре-
ды обязательно приведут к ситуации, когда взрыв
произойдет. Это является следствием двух факто-
ров. Во-первых, случайный процесс с ненулевой
вероятностью всегда выйдет за любой назначен-
ный уровень. Во-вторых, вследствие сильной
экспоненциальной зависимости скорости хими-
ческой реакции от температуры наблюдается
“дрейф” температуры частиц к критическому
уровню. Данный эффект проиллюстрирован ни-
же на замкнутом уравнении для ФПР случайной
температуры частиц.

Для построения эмпирической ФПР рассчи-
тываются случайные траектории ансамбля частиц
(здесь 201 частица). В выбранные моменты вре-
мени по актуальным значениям температуры ме-
тодами математической статистики строится эм-

( )
( )
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st
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Q pΘ

∗γ Θ = − <∗ ∗ ∗τ τ Θ

( )st
Q p Θ
∗ ∗∗τ Θ < τ

( ) ( )1 3
cr cr,∗ ∗Θ Θ

( )2
cr
∗Θ

( )1
cr
∗Θ

maxt∗

2 2g
∗θ =

2 0.12g gθ Θ ≈

( )2
cr
∗Θ

пирическая ФПР, которая дает представление о
динамике изменения осредненных параметров
дисперсной фазы.

УРАВНЕНИЕ ДЛЯ ФПР 
ТЕМПЕРАТУРЫ ЧАСТИЦ

Функция плотности вероятности распределе-
ния случайной температуры частиц содержит всю
информацию о системе. Для вывода замкнутого
уравнения для ФПР используется техника, осно-
ванная на аксиоматической теории случайных про-
цессов, развитая в работах академика А.Н. Колмо-
горова [34]. Аналогично [19] вводится индикаторная
функция, “вырезающая” случайную температуру
частиц в фазовом пространстве

Рис. 2. Примеры траекторий температуры частиц в
случайном поле температуры среды без теплового
взрыва (а) и с тепловым взрывом (б): 1 – флуктуации
температуры среды, 2 – флуктуации температуры ча-
стиц, 3 – температура частиц в детерминированном
случае.
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В результате дифференцирования индикатор-
ной функции записываем

Подставляем в последнее равенство уравнение
для температуры частиц (7) и учитываем “выка-
лывающее” свойство δ-функции Дирака

где  – произвольная функция.
В результате получаем замкнутое уравнение

Лиувилля

(11)

Осреднение индикаторной функции по ан-
самблю реализаций приводит к ФПР температу-
ры частиц

Для ФПР выполняется условие нормировки

(12)

Безразмерная температура частиц, как видно
из формулы (4), может быть отрицательной.
Среднеквадратичное значение флуктуаций тем-
пературы существенно ниже, чем осредненное
значение температуры, поэтому в интеграле фор-
мулы (12) выставлены бесконечные пределы.

Незамкнутое уравнение для ФПР температуры
частиц следует из уравнения Лиувилля (11):
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Корреляция в правой части уравнения раскры-
вается с помощью формулы Фурутсу–Новикова [19]

(13)

Здесь функциональная производная индика-
торной функции равна

(14)

Для расчета функциональной производной слу-
чайной температуры частиц записывается уравне-
ние (7) с учетом формулы (10) в интегральном виде

Применяя оператор функционального диф-
ференцирования и используя равенство

, получаем интеграль-
ное уравнение для функциональной производной

Нижний предел интеграла выставляется из
условия физической причинности. Переходим к
дифференциальной форме уравнения для функ-
циональной производной

(15)

Начальное условие имеет вид
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С учетом данного начального условия для урав-
нения (15) получаем выражение для функциональ-
ной производной

(16)

Отметим, что до сих пор при вычислении функ-
циональной производной не было сделано ни одно-
го упрощающего предположения. На основе “тео-
ремы о среднем” записываем оценку интеграла в
(16) как

В выражении для функциональной производ-
ной появляются время роста температуры за счет

экзотермической химической реакции  и
показатель экспоненты , аналогичные соот-
ветствующим величинам при исследовании устой-
чивости стационарных температур.

В результате подстановки выражения для функ-
циональной производной случайной температу-
ры (16) в выражения (13) и (14) приходим к за-
мкнутой форме уравнения для ФПР

(17)

Здесь  – функция отклика температуры
частиц на флуктуации температуры среды

Начальное ФПР имеет вид

В уравнении (17) первое слагаемое в левой ча-
сти описывает нестационарное изменение ФПР,
второе слагаемое представляет дрейф в фазовом
пространстве, вызванный теплоотдачей частиц и
тепловым эффектом экзотермической реакции.
Правая часть уравнения (17) описывает диффу-
зию ФПР в пространстве температур. В результа-
те диффузии в фазовом пространстве к устойчи-
вым стационарным значениям температуры
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функция распределения пересечет критический
уровень температур и произойдет тепловой взрыв.

Для автокорреляционной функции флуктуа-
ций температуры среды в виде (9) получаем функ-
цию отклика

(18)

Функция  представляет реакцию тем-
пературы частиц на случайные колебания темпера-
туры среды. Для медленной химической реакции

 функция отклика при  зави-
сит только от временных масштабов тепловой
инерции частиц и интегрального временного
масштаба флуктуаций скорости среды

Для интенсивного тепловыделения, когда зна-
менатель в выражении (18) стремится к нулю, на-
блюдается монотонный рост коэффициента диф-
фузии вероятности в фазовом пространстве

Для частиц с малой тепловой инерцией

 функция отклика  и
интенсивность флуктуаций температуры частиц
и газа совпадают.

Для частиц с большой тепловой инерцией

 влияние тепловых флуктуаций
температуры среды нивелируется .

На рис. 3 представлена функция отклика в раз-
личные моменты времени в зависимости от тем-
пературы частиц. При низких температурах, ко-
гда вклад энерговыделения в частицах мал, функ-
ция отклика зависит только от тепловой инерции
частиц и всегда меньше единицы. С ростом тем-
пературы выше температуры начала теплового
взрыва вклад случайных колебаний скорости хи-
мической реакции в интенсивность флуктуаций
температуры частиц увеличивается, и функция
отклика может стать выше единицы.

ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ 
УРАВНЕНИЯ ДЛЯ ФПР

Выше на основе анализа случайных темпера-
тур ансамбля частиц описан метод прямого чис-
ленного моделирования эмпирической ФПР. В
этом разделе представлена оригинальная методика
численного интегрирования замкнутого уравнения
для ФПР случайной температуры частиц (17).
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Уравнение для ФПР (17) переписываем в ди-
вергентном виде

(19)

Здесь поток в фазовом пространстве равен

Скорость дрейфа и коэффициент диффузии в
пространстве температур определяются как

Из условия нормировки ФПР (12) получаем

Здесь  – характерные граничные
значения температур локализации ФПР. Из усло-
вия нормировки следует

Координаты узлов сетки равны

Решение уравнения для ФПР ищем путем чис-
ленного интегрирования системы ОДУ для значе-

ний ФПР в узлах сетки . ФПР в
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промежутке  аппроксимируем ли-
нейной функцией

С целью получения консервативной разност-
ной схемы во внутренних узлах  урав-
нение баланса (19) интегрируется в промежутке

:

При записи разностной схемы в конечных точ-

ках температурного интервала  и  вычисля-
ются следующие интегралы:

В результате получается система ОДУ для зна-
чений ФПР в узлах сетки

(20)

Значения функций в полуцелых координатах
аппроксимируются как

Система уравнений (20) интегрируется чис-
ленно с помощью библиотечной программы ре-
шения жестких ОДУ в среде MATLAB.
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Рис. 3. Пример функции отклика для :
1 – , 2 – 5, 3 – 30.
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ДЕРЕВИЧ, КЛОЧКОВ

РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ

Приведем примеры расчетов динамики изме-
нения эмпирической ФПР и плотности вероятно-
сти, полученной в результате решения замкнутого
уравнения (17). В расчетах безразмерное время теп-

ловой релаксации частиц , интегральный
временной масштаб флуктуаций температуры сре-

ды .
Начальная ФПР выбрана таким образом, что-

бы основная масса частиц имела начальную темпе-
ратуру ниже критического значения  (рис. 4а).
С течением времени появляется доля частиц,
температура которых существенно выше крити-
ческого значения  (рис. 4б, 4в). Следствием
флуктуаций температуры среды является тепло-
вой взрыв, приводящий к отчетливой бимодаль-
ной структуре ФПР (рис. 4г‒4е). Результаты рас-
четов ФПР на основе прямого численного моде-
лирования и расчетов плотности вероятности на
основе решения замкнутого уравнения для ФПР
удовлетворительно согласуются. Случайные зна-
чения температуры частиц могут превышать тре-
тье стационарное значение . Это объясняется
положительной обратной связью флуктуаций тем-

4Θ
∗τ =

4TΘ
∗ =

( )2
cr
∗Θ

( )2
cr
∗Θ

( )3
cr
∗Θ

пературы среды и частиц. Флуктуации температуры
среды вызывают флуктуации температуры частиц,
которые приводят к случайным колебаниям скоро-
сти химической реакции. В свою очередь колеба-
ния скорости химической реакции увеличивают
дисперсию флуктуаций температуры частиц.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Исследовано влияние флуктуаций температу-

ры среды на границу тепловой стабильности ча-
стиц с экзотермической химической реакцией. В
рамках подхода Лагранжа на основе решения систе-
мы СОДУ представлены примеры случайных тра-
екторий температуры частиц, приводящих к тепло-
вому взрыву. Показано, что флуктуации температу-
ры среды приводят к тепловому взрыву, даже если в
детерминированном случае тепловое состояние
частиц стабильно. На основе осреднения по ан-
самблю случайных температур иллюстрируется ди-
намика эмпирической ФПР температуры частиц.

Методом функционального дифференцирова-
ния выведено замкнутое уравнение для ФПР слу-
чайной температуры частиц. Предложен ориги-
нальный метод интегрирования уравнения для
ФПР на основе консервативной разностной схемы.

Представлены результаты численного исследо-
вания теплового взрыва для существования трех

Рис. 4. Результаты расчета динамики изменения ФПР случайной температуры частиц: 1 – эмпирическая ФПР, 2 – ре-
шение замкнутого уравнения для ФПР; (а) ‒ , (б) ‒ 15, (в) ‒ 37, (г) ‒ 60, (д) ‒ 80, (е) ‒ 100.
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стационарных температур на диаграмме Н.Н. Се-
менова. Результаты моделирования динамики
эмпирической функции распределения и ФПР,
рассчитанной разностным методом на основе ре-
шения замкнутого уравнения, удовлетворительно
согласуются между собой. Равновесная ФПР имеет
бимодальную структуру с максимумами в области
низкой стационарной температуры и температуры,
соответствующей режиму высокотемпературного
реагирования.

Работа выполнена при поддержке Российско-
го фонда фундаментальных исследований (про-
ект № 20-08-01061).
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