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ВВЕДЕНИЕ
Данная работа посвящена изучению термоди-

намики комплексной плазмы. Под комплексной
плазмой в настоящее время понимают достаточ-
но много видов плазмы. Это равновесная колло-
идная плазма [1, 2], неравновесная газоразрядная
пылевая плазма [3, 4], плазма с конденсирован-
ной дисперсной фазой [5, 6], пылевая плазма се-
ребристых облаков [7] и атмосферы белых карли-
ков [8]. В данной работе рассматривается двух-
компонентная равновесная электронейтральная
система макроионов с радиусом RZ и большим за-
рядовым числом Z  1 и точечных микроионов с
единичным зарядом противоположного знака.
Для определенности будем считать заряд макро-
иона (-Ze) отрицательным, Z > 0 (далее зарядовое
число Z называется “зарядом”). В работе
изучается трехмерная сильно-неидельная низко-
температурная ионная система, наиболее близкая к
коллоидной плазме. Характерная температура kT
коллоидной плазмы комнатная (однако для неко-
торых результатов диапазон температур расши-
рен), характерный заряд макроиона ‒ 103−104, его
характерный радиус RZ варьируется от 0.1 до
10 мкм, характерная концентрация макроионов
nZ составляет 105−109 см–3.

Термодинамика комплексной плазмы рас-
сматривалась в большом числе работ. Например,
описание однокомпонентной системы с эффек-
тивным потенциалом выполнено в [1, 6, 9, 10], мно-
гокомпонентных – в работах [11‒15]. В частности, в

статье [11] рассматривались сильные корреляции
точечных макроионов друг с другом в так называ-
емом «приближении корреляционной полости».
Основная идея этого приближения описана в ра-
боте [16], а позже независимо предложена в [17].
Его суть заключается в том, что в некоторой окрест-
ности пробного макроиона (корреляционной поло-
сти) есть только микроионы, а другие макроионы
отсутствуют. Это исправляет известную некор-
ректность линеаризованного дебаевского при-
ближения – проблему так называемой “отрица-
тельной вероятности” (отрицательной величины
концентрации макроионов на близких к пробному
макроиону расстояниях). Таким образом, в преде-
лах корреляционной полости с радиусом h концен-
трация макроионов полагается равной нулю, а
вне полости описывается линеаризованным де-
баевским приближением

(1)

Здесь nZ – концентрация макроионов на бес-
конечности, где выполняется условие электроней-
тральности ZnZ = ni (ni – концентрация микроионов
на бесконечности); ϕout(r) – средний электростати-
ческий потенциал, создаваемый макро- и микроио-
нами за пределами полости. Более подробно при-
ближение корреляционной полости будет рассмот-
рено ниже.
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В статье [11] были получены аналитические
формулы, позволяющие построить аппроксима-
ции численных результатов нескольких других ра-
бот для энергии взаимодействия и некоторых зави-
симостей, описывающих колебательные свойства
системы. Для этого в [11] рассмотрено линейное
экранирование макроионов микроионами и внут-
ри, и снаружи полости. Однако здесь есть некото-
рые ограничения, которые связаны с изучением ли-
нейного (дебаевского) экранирования макроионов
внутри полости. Во-первых, в [11] исследуется
именно линеаризованное приближение, однако
на достаточно близких расстояниях к макроиону
условие линеаризации нарушается для характер-
ных параметров рассматриваемой комплексной
плазмы , где ϕ(r) – средний элек-
тростатический потенциал, создаваемый внутри
полости всеми микро- и макроионами. Поэтому в
нашей работе будем учитывать нелинейное экра-
нирование внутри полости в рамках приближе-
ния Пуассона−Больцмана, т.е. рассмотрим более
сильные корреляции микроионов с макроионом
внутри полости, чем в статье [11]. Концентрация
микроионов внутри полости при этом является
экспоненциальной, а не линеаризованной, как в
[11]. Во-вторых, макроионы в [11] считаются точеч-
ными, в то время как в настоящей работе предпола-
гается их конечный размер. Указанные два отли-
чия рассмотрены в следующем разделе.

Нелинейное экранирование макроионов рас-
сматривалось ранее и в других приближениях,
например в средней сферической ячейке Виг-
нера−Зейтца (ВЗ) [5, 18‒20], а в статье [15]
предложено аналитическое решение уравнения
Пуассона−Больцмана для случаев сферической
и аксиальной симметрии.

В представленной работе будет описано при-
ближение Пуассона−Больцмана в корреляцион-
ной полости, где нелинейное экранирование рас-
сматривается только внутри полости, затем рас-
считана энергия взаимодействия всех частиц
системы и продемонстрировано отличие от неко-
торых других работ.

ПРИБЛИЖЕНИЕ ПУАССОНА−БОЛЬЦМАНА 
В КОРРЕЛЯЦИОННОЙ ПОЛОСТИ

Будем рассматривать отрицательно заряжен-
ные макроионы с зарядовым числом (зарядом)
−Z, где Z > 0, и радиусом RZ, а также положитель-
ные точечные микроионы с единичным зарядом.

Как отмечено во Введении, в приближении
корреляционной полости концентрация макро-
ионов внутри полости полагается равной нулю. В
таком случае из условия равенства концентраций
на границе полости и выражений для концентра-
ций макроионов (1), а также средних электроста-
тических потенциалов снаружи и внутри полости

( ) ( ) 1e r kTϕ >

, создаваемых всеми частицами (мик-
ро- и макроионами), получим

(2)

Так как Z  1, то на границе полости выполня-
ется условие линеаризации. Следовательно, вне
полости можно рассматривать дебаевское распре-
деление микроионов. Учитывалось нелинейное
экранирование внутри полости, поэтому там рас-
пределение микроионов больцмановское. Таким
образом, концентрация микроионов имеет вид

(3)

Из условия равенства концентраций микроио-
нов на границе полости получаем их концентра-
цию  на этой границе.

Средний электростатический потенциал вне
полости имеет дебаевский вид

(4)

где rDout – дебаевский радиус вне полости, кото-
рый определяется экранированием внешними мак-
ро- и микроионами:

(5)

С учетом равенства концентраций макроио-
нов (1) на границе полости и (4) получаем

(6)

Напряженность внутри неэлектронейтральной
полости

(7)

С учетом

(8)

условие сшивки напряженностей на границе по-
лости имеет следующий вид:

(9)

Подставляя в (9) уравнения (3)–(6), получаем
уравнение для неизвестного радиуса полости h
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Решая итерационно систему уравнений (3),
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потенциал ), находим распределе-
ние среднего электростатического потенциала
ϕ(r) внутри полости и размер самой полости. Бо-
лее подробно это приближение рассматривалось
в работе [12].

ЭНЕРГИЯ 
ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ В ПРИБЛИЖЕНИИ 

КОРРЕЛЯЦИОННОЙ ПОЛОСТИ

Введем безразмерную энергию взаимодействия
для всех будущих нижних индексов u = U/(kT), где
U – размерная энергия взаимодействия. В при-
ближении корреляционной полости энергию вза-
имодействия можно представить в виде девяти
слагаемых:

(11)

где  − энергия взаимодействия внутренних
микроионов (тех, которые находятся внутри по-
лости) друг с другом,  − центрального макроио-
на и внутренних микроионов,  ‒ центрального
макроиона и внешних макроионов (которые нахо-
дятся вне полости),  − внутренних микроио-
нов и внешних макроионов,  − центрального
макроиона и внешних микроионов,  − внут-
ренних и внешних микроионов,  − внеш-
них макроионов друг с другом,  − внешних
микроионов друг с другом,  − внешних мак-
роионов и внешних микроионов. В общем виде
энергия взаимодействия записывается как

(12)

где j и k − сорт частиц (внешние микроионы, внеш-
ние макроионы, внутренние микроионы или цен-
тральный макроион полости); ϕj(r) – потенциал,
создаваемый зарядами сортов j в сфере радиуса r на
поверхности этой сферы; qknk(r) – плотность заряда
k-го сорта на расстоянии r от центра полости. Если
рассматривается заряд макроиона, то qk = −Ze, ес-
ли же заряд микроионов, то qk = e (e > 0). Более
подробно выпишем два слагаемых:

где  − потенциал, создаваемый внутрен-
ними микроионами, находящимися в сфере ра-
диуса r, на поверхности этой сферы, и
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где  − потенциал, создаваемый внешними
макроионами, находящимися в сфере радиуса r,
на поверхности этой сферы;  − потенциал,
создаваемый внешними микроионами, находящи-
мися в сфере радиуса r, на поверхности этой сферы.
Слагаемое (13) можно представить как (12), однако
запись (13) облегчает аналитические выкладки.

Найдем потенциал  при RZ ≤ r ≤ h:

(14)

где напряженность, создаваемая внутренними мик-
роионами:

(15)

 − заряд внутренних микроионов в сфере ра-
диуса r1 < h,  − полный заряд внутренних мик-
роионов (с учетом (3)):

Найдем . Для этого запишем
уравнение, аналогичное (14), но для потенциала

, создаваемого внутренними микроионами
вне полости (при r ≥ h):

(16)

Будем считать, что потенциалы всех компо-
нент, каждый по отдельности, на бесконечности
равны нулю. Тогда из (15) и (16) получим

Это приводит к выражению для потенциала,
создаваемого внутренними микроионами вне по-
лости:
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Найдем потенциал , создаваемый внеш-
ними макроионами, находящимися в сфере ради-
уса r, на поверхности этой сферы:

где  − заряд внешних (находящихся
вне полости) макроионов в сфере радиуса r1:

Так как внешние макроионы отсутствуют внут-
ри полости, то . Обнуляя по-
тенциал на бесконечности, находим

Таким образом:

По аналогии получаем потенциал, создаваемый
внешними микроионами за пределами полости:

Запишем формулы для слагаемых энергии вза-
имодействия (11). Первое и второе слагаемые с
учетом (2)
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Сумма третьего, четвертого, пятого и шестого
слагаемых, описывающих взаимодействие внут-
ренних и внешних частиц, выглядит следующим
образом:

(19)

Сумма седьмого, восьмого и девятого слагаемых,
описывающих взаимодействие частиц внешних
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На рис. 1−3 приведено сравнение результатов
расчетов энергии взаимодействия для нескольких
вариантов наборов параметров: концентрации мак-
роионов nZ и температуры системы kT. Для удобства
линии, соответствующие одинаковым приближе-
ниям, имеют на всех трех рисунках одинаковые
номера. Кривые с номером 2 (со звездами) рассчи-
таны авторами в приближении Пуассона−Больц-
мана в корреляционной полости по формулам
(11), (17)−(20) и соответствуют энергии взаимо-
действия всех макроионов и всех микроионов друг с
другом. На рис. 1 также приведена кривая 2а (с
квадратами). Она соответствует части энергии взаи-
модействия в приближении Пуассона−Больцмана
в корреляционной полости в работе [12]. Рас-
смотрим, чем эти расчеты в [12] отличаются от
выполненных в данной работе. В [12] энергия вза-
имодействия была рассчитана как

(21)

Так как ϕ(r) является средним потенциалом, то

т.е.

Два первых слагаемых описывают взаимодей-
ствие внутренних (т.е. находящихся внутри поло-
сти) частиц друг с другом, а четыре последних
представляют собой часть энергии взаимодей-
ствия внутренних и внешних (находящихся вне
полости) частиц. Корреляции частиц внутри по-
лости преобладают над корреляциями внешних
частиц друг с другом и над корреляциями внеш-
них и внутренних частиц между собой, поэтому
при достаточно больших зарядах макроиона Z ос-
новной вклад в энергию взаимодействия вносит
ее “внутренняя” часть (два первых слагаемых).
Поэтому кривая 2а на рис. 1, соответствующая
более ранним результатам [12] и рассчитанная по
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формуле (21), практически совпадает с результа-
тами данной работы (кривая 2).

Сравним результаты данной работы (кривая 2)
с более ранними. Например, в [11] энергия взаи-
модействия (кривая 5 с кружками) для двухком-
понентной системы была рассчитана как

(22)

где ϕDHH(r) – средний электростатический потен-
циал внутри полости в дебаевском приближении
(концентрация микроионов линеаризована внут-
ри полости). Из рис. 1–3 видно существенное
различие энергий взаимодействия, полученных
по формуле (22) и по уравнениям (11) и (17)–(20),
предложенным в данной работе в приближении
Пуассона–Больцмана для корреляционной по-
лости. Полагаем, что такой способ расчета пол-
ной энергии взаимодействия более корректен.
Также приведена энергия взаимодействия (кри-
вая 6 с треугольниками), рассчитанная с помо-
щью результатов работы [21].

На рис. 1–3 для сравнения представлены ре-
зультаты расчетов в других приближениях в сред-
ней сферической электронейтральной ячейке ВЗ
радиусом  с центральным макро-
ионом радиусом RZ и противоположно заряжен-
ными точечными микроионами в остальной ча-
сти ячейки. Эти расчеты соответствуют искусствен-
ному равномерному распределению микроионов
(кривая 7 на рис. 1), линеаризованному дебаев-

( )Khr DHH
0

( ) ,
2 r

Ze Zeu r
kT r →

= ϕ −

( )1/33 (4 )ZR n= π

скому распределению (штриховые кривые 4 на
рис. 1−3) и больцмановскому распределению (кри-
вые 5, приближение Пуассона‒Больцмана в
ячейке). Для расчета энергии взаимодействия в ука-
занных трех приближениях учитывалaсь энергия
взаимодействия микроионов в ячейке друг с дру-
гом и микроионов с центральным макроионом.
Таким образом, энергия взаимодействия в этих
приближениях рассчитывалась по формулам, ана-
логичным (21), с той разницей, что в этих случаях
радиус полости h заменялся на радиус ячейки R и
подставлялись соответствующие распределения
микроионов ni(r) и средний потенциал ϕ(r). В об-
щем виде потенциал в линеаризованном (дебаев-
ском) приближении выглядит следующим образом:

Рис. 1. Энергия взаимодействия в различных прибли-
жениях при nZ = 108 см–3, kT = 0.03 эВ, RZ = 1 мкм:
1 – все микроионы находятся на поверхности макро-
иона, 2 (со звездами) – приближение Пуассона–
Больцмана в корреляционной полости (расчет данной
работы), 2а (с квадратами) – часть энергии взаимо-
действия [12] (см. (21)) в приближении Пуассона–
Больцмана в корреляционной полости, 3 – энергия
взаимодействия в средней сферической ячейке ВЗ,
4 (штриховая) – линеаризованное дебаевское при-
ближение в ячейке ВЗ, 5 (с кружками) – расчет по
формулам [11] (см. (22)) в приближении Дебая–Хюк-
келя в корреляционной полости, 6 (с треугольника-
ми) – расчет по формулам [21], 7 – равномерное рас-
пределение микроионов в ячейке ВЗ.
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Рис. 2. Энергия взаимодействия в различных прибли-
жениях при nZ = 108 см–3, kT = 0.1 эВ, RZ = 1 мкм: 1 –
все микроионы находятся на поверхности макроио-
на, 2 – приближение Пуассона–Больцмана в корре-
ляционной полости (данная работа), 3 – энергия вза-
имодействия в средней сферической ячейке ВЗ, 4 –
линеаризованное дебаевское приближение в ячейке
ВЗ, 5 (с кружками) – расчет по формулам [11] (см.
(22)) в приближении Дебая–Хюккеля в корреляцион-
ной полости, 6 (с треугольниками) – расчет по фор-
мулам [21].
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Рис. 3. Энергия взаимодействия в различных прибли-
жениях при nZ = 106 см–3, kT = 0.03 эВ, RZ = 1 мкм:
обозначения как на рис. 2.
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где C1, κlin, C2 и ϕ1 – константы. Уравнение Пуас-
сона–Больцмана в дебаевском приближении ли-
неаризуется как

где nlin_i0 – концентрация микроионов на грани-
це ячейки ВЗ в дебаевском приближении. Под-
ставляя в него частное решение ϕ1, получаем
значение ϕ1 = kTi/e. Константа κlin численно вы-
числяется из условия

а константы C1 и С2 определяются из  и
. Общий вид потенциала при равномер-

ном распределении микроионов в ячейке ВЗ име-
ет следующий вид:

(23)

где C3, C4 и ϕ2 – константы, две из которых (C4 и
ϕ2) можно найти, приравняв средний потенциал
и напряженность на границе ячейки нулю. Остав-
шаяся константа C3 вычисляется при подстанов-
ке среднего потенциала (23) в уравнение Пуассо-
на–Больцмана:

Более подробно расчет энергий взаимодей-
ствия в случае ячеечного приближения представ-
лен в работе [12].

Для сравнения на рис. 1 приведена кривая 1,
соответствующая случаю, когда все микроионы
(и внутри, и снаружи полости) находятся на по-
верхности макроиона. Как и ожидалось, эта кри-
вая соответствует бóльшим значениям энергии по
абсолютной величине, чем в остальных расчетах.

На рис. 4 приведена зависимость заряда мак-
роиона от размеров полости для тех же парамет-
ров системы, что и на рис. 1.

В связи с использованием в настоящей работе
приближения Пуассона−Больцмана при расчете
равновесного профиля заряда возникает проблема
доказательства существования и единственности
такого решения. Близкая проблема анализирова-
лась в работе [15] в рамках другой постановки зада-
чи, при решении которой соответствующий про-
филь заряда находился аналитически. В данной
работе приближение Пуассона−Больцмана ис-
пользуется в рамках более сложной процедуры,
включающей использование дополнительной тео-
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ретической конструкции – так называемой корре-
ляционной полости как неэлектронейтральной
ячейки переменного радиуса, величина которого
находится в дополнительной итеративной процеду-
ре. Использование приближения Пуассо-
на−Больцмана в этой процедуре делает проблему
существования и единственности искомого реше-
ния неочевидной. При более простой постановке
задачи с использованием приближения Пуассо-
на−Больцмана для нахождения равновесного про-
филя заряда в электронейтральной сферической
ячейке ВЗ с фиксированным радиусом (см., напри-
мер, [12, 22]) проблема существования и единствен-
ности искомого профиля не вызывает опасений.
Действительно, как известно (см., например, [23,
24]), в этой постановке равновесный профиль заря-
да может быть найден в рамках вариационного под-
хода статистической механики (метода функциона-
ла плотности) как минимум функционала свобод-
ной энергии, когда в качестве корреляционного
функционала выступает выражение, где для ло-
кального уравнения состояния флюида микроио-
нов используется простейшее приближение иде-
ального газа. При этом искомый профиль микрои-
онов, обеспечивающий минимум функционала
свободной энергии, локализован между двумя пре-
делами, где указанный функционал свободной
энергии заведомо завышен: а) профилем микроио-
нов, равномерно заполняющих всю ячейку ВЗ за
исключением самого макроиона, и, напротив, б)
профилем, где микроионы сконцентрированы в ви-
де тонкой (конденсированной) пленки на поверх-
ности макроиона. Что же касается итеративной
схемы настоящей работы, использующей прибли-
жение Пуассона−Больцмана только внутри корре-
ляционной полости переменного радиуса, в то вре-
мя как вне корреляционной полости применяется
стандартное дебаевское приближение, то вопрос о
существовании и единственности решения такой

Рис. 4. Зависимость размера полости от заряда макро-
иона в корреляционной полости в приближении
Пуассона−Больцмана при nZ = 108 см–3, kT = 0.03 эВ,
RZ = 1 мкм.
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комбинированной схемы является открытым. Вме-
сте с тем, чтобы получить по возможности содержа-
тельное сравнение с результатами аналитического
подхода работы [15], где была обнаружена область
параметров, в которой задача Пуассона−Больцма-
на формально не имела решения с конечной вели-
чиной заряда макроиона, была построена зависи-
мость размера полости от заряда макроиона. Дело в
том, что вывод об области параметров, где формаль-
но отсутствует решение, был основан на получен-
ной в работе [15] зависимости заряда макроиона от
размеров ячейки (см. рис. 1 в [15]), где при некото-
ром размере ячейки заряд макроиона должен был
стремиться к бесконечности. Полученная в настоя-
щей работе зависимость, приведенная на рис. 4, ка-
чественно похожа на указанную выше. Однако за-
ряд макроиона, определенный расчетами настоя-
щей работы, должен стать слишком большим,
чтобы наблюдалась указанная асимптотическая за-
висимость.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Энергия взаимодействия, полученная в данной

работе с учетом нелинейного экранирования в при-
ближении Пуассона‒Больцмана в корреляцион-
ной полости, имеет большее по абсолютной вели-
чине значение, чем более ранние результаты [11, 21].
Основной вклад в рассчитанную энергию взаимо-
действия вносят слагаемые, отвечающие за взаимо-
действие частиц, находящихся внутри полости, т.е.
энергия взаимодействия центрального макроиона
полости с микроионами полости и энергия взаимо-
действия микроионов полости друг с другом.

Работа выполнена при финансовой поддержке
Министерства науки и высшего образования РФ
(соглашение с ОИВТ РАН № 075-15-2020-785 от
23 сентября 2020 г.).
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