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Как правило, при формулировке задач физических моделей гидродинамических процессов невоз-
можно объективно провести количественный учет большинства факторов из-за их большого мно-
гообразия и изменчивости. Также отсутствует единая и общепринятая теория массопереноса при
микро- и ультрафильтрации, что является существенным сдерживающим фактором. Следует под-
черкнуть особую сложность трансмембранного переноса при создании развитых гидродинамиче-
ских неустойчивостей переменной интенсивности, так как любое (даже незначительное) измене-
ние режимных параметров процессов микро- и ультрафильтрации приводит к различным условиям
образования (или разрушения) поверхностного слоя, что неизбежно отражается на граничных усло-
виях. В настоящей работе показана возможность адаптации однопараметрической диффузионной
модели к мембранному процессу разделения за счет учета проницаемости одной из стенок рассмат-
риваемого канала прямоугольного сечения. Изучена структура гидродинамического потока, позво-
ляющая определить поведение поля концентраций растворенного вещества на поверхности мем-
браны и оценить эффективность применяемых мероприятий, направленных на снижение концен-
трационной поляризации гидродинамическими методами за счет вариаций скорости.
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ВВЕДЕНИЕ
Наибольший научный интерес представляют

исследования, посвященные разработке конструк-
ций мембранных аппаратов, позволяющих в пол-
ной мере реализовать гидродинамические приемы
интенсификации при решении практических задач
обработки технологических жидкостей.

Дальнейшее становление теории, техники и тех-
нологии мембранных процессов связано, прежде
всего, с созданием научных подходов к разработке
мембранных процессов и оборудования, обеспечи-
вающих комплексное решение задач по разделению
(концентрированию) при развитых гидродинами-
ческих режимах, снижающих концентрационную
поляризацию. Это направление развития мембран-
ных процессов является актуальной проблемой.

Достаточно развернутое исследование процес-
сов микро- и ультрафильтрации технологических
жидкостей с использованием различных вариа-
тивных состояний гидродинамической картины в
мембранном модуле различных типов либо отсут-
ствует, либо представлено частным описанием.

Известные научные работы отечественных и за-
рубежных ученых, достигнутые практические ре-
зультаты отражают, преимущественно, узкое ре-
шение той или иной технологической задачи
применительно к конкретной конструкции мем-
бранного аппарата или установке.

Процессы массопереноса с участием полупро-
ницаемых мембран сопровождаются перемеще-
нием материальных потоков обрабатываемой
технологической жидкости, газа или твердой фа-
зы. В реальных условиях процессы мембранной
обработки всегда осуществляются с участием не-
скольких фаз, взаимодействие которых представ-
ляет повышенный научно-практический инте-
рес. Изучение гидродинамики мембранных про-
цессов, ввиду их высочайшей сложности и
специфики, позволяет на сегодняшний день со-
здать теоретические описание в общем виде и
только для одной фазы или компонента. В этом
случае приходится прибегать к использованию
приближенных описаний внутренней структуры
потоков, характеризующейся степенью переме-
шивания, определяющей поле концентраций и
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температуры обрабатываемой технологической
жидкости. Поскольку в каналах мембранных ап-
паратов происходит, главным образом, только про-
дольное и радиальное перемешивание, то наиболее
удобно использовать для теоретического описания
именно диффузионную математическую модель.
Для ее адаптации к мембранному процессу разделе-
ния требуется учет проницаемости одной из стенок
рассматриваемого канала прямоугольного сечения.
Изучение структуры потоков, в конечном итоге,
позволит определить поведение поля концентра-
ций растворенного вещества на поверхности
мембраны и оценить эффективность применяе-
мых мероприятий, направленных на снижение
концентрационной поляризации.

Математическим моделированием мембран-
ных процессов в условиях концентрационной по-
ляризации, нахождением концентрации раство-
ренного вещества в примембранной области за-
нимались авторы работ [1–8].

Целью данной работы являлось создание такой
математической модели движения вязкой несжи-
маемой жидкости в мембранном канале прямо-
угольного сечения, которая бы позволила, с одной
стороны, определить гидродинамическую состав-
ляющую для характеристики эффективности при-
меняемых способов снижения концентрационной
поляризации, а с другой – параметр, учитываю-
щий удельную проницаемость мембраны.

ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ
При формулировке физической модели мас-

сопереноса в процессах микро- и ультрафильтра-
ции технологических жидкостей допускается ис-
пользование математического описания линей-
ной термодинамики необратимых процессов с
использованием условий термодинамического
равновесия по компонентам разделяемых смесей
в примембранной области [9–11].

Выделим некоторый элемент мембранного ка-
нала (рис. 1), длина которого l, высота h, по кото-
рому под давлением Р движется поток разделяе-

мой технологической жидкости с заданным рас-
ходом G0 на входе и Gк – на выходе. Поток
пермеата, прошедшего через мембрану, составля-
ет величину ∆G.

Основные допущения при создании физиче-
ской модели:

1. При стационарном режиме массопереноса
концентрация вещества на входе в пору мембра-
ны всегда равна концентрации на выходе.

2. Поток пермеата ∆G вдоль поверхности рас-
сматриваемой мембраны длиной l имеет постоян-
ную величину.

3. Отсутствие нелинейных эффектов любой
природы.

4. Расход исходной технологической жидкости
G0 всегда больше расхода получаемого пермеата
∆G, т.е. G0  ∆G.

5. Рассматривается абсолютно плоская мембрана.
6. Исходная технологическая жидкость одно-

родна по составу, газовая фаза отсутствует.
Запишем уравнения движения вязкой несжи-

маемой жидкости для элементарного объема раз-
деляемой жидкости, движущейся вдоль поверх-
ности мембраны в декартовой системе координат
0(x, y) со скоростью 

(1)

(2)

где D – коэффициент диффузии, м2/с; с – концен-
трация раствора в рассматриваемом объеме, мас. %.

В общем случае выражения (1) и (2) можно
привести к следующей форме:

(3)

Формулировка граничных условий запишется
в виде

(4)

(5)

(6)

где k – проницаемость мембраны по длине кана-
ла, м3/(м2 с).

Приведем уравнение (3) к безразмерному виду:

(7)
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Рис. 1. Графическая интерпретация физической модели.
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В уравнение (7) входят концентрация, ско-
рость, коэффициент диффузии, а также параметр,
характеризующий геометрию мембранного кана-
ла. Именно математическая модель с данными па-
раметрами представляет научно-практический
интерес.

Синтез уравнений модели. На основе выбранной
физической модели применительно к решаемой
задаче переходим к построению математической
модели. Для этого полученная физическая модель
процесса была подвергнута упрощению путем вво-
да следующих безразмерных переменных:

(8)

где x, y – продольная и поперечная координаты,
отчитываемые от нижней кромки мембранного
канала высотой h; c(x, y) и c0 – текущая и при вхо-
де в мембранный канал концентрации разделяе-
мого раствора, мас. %;  и  – скорости разделя-
емого продукта в канале, м/с; k – проницаемость
мембраны, м3/(м2 с).

С учетом безразмерных переменных (8), урав-
нение (7) можно переписать в виде

(9)

где Pe = ( )/D – диффузионный критерий Пекле,

(10)

(11)

(12)

В результате проведенного синтеза уравнений
модели получена система дифференциальных
уравнений в частных производных в безразмерном
виде. В уравнениях (11) и (12) величины Ре и K яв-
ляются параметрами модели.

Анализ математической модели. Введем новую
переменную

(13)

тогда система дифференциальных уравнений
(9)–(12) запишется в следующем виде:
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Для решения уравнений (14)–(17) применим
интегральное преобразование Лапласа по пере-
менной х:

(18)

(19)

(20)

где s и NL(s, Y) – изображения X и N(X,Y) по Ла-
пласу.

Перепишем уравнение (18) в виде

(21)

Равенство (21) представляет собой линейное
дифференциальное уравнение в обыкновенных
производных с постоянными коэффициентами.
Решим данное уравнение. Составим характери-
стическое уравнение вида

(22)

где λ – характеристическое число.
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Перепишем уравнение (24) через гиперболиче-
ские функции:

(25)

Вычислим производную по Y от решения урав-
нения (25):

(26)

Найдем значения NL(s, 0), NL(s, 1), dNL(s, 0)/dY,
dNL(s, 1)/dY:
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Полученные выражения (27)–(30) подставим в
краевые условия (19)–(20) и получим систему
двух линейных уравнений для определения кон-
стант интегрирования С1 и С2. Подставим выра-
жения (27)–(30) в уравнение (19):

(31)

Введем обозначения

(32)

и преобразуем выражение (31) с учетом обозначе-
ний (32):

(33)

Сделаем перегруппировку в выражении (33):
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Окончательно имеем

(36)

Подставим теперь (27) и (29) в (20):

(37)

(38)

Приступим к решению уравнений (36), (37) и
(38) относительно С1 и С2:

(39)

(40)

(41)

Из (39)–(41) следует

(42)

(43)

На основании (25), (42) и (43) решение (18)–
(20) имеет следующий вид:

(44)

Легко показать, разделив числитель и знаме-
натель выражения (44) на а, что NL(s, Y) есть от-
ношение бесконечных полиномов, причем поря-
док полинома в знаменателе выше, чем в числи-
теле. В этом случае для перехода к оригиналу для
выражения (44) можно воспользоваться теоремой
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обращения Ващенко–Захарченко. В связи с этим
представим в обобщенном виде выражение (44):

(45)

тогда

(46)

где sn – корни уравнения ψ(s) = 0.
Выпишем это уравнение, полагая, что

(47)

имеем

(48)

или с учетом того, что b = VPe/2, получим

(49)

Из выражения (49) следует, что s0 = 0, а осталь-
ные корни находятся из уравнения

(50)

Если иметь в виду, что левая часть выражения
(50) должна быть обобщенным полиномом, то
выражение (50) перепишется в виде

(51)

Разделим выражение (51) на 

(52)

(53)

(54)

Физическому смыслу задачи отвечают только
вещественные отрицательные корни sn (см. выра-
жение (46)), при этом аргумент гиперболического
тангенса может быть или вещественным,

(55)
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или мнимым

(56)

В связи с этим получаем соответственно два
вида характеристических уравнения:

(57)

(58)

Исследуем уравнения (57) и (58).
1. Пусть V < 2K, тогда из уравнения (57) следу-

ет, что правая часть

(59)

причем

(60)

Числитель последнего выражения представим
в виде

(61)

λ = μ = −, 1.i i

μ = μ − − μ2th 4 Pe [ ( 2 ) 4 ],K V V K
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f K V V K

K V V K

− + μ =24 Pe ( 2 ) 16 Pe 0,K V V K K

(62)

В этом случае уравнение (57) не имеет корня
(рис. 2).

Рассмотрим уравнение (58) при таком же
предположении, т.е. V < 2K. Правая часть урав-
нения (58) имеет разрыв 2-го рода в точке μ* =
=

Исследуем функцию

(63)

Очевидно, что при μ < μ*f(μ) < 0, а при μ >
> μ*f(μ) > 0, поэтому появляется дополнитель-
ный корень μд (рис. 3), а остальные корни нахо-
дятся в интервалах

(64)

В этой же связи отметим случай, когда μ* <
< 1/2π (рис. 4).

2. Пусть V > 2K. Уравнение (57) имеет допол-
нительный корень (рис. 5). Причем точка раз-
рыва 2-го рода определяется из равенства нулю
знаменателя правой части уравнения (57), т.е.

Вычислим производную правой части уравне-
ния (57):

(65)

или

(66)

Найдем значение f '(μ) при μ = 0: f'(0) =
= 4KPe/[V(V – 2K)].

Легко показать, что f'(0) = 4KPe/[V(V – 2K)] и
для левой части (57). Продолжая анализировать,
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Рис. 2. К определению корней уравнения (57): 1 – thμ;
2 – 4KPeμ/[V(V – 2K) – 4μ2].
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Рис. 3. К определению корней уравнения (58): 1 – tgμ; 2 – 4KPeμn/[V(V – 2K) + 4μ2].
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вычислим значения производных левых частей
уравнений (57) и (58):

(67)

Следовательно, рис. 5 соответствует случаю, когда

(68)

В этом случае множество корней уравнения
(57) показано на рис. 6.

В случае, когда 4KPe/[V(V – 2K)] > 1, уравне-
ние (57) не имеет корней (рис. 7), а уравнение (58)
приобретает дополнительный корень на отрезке 0
и 1/2π (рис. 8).

Если же выполняется условие 4KPe/[V(V – 2K)] =
= 1, то дополнительный корень μд = 0 и, в конеч-
ном итоге, он становится корнем кратности два.

3. Пусть V = 2K. В этом случае уравнения (57) и
(58) вырождаются в уравнения следующего вида:

(69)

(70)

Уравнение (69), как видно из рис. 9, не может
иметь корней ни при каких условиях, а дополни-
тельный корень μд находится в интервале 0 < μд <
< 1/2π (рис. 10).

Выяснив ситуацию с характеристическими чис-
лами решения, приступим теперь к выяснению
окончательного вида структуры решения (46).

Итак, выпишем вновь вид ψ(sn):

(71)
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Вычислим ψ'(s):

(72)

Поскольку λ = 1/4(VPe)2 + Pes, то  = Pe, по-
этому (72) примет следующий вид:
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Рис. 4. К определению корней уравнения (58): 1 – tgμ; 2 – 4KPeμn/[V(V – 2K) + 4μ2].
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Рис. 5. К определению корней уравнения (57): 1 – thμ;
2 – 4KPeμ/[V(V – 2K) – 4μ2].
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(73)

Выпишем теперь ϕ(s, Y):
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Рис. 6. К определению корней уравнения (58): 1 – tgμ; 2 – 4KPeμn/[V(V – 2K) + 4μ2].

0

1

1

1 1

2

μ1

μ

μ2 μ3 μ4
π/2

3π/2 5π/2 7π/2 9π/2

Рис. 7. К определению корней уравнения (57): 1 – thμ; 2 – 4KPeμ/[V(V – 2K) – 4μ2].
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Рис. 8. К определению корней уравнения (58): 1 – tgμ; 2 – 4KPeμn/[V(V – 2K) – 4μ2].
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(75)

Запишем выражение (73) и (74) для случаев: при 

(76)

(77)

при 

(78)

(79)

На основании проведенного анализа матема-
тической модели запишем окончательно реше-
ние поставленной задачи:

(80)

при V ≤ 2K: F(X, Y) = 0;

при V > 2K и 4KPe/[V(V – 2K)] > 1: F(X, Y) = 0;

при V > 2K и 4KPe/[V(V – 2K)] < 1;

(81)
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(82)

(83)

(84)

где μ – корень уравнения

(85)
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Рис. 10. К определению корней уравнения (70): 1 – tgμn; 2 – 4KPe/μn.
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(87)

(88)

где μn – корень уравнения

(89)

Графическая интерпретация результатов рас-
чета профилей концентраций разделяемого рас-
твора в мембранном канале прямоугольного се-
чения при различных входных параметрах K, V, Pe
представлена на рис. 11.

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ЧАСТЬ
Исследования процесса микрофильтрации пива

нефильтрованного непастеризованного осуществ-
ляли на экспериментальной установке (рис. 12),
состоящей из баллона 1 со сжатой пищевой газо-
вой смесью “BIOGON”, емкости 2 с фильтруе-
мым пивом, манометров 3, насоса 4, плоскорам-
ного мембранного модуля 5 (рис. 13), приемной
емкости 6 осветленного продукта, коммуникаций
с вентилями, стеклянной трубки с делениями для
измерения скорости процесса, мерного цилиндра
с колпаком для осветленного пива (на рисунке не
показаны).

Организация экспериментальных исследова-
ний проточной микрофильтрации пива своди-
лась к следующей последовательности. Вначале
мембранный модуль заполняли стерильной во-
дой для полного вытеснения из системы воздуха
через патрубки отвода пермеата и ретентата. За-
тем из расходной емкости насосом подавали не-
фильтрованное пиво, вытесняя им воду. Затем
краном на линии отвода концентрата, на основа-
нии показаний манометра, устанавливали необ-
ходимый перепад давлений. Удельная проница-
емость ядерного фильтра оценивалась по объему
пермеата в стеклянной трубке, получаемого за
определенный период времени.

Микрофильтрация пива при проточном режи-
ме организации процесса проводилась при следу-
ющих технологических параметрах: температура
2–6°С, рабочее давление 0.08–0.25 МПа, ско-
рость разделяемого потока над поверхностью
мембраны 2–3 м/с.

С увеличением скорости разделяемого потока
над мембраной можно показать линейный рост
проницаемости ядерного фильтра с разрешаю-
щей способностью 0.90 мкм (рис. 14). При дости-
жении скоростей потока до величин 3.5–4.5 м/с
проницаемость мембран достигала значений
45.6 × 10–6 (кривая 3), 48.7 × 10–6 (кривая 2) и 52.3 ×
× 10–6 м/с (кривая 1) для высот мембранного ка-

−
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μ = μ − + μ2tg 4 Pe [ ( 2 ) 4 ].n n nK V V K

нала 2.7, 1.47 и 0.5 мм соответственно. При вы-
бранном диапазоне тангенциальной скорости
3.5–4.5 м/с и правильной организации гидравли-
ческой системы мембранной установки можно
предотвратить оседание частиц белковых взве-
сей, дрожжей и бактерий на ядерном фильтре. Ве-
личина потерь давления для плоскорамного мем-
бранного модуля составит не более 0.2–0.3 МПа.

Превышение диапазона тангенциальной ско-
рости сопровождается существенными потерями
давления до 0.6–0.8 МПа, что нерационально по
причине увеличивающихся энергетических за-
трат. Следует подчеркнуть, что проведение экс-
периментов при тангенциальной скорости свыше
5 м/с сопровождалось существенным увеличени-
ем объема образующего концентрата, с большим
количеством целевого компонента. Концентрат
для более глубокой очистки вынуждены были
возвращать в циркуляционный контур, что при-
водило к ухудшению качества разделяемого про-
дукта.

Для того чтобы изменить высоту мембранного
канала плоскорамного мембранного модуля, ис-
пользовали комплект прокладок высотой 0.5, 1.45 и
2.7 мм. Анализ полученной зависимости (рис. 15)

Рис. 11. Поперечные профили концентраций разде-
ляемого раствора в мембранном модуле плоскорам-
ного типа: (а) – K = 1.5; V = 0.2; Pe = 2; (б) – K = 0.6;
V = 1.2; Pe = 2.
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говорит о существенном влиянии высоты мембран-
ного канала в момент формирования слоя высо-
кой концентрации на ядерном фильтре.

Через 5–10 мин ведения процесса проницае-
мость ядерного фильтра составляла (55–58) ×
× 10–6 м/с в мембранном канале высотой 0.5 мм
(кривая 1). Как показывает кинетическая зависи-
мость, кривые 1–3 проницаемости постепенно
выходят на постоянный уровень, что свидетель-
ствует о малозначащем влиянии высоты мем-
бранного канала по истечении определенного
времени. Режим движения жидкости в мембран-
ном канале напрямую влияет на слой высокой
концентрации, т.е. с увеличением высоты канала
уменьшается величина тангенциальной скоро-

сти, число Рейнольдса также уменьшается и, как
следствие, падает проницаемость мембраны из-за
образования слоя высокой концентрации на ее
поверхности [12–14].

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

Полученные в результате вычислений профили
концентраций растворенного вещества позволяют

Рис. 14. Зависимость удельной скорости микрофиль-
трации пива на трековой мембране с размером пор
0.90 мкм от величины тангенциальной скорости в
мембранном канале различной высоты, мм: 1 – 0.5;
2 – 1.45; 3 – 2.7.
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Рис. 12. Экспериментальная установка для исследования проточной микрофильтрации: 1 – баллон со сжатой пище-
вой газовой смесью “BIOGON”; 2 – емкость с фильтруемым пивом; 3 – манометр; 4 – насос; 5 – плоскорамный мем-
бранный модуль; 6 – приемная емкость осветленного продукта.
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Рис. 13. Фотография плоскорамного мембранного
модуля.
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сделать вывод о характере гидродинамических
условий в канале мембранного аппарата. Для бо-
лее объективной картины расчеты проводили при
числе Ре = 2. При этом случай, при котором вели-
чины безразмерной проницаемости K = 1.5 и без-
размерной скорости V = 0.2, является наиболее
предпочтительным для изучаемого мембранного
процесса микрофильтрации, так как характер по-
ведения профилей концентраций предполагает
создание таких гидродинамических условий, при
которых обеспечивается и проницаемость мем-
браны, и снижение концентрации растворенного
вещества на ее поверхности по длине рассматри-
ваемого канала. Такие результаты говорят об эф-
фективности проводимых мероприятий по сниже-
нию концентрационной поляризации на поверх-
ности мембраны при помощи гидродинамических

методов воздействия на слой высокой концентра-
ции, например, за счет вариаций скорости разделя-
емого потока.

Важнейшей характеристикой гидродинами-
ческой структуры потока является коэффициент
продольного перемешивания, который можно вы-
числить через статистические параметры диффе-
ренциальной функции распределения времени
пребывания индикатора в канале мембранного ап-
парата, получаемой экспериментально с помо-
щью импульсного метода. Однако эксперимен-
тальный мембранный модуль имел небольшие
геометрические размеры (длина мембранного
канала l = 0.15 м; высота мембранного канала h =
= 2.7 × 10–3 м), а при скорости движения 2.5–
3.5 м/с разделяемый поток находился в мембран-
ном канале менее 1.0–1.5 с, поэтому выполнить
достоверные измерения концентрации индика-
тора на выходе из мембранного модуля не пред-
ставлялось возможным. Также практически не-
возможно определить существующими инстру-
ментальными методами характер распределения
поля концентраций растворенного вещества по
высоте и длине мембранного канала с данными
геометрическими размерами.

Поэтому определение практических значений
числа Pe с целью его сравнения с результатами,
полученными по математической модели, осу-
ществляли на основании экспериментальных
значений тангенциальной скорости потока.

Исходные данные для расчета: плотность пива
ρ = 1018.6 кг/м3; динамическая вязкость пива при
температуре микрофильтрации (t = 2°С) ξ = 2.816 ×
× 10–3 Па с.

Для приближенного расчета коэффициента тур-
булентного перемешивания Ре использовали урав-
нения Тейлора [15]. Результаты вычислительного
эксперимента удовлетворительно согласуются с
экспериментальными данными для скорости пото-
ка 2.5 м/с и мембранного канала высотой 2.7 мм. В

Таблица 1. Параметры, определяемые на основании результатов эксперимента

Линейная 
скорость, 

м/с
Re Re–0.25

Коэффициент 
сопротивления 

Блазиуса
Re0.125 Pe

Коэффициент 
продольного 

перемешивания, м2/с

2.5 2717 0.1385 0.0437 2.68 2.04 0.183

3 3260 0.1323 0.0418 2.74 2.08 0.215

3.5 3804 0.1273 0.0402 2.80 2.12 0.246

4 4347 0.1231 0.0389 2.84 2.16 0.277

Рис. 15. Зависимость удельной скорости микрофиль-
трации пива на трековой мембране с размером пор 0.90
мкм от продолжительности процесса в мембранном ка-
нале различной высоты, мм: 1 – 0.5; 2 – 1.45; 3 – 2.7.
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таблице приведены параметры, определяемые на
основании результатов эксперимента.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе показана возможность
адаптации однопараметрической диффузионной
модели к мембранному процессу разделения за
счет учета проницаемости одной из стенок рас-
сматриваемого канала прямоугольного сечения.
Изучена структура гидродинамического потока,
позволяющая определить поведение поля кон-
центраций растворенного вещества на поверхно-
сти мембраны и оценить эффективность применя-
емых мероприятий, направленных на снижение
концентрационной поляризации гидродинамиче-
скими методами за счет вариаций скорости. Ввиду
практических сложностей вычисления характера
распределения поля концентраций растворенного
вещества по высоте и длине мембранного канала
существующими инструментальными методами,
показана возможность оценки коэффициента эф-
фективного перемешивания Ре с помощью урав-
нений Тейлора по практическим значениям тан-
генциальных скоростей разделяемого потока.
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