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ВВЕДЕНИЕ

Непрерывное развитие химических и нефтехи-
мических технологий требует поиска новых подхо-
дов для расширения методов математического моде-
лирования процессов, лежащих в их основе. Углуб-
ленное теоретическое исследование физических
процессов всегда сопровождается анализом и уточ-
нением математических моделей, что приводит к бо-
лее сложным определяющим уравнениям, описыва-
ющим физико-химические процессы. Это непо-
средственно относится к явлениям движения
несжимаемых сред (жидкостей или газов), которые
описываются уравнениями Навье–Стокса. Нели-
нейность уравнения движения жидкости способ-
ствовала появлению различных упрощенных пред-
ставлений системы Навье–Стокса для того, чтобы
получить теоретические сведения о потоке жидкости
для дальнейшего использования в практической де-
ятельности.

В данном направлении очень трудно переоце-
нить роль точных решений уравнений Навье–
Стокса. Несмотря на определенные успехи в вы-
числительной гидродинамике, построении боль-
шого числа моделей турбулентности, используе-
мых в прикладных расчетах потоков несжимае-
мых сред, остается открытым вопрос о способах
передачи импульсов в жидкости. Представляется,
что именно точные решения и их дальнейшее
обобщение с подробнейшим исследованием их
области применимости позволят ответить на
многие вопросы, которые ждут своего ответа.

Известно, что не существует алгоритмов ана-
литического решения системы уравнений На-
вье–Стокса, поэтому на первый план при инте-
грировании уравнений движения вышли классы
точных решений. Под классами решений понима-
ют определенную структуру гидродинамических
полей, которая определяется непосредственно из
уравнений Навье–Стокса. Понятно, что в запасе у
исследователя всегда только небольшое количе-
ство частных решений уравнений движения, но
даже в этом случае бывает чрезвычайно затруд-
нительно исследовать редуцированную систему
дифференциальных уравнений с различными
свойствами, наследовавших нелинейные свой-
ства уравнений Навье–Стокса.

Важную роль при исследовании изотермических
течений вязких несжимаемых жидкостей играет класс
точных решений, который характеризуется линейной
зависимостью скоростей от части координат [1]. Дан-
ный класс, предложенный изначально для уравнений
магнитной гидродинамики Ц.Ц. Линем [2], по край-
ней мере, дважды был заново описан в работах [3, 4]
для точного интегрирования уравнений естественной
конвекции несжимаемой жидкости.

Большинство известных точных решений уравне-
ний Навье–Стокса принадлежит этому классу. В по-
следнем обзоре [1], в котором рассматривались точные
решения, линейно зависящие от части координат, со-
держалось описание не только известных к тому време-
ни классических результатов, но и много новых точных
решений, полученных авторами публикации. После
публикации обзора [1] появилось некоторое количе-
ство работ, в которых развиты идеи дальнейшего ис-
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пользования класса Линя–Сидорова–Аристова. Ука-
жем только некоторые направления дальнейшего
обобщения изотермического класса решений.

Структура класса Линя–Сидорова–Аристова бы-
ла использована при построении точных решений
уравнений термодиффузии [5]. Важно отметить ис-
пользование точных решений при описании реоло-
гических жидкостей [6–8] и сред, в которых ярко
проявляются эффекты запаздывания [9, 10]. В ста-
тьях [12, 13] было показано, что благодаря этому
классу оказалось возможным построить точные ре-
шения уравнений Навье–Стокса, которые описыва-
ют возникновение закрутки в жидкости и формиро-
вание противотечений в изотермических потоках.
Исследования конвективных и концентрационных
течений вязкой несжимаемой жидкости в рамках
этого класса осуществлялось в работах [13–22].

В данной статье предложено обобщение клас-
са решений, в котором скорости линейно зависят
от части координат. Решения приводятся для
изотермической жидкости.

КЛАСС РЕШЕНИЙ
ДЛЯ ПОЛНОЙ СИСТЕМЫ

Уравнения Навье–Стокса вязкой несжимае-
мой жидкости или газа, как известно, являются
квадратично нелинейными [1]:

(1)

(2)
В системе (1), (2) использованы следующие
обозначения:  – скорость
жидкости;  – кинематическая (молекулярная)
вязкость;  – давление, нормированное на по-
стоянную плотность несжимаемой среды; F(t,
x, y, z) = (A, B, C) – поле массовых сил.

Построение нового класса точных решений
системы (1) начнем с задания структуры горизон-
тальных (продольных) скоростей  и  обобща-
ющей класс решений, в котором скорости линей-
но зависят от части координат [1–5]. Рассмотрим
скорости  и  в виде квадратичной формы по
горизонтальным координатам:

(3)

Отметим, что коэффициенты квадратичных
форм (3)   где  зависят от поперечной
координаты  и времени t.

Для определения скорости  подставим поли-
номиальные представления скоростей (3) в урав-
нение несжимаемости (2), получим
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Из уравнения (4) следует представление верти-
кальной (поперечной) скорости в потоке вязкой
несжимаемой жидкости:

(5)

где  
Для определения структуры выражения, описы-

вающего давление P и массовые силы  в вязкой
несжимаемой жидкости, проанализируем степени
многочленов по горизонтальным координатам в
системе (1). Для начала заметим, что после диффе-
ренцирования функций  и  по координатам x и
y степень многочленов (3) равняется единице. Та-
ким образом, степень многочлена в левой части в
уравнении (1), спроецированном на оси  и 
равняется трем. Очевидно, что решение (3) и (5)
формируют поле давления в следующем виде:

(6)

Здесь  
Уточним вид зависимости коэффициентов в

выражении (6) для давления от координаты и вре-
мени. Подставляя в проекцию уравнения сохра-
нения импульсов (1) на ось  гидродинамиче-
ские поля (3), (5), (6), получим зависимость этого
уравнения только от слагаемых, у которых сте-
пень горизонтальных координат не превосходит
двух. Таким образом, при отсутствии массовых
сил  коэффициенты, стоящие перед одно-
членами (6) степени три и четыре, зависят только
от времени. При изучении стационарных процес-
сов эти коэффициенты становятся постоянными
числами и определяются граничными значения-
ми, если вектор  определяется формулами
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В (7)    Cj = Cj(z, t),

Таким образом, выражения для скоростей (3), (5) и
полей давления (6) и массовых сил (7) формируют но-
вый класс точных решений уравнений Навье–Стокса.

Для нахождения неизвестных функций, опре-
деляющих поле скоростей (3), (5) и давления (6),
необходимо подставить их в систему уравнений
(1), (2). После подстановки неизвестных функ-
ций, входящих в (3), (5), (6), с учетом массовых
сил (7) получим систему уравнений

(8)
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Система уравнений (8) состоит из тридцати
восьми уравнений для определения тридцати не-
известных функций. Следовательно, система (8)
является сильно переопределенной. Таким обра-
зом, для нахождения точных решений уравнений
Навье–Стокса необходимо найти нетривиальное
решение системы (8).

Отметим, что при равенстве нулю конвектив-
ной производной в уравнении (1) система уравне-
ний (8) будет состоять из тридцати уравнений,
поскольку функции      в (7) будут
тождественно равны нулю.

КЛАСС ТОЧНЫХ РЕШЕНИЙ
ДЛЯ ВРАЩАЮЩИХСЯ ЖИДКОСТЕЙ

Характерной особенностью класса точных ре-
шений (3), (5)–(7) является зависимость верти-
кальной компоненты завихренности  от гори-
зонтальных координат:

Остальные две компоненты вектора завихренности
зависят от горизонтальных координат по квадра-
тичному закону. Для примера приведем

Данное свойство поля скоростей (3) означает, что
класс (3), (5)–(7) справедлив для описания вихре-
вых движений жидкостей, в том числе и верти-
кально завихренных.

Запишем далее уравнения движения, связыва-
ющие силу Кориолиса, градиенты давления, вяз-
кие при отсутствии массовых сил, которые опи-
сывают вращение вязкой несжимаемой жидко-
сти. В этом случае уравнение (1) модифицируется
следующим образом:

(9)

Здесь  определяет вектор угловой скорости вра-
щения жидкости  =  а r =
= (x, y, z) – радиус-вектор, описывающий поло-

жение жидкой частицы;  –

модифицированное давление.

Анализируя уравнение (9), получим класс точ-
ных решений:

(10)

В (10) решение для угловой скорости записано в
векторно-матричном виде. Следовательно, пред-
ставление каждой компоненты вектора угловой ско-
рости (9) совпадает с выражением для вертикальной
скорости (5). Наличие слагаемых с четвертой степе-
нью относительно координат x и y обусловлено yна-
личием в линейных уравнениях (9) сил инерции

 Если вычислить векторное произведение
 в силу формул (10) для линейных скоростей и

вектора угловой скорости, то получим зависимость
силы инерции от координат x и y по кубическому за-
кону. Интегрирование по этим координатам позво-
ляет построить решение (10) для давления.

Для нахождения тридцати девяти неизвестных
функций, формирующих класс точных решений
(10), получим систему уравнений, аналогичную си-
стеме (8), состоящую также из тридцати девяти
уравнений. Таким образом, полученная система
уравнений будет определенной и совместной, а ее
решение позволяет описывать неоднородно враща-
ющуюся жидкость в аппаратах химической техно-
логии, при перемешивании металлов или при моде-
лировании морских и океанических течений.

Отметим, что класс точных решений (10) спра-
ведлив при описании вращающихся вязких несжи-
маемых жидкостей при наличии сил инерции:

(11)

При необходимости учета поля массовых сил в
системах (9) или (11) точные решения (10) могут
быть представлены аналогично формулам (7).

Отметим некоторую двойственность класса
решений (3), (5)–(7), (10). При помощи точного
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решения (8) уравнения (1) можно осуществлять
исследование движения вращающейся жидкости.
Непосредственной подстановкой (8) в (1) можно
получить условия, при которых данные формулы
описывают вращение жидкости, совпадающие с
системой, которая может быть получена при ис-
пользовании гидродинамических полей (8), (10)
при решении (9). Двойственность при интегриро-
вании уравнений движения жидкости посред-
ством классов точных решений (8), (10) возника-
ет из-за того, что существует обратимое преобра-
зование перехода из инерциальной системы
координат в неинерциальную систему [1].

ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ, ОПИСЫВАЮЩЕЕ 
ПОЛЗУЩИЕ ТЕЧЕНИЯ

Рассмотрим пример точного решения (3), (5),
(6), (7), описывающего стационарное плоское
движение вязкой несжимаемой жидкости в при-
ближении Стокса при отсутствии массовых сил. В
этом случае система (1) редуцируется к векторно-
му уравнению вида

(12)

Уравнение несжимаемости жидкости (2) остается
без изменений.

Движение жидкости в бесконечном слое ха-
рактеризуется гидродинамическими полями вида

Граничные условия, необходимые для вычис-
ления частного решения системы (8), записыва-
ются следующим образом. На горизонтальной
границе  выполнено условие прилипания:

Верхняя граница  является плоской, на
которой задана скорость и давление:

νΔ = ∇V .P

= + + = +

= + + +

2

1 2 3 1 2

2 3

1 2 3 4

, ,
2

.
2 6

x z
xV U xU U V W xW

x xP P xP P P

= 0z

= = 0.x zV V

=z h

= + +

= + + +

2

1 2

2 3

1 2 3

,
2

.
2 6

x
xV A xA A

x xP S xS S S

Точное решение краевой задачи имеет следую-
щий вид:

(13)

Полученное решение (13) не может быть ис-
пользовано при описании движения идеальных
сред, поскольку оно зависит от диссипативного
параметра  по гиперболическому закону.

Поле скоростей (13) в безразмерных перемен-
ных записывается следующим образом:

(14)

Здесь   – число Рейнольдса и

Галилея соответственно;   

   где h – толщина слоя, l –

характерный горизонтальный масштаб.
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и   возможны при выполнении сле-

дующих неравенств, связывающих управляющие
параметры краевой задачи:

При выполнении данных неравенств у соот-
ветствующих скоростей возможно существова-
ние только одной застойной точки. Аналогично
можно получить оценки на безразмерные пара-
метры

для скоростей  и  соответственно, при вы-
полнении которых существует одна застойная
точка. Два нулевых значения, как показывает
анализ выражений (14), может принимать ско-
рость  Таким образом, обобщение класса ре-
шений с пространственным ускорением позволя-
ет моделировать противотечения в вязкой несжи-
маемой жидкости при постоянной температуре.

ОБОБЩЕНИЕ КЛАССА РЕШЕНИЙ

После построения нового класса точных реше-
ний (3), (5), (6), (7), обобщающего известное се-
мейство, характеризующееся линейностью ско-
ростей по части координат [1], естественным ока-
зывается вопрос о возможности учета мономов по
горизонтальным координатам более высокого
порядка.

Для начала рассмотрим конвективную произ-
водную в уравнении (1) в виде  где

 – постоянный вектор. Данная ап-
проксимация соответствует приближению Озее-
на и, как частный случай, течению Стокса. Си-
стема уравнений (1), (2) в этом случае является
линейной, поэтому справедливо следующее точ-
ное решение:

(15)
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Здесь формы     определяются выраже-
ниями

где  – число сочетаний без повторе-

ний. Отметим, что массовые силы записываются
аналогично давлению в (6), (7). Уравнения для
определения неизвестных функций в (15) получа-
ются аналогично системе (8).

При нахождении точного решения нелиней-
ной системы Навье–Стокса (1), (2) поле скоро-
стей соответствует точному решению (15), а дав-
ление в этом случае имеет следующий вид:

(16)

Очевидно, что вектор массовых сил  будет
иметь такую же структуру: для линеаризованной
системы (1), (2)–(15), для полной системы (1),
(2)–(16). Таким образом, при построении точных
решений нелинейных уравнений Навье–Стокса
степень горизонтальных координат силовых по-
лей намного больше увеличивается по сравнению
с гидродинамическими полями линеаризованной
системой. Заметим, что если рассматривать точ-
ное решение (15), (16) для уравнений вращаю-
щейся жидкости (9) или (11), то, как было показа-
но, каждая компонента вектора угловой скорости
записывается аналогично представлению (10) от-
носительно вертикальной скорости 

В качестве последнего замечания по анонси-
рованным новым точным решениям уравнений
движений несжимаемых сред (в том числе неод-
нородно вращающихся) укажем обобщения при-
веденных решений относительно кинематиче-
ской (динамической) вязкости. Существует воз-
можность замены диссипативного постоянного
коэффициента ν тензором второго ранга 
где  определяющим вязкие свойства жид-
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кости или газа. В этом случае решения (3), (5)–
(7), (10) и (15), (16) будут также удовлетворять
уравнениям Навье–Стокса (1), (9), (11), (12) и
уравнению несжимаемости (2).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе приведен ряд новых клас-
сов точных решений уравнений Навье–Стокса,
полученных в результате обобщения класса ре-
шений относительно скоростей, линейных по
двум координатам. Сначала приведено семейство
точных решений, которое характеризуется квад-
ратичными формами горизонтальных скоростей
и линейной формой вертикальной скорости для
нелинейных и линеаризованных уравнений. При-
ведены решения для вращающихся жидкостей.
Характерной особенностью полученных в статье
решений является учет массовых сил в уравнени-
ях движения вязкой несжимаемой жидкости.

Работа выполнена в рамках комплексной про-
граммы УрО РАН “Математические основы вы-
числительных и информационных технологий”
(проект № 18-1-1-5).

ОБОЗНАЧЕНИЯ

A значение скорости на верхней гра-
нице в формулах (13), м/с

градиент скорости  на верхней гра-
нице в формулах (13), 1/с

коэффициент при  скорости 
на верхней границе в формулах (13), 
1/(м с)

  …,  
  …,
  …,

функции, определяющие структуру 
точного решения поля массовых сил

 безразмерные параметры, характери-
зующие отношения скоростей
на верхней границе слоя жидкости

 безразмерные параметры, характери-
зующие отношения давления на верх-
ней границе слоя жидкости

число сочетаний без повторений

F(t, x, y, z) =
= (A, B, C)
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