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Приведены результаты разработки обобщенной математической модели ферментативного метода
получения молочной кислоты. Математическая модель включает нестационарные уравнения полу-
чения биомассы, потребления субстрата, получения молочной кислоты и побочных продуктов ме-
таболизма, уравнения образования дополнительного количества основного субстрата из компонен-
тов сырья. Результаты моделирования процесса получены с использованием констант базового ва-
рианта по результатам частных исследований. Приведены зависимости показателей процесса от
времени для базового варианта и зависимость продуктивности молочной кислоты QP, г/(л ч) от вре-
мени с оценкой времени t достижения максимального значения QP (max QP). Математическая модель
учитывает все возможные варианты ингибирования – биомассой, продуктом и субстратом. Резуль-
таты моделирования с учетом интенсивности ингибирования каждым фактором показали следую-
щее. Увеличение константы ингибирования по биомассе Xmax сокращает длительность процесса;
увеличение константы ингибирования по продукту Pmax несколько увеличивает длительность про-
цесса; уменьшение значения константы ингибирования по субстрату Ki (интенсивность ингибиро-
вания возрастает) значительно увеличивает длительность процесса. Время завершения процесса tk
для всех условий моделирования определялось достижением одного из условий: X = Xmax или P = Pmax
или S = 0. При моделировании также установлено, что изменение констант в уравнении для образо-
вания побочных продуктов не влияет на изменение показателей процесса кроме численного значе-
ния концентрации побочных продуктов.
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ВВЕДЕНИЕ
Молочная кислота первоначально рассматри-

валась как компонент молока. Впоследствии Па-
стер установил, что молочная кислота является
продуктом ферментативного метаболизма опре-
деленных микроорганизмов [1].

В последние 15–20 лет значительно возрос ин-
терес к промышленному производству молочной
кислоты. Достаточно привести три обзора [2–4],
в которых подробно освещены вопросы промыш-
ленного получения молочной кислоты. Приведе-
ны виды микроорганизмов, воспроизводящих
молочную кислоту; сырьевые источники; техно-
логические показатели с оценками продуктивно-
сти в периодических и непрерывных условиях
культивирования; области использования молоч-
ной кислоты (в пищевой, косметической, фарма-
цевтической и химической промышленности).

Отмеченный интерес, безусловно, затронул и
научную среду исследований по биосинтезу мо-
лочной кислоты с различными видами штаммов
микроорганизмов, условиями синтеза, техноло-
гическими оценками и т.д. В обзорах [5–7] приве-
дены публикации по моделированию и оптими-
зации ферментативного способа синтеза молоч-
ной кислоты.

Общее число публикаций, приведенных в этих
обзорах, составляет более 200 наименований.

Неординарный интерес к молочной кислоте вы-
водит этот продукт как наиболее востребованный
среди продуктов микробиологического синтеза.

Значение молочной кислоты также возросло в
связи с возможностью ее использования в каче-
стве мономера для получения биоразлагаемых
полимеров (полимолочной кислоты).
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Анализируя научные публикации, отметим, что
большинство из них относятся к решению частных
задач, т.е. изучаются конкретные штаммы микро-
организмов, отдельные виды используемых суб-
стратов, конкретные значения технологических
показателей (температура синтеза, pH и др.)

Экспериментальные исследования моделиру-
ются на основе кинетических соотношений, как
правило, основанных на неструктурированном
подходе.

Основные положения, объединяющие боль-
шинство научных публикаций, следующие.

Математические модели практически во всех
исследованиях не противоречат биологическим
основам процесса синтеза.

Виды математических моделей в разных пуб-
ликациях отличаются друг от друга, однако, коли-
чество используемых математических соотноше-
ний достаточно ограничено [5–7].

Математические соотношения в той или иной
степени учитывают следующие особенности про-
цесса синтеза – возможность ингибирования
субстратом, биомассой и продуктом. При этом
формулы учета ингибирования могут иметь раз-
личный вид.

Еще одна особенность заключается в том, что
выбор математической модели в той или иной пуб-
ликации, как правило, не имеет какого-либо обос-
нования и осуществляется, основываясь на интуи-
ции авторов исследования.

Целью настоящей работы является формирова-
ние обобщенной математической модели, в кото-
рой уравнения для частных исследований должны
быть включены в общую систему.

УРАВНЕНИЯ ОБОБЩЕННОЙ 
МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ ПРОЦЕССА 

ФЕРМЕНТАТИВНОГО ПОЛУЧЕНИЯ 
МОЛОЧНОЙ КИСЛОТЫ

Поскольку молочная кислота является продук-
том метаболизма молочнокислых микроорганиз-
мов, основное уравнение математической модели
является уравнением скорости образования этих
микроорганизмов. Большинство исследований,
отмеченных в обзорах [5–7], используют уравне-
ние скорости образования биомассы в виде

(1)

где X – концентрация биомассы, г/л; t – время, ч;
μ – удельная скорость роста ч–1; mX – коэффици-
ент смертности микроорганизмов, ч–1.

Выражение для удельной скорости роста в ис-
следованиях различается.

Однако обобщенный вариант, как отмечалось
выше, должен учитывать возможные эффекты тор-
можения (ингибирования) компонентами процес-

= μ − ,X
dX X m X
dt

са, в данном случае биомассой (X), субстратом (S) и
продуктом (P). Обобщенное соотношение, учиты-
вающее эти эффекты, имеет следующий вид:

(2)

где Km – константа насыщения, г/л; Ki – констан-
та, определяющая уровень ингибирования суб-
стратом, г/л; Xmax – максимальная концентрация
биомассы, определяющая уровень ингибирова-
ния биомассой, г/л; Pmax – максимальная концен-
трация продукта, определяющая уровень ингиби-
рования продуктом, г/л; n1 и n2 – константы, в
определенной степени также определяющие уро-
вень ингибирования биомассой и продуктом со-
ответственно.

Удачность выбора соотношения (2) заключа-
ется в возможности учета частных условий инги-
бирования численными значениями констант.
Так, если отсутствует ингибирование биомассой,
то или Xmax достаточно большое или n1 близко к
нулю. Отсутствие ингибирования субстратом
означает, что Ki достаточно большое (Ki  S). От-
сутствие ингибирования продуктом означает, что
Pmax достаточное большое или n2 близко к нулю.

Поскольку основной продукт (молочная кисло-
та) и возможно образуемые побочные продукты яв-
ляются результатом метаболизма микроорганиз-
мов, скорость их образования определяется расту-
щими и нерастущими ассоциатами. Уравнения для
P и B удобно записать в следующем виде [8]:

(3)

(4)

где P и B – концентрация молочной кислоты и
побочного продукта соответственно, г/л; α, β, αB,
βB – константы.

Вообще говоря, побочных продуктов может
быть несколько, и концентрация B представляет
их совокупность.

Скорость потребления субстрата связана со
скоростью роста микроорганизмов через стехио-
метрический коэффициент YX/S. Если же исполь-
зуется сырье, воспроизводящее субстрат в процес-
се ферментации, то скорость его воспроизводства
вычисляется по соотношению

(5)

⎛ ⎞ ⎛ ⎞μ = μ − − ×⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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+ +
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= α + β ;dP dX X
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dB dX X
dt dt

= − .M
dM k M
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С учетом (1) и (5) скорость расходования суб-
страта может быть записана в виде

(6)

где mS – коэффициент, учитывающий расход суб-
страта на поддержание жизнедеятельности мик-
роорганизмов, ч–1.

Таким образом, система уравнений обобщен-
ной математической модели имеет следующий
вид:

(7)

Поскольку процесс ферментации ориентиро-
ван на получение молочной кислоты, к системе
(7) следует добавить уравнение для вычисления
продуктивности QP по молочной кислоте для лю-
бого момента времени t:

(8)

Отметим также, что для большинства исследо-
ваний частного характера константы mX и mS не-
значительны и практически не влияют на резуль-
таты моделирования.

Для моделирования процесса приведем неко-
торые результаты анализа системы уравнений (7).
Как отмечалось ранее, ингибирование процесса
как уменьшение скорости роста есть совокупный
эффект влияния концентраций X, P, S на величи-
ну удельной скорости μ.

Поскольку процесс синтеза развивается во
времени, с течением последнего увеличивается
концентрация биомассы (предельно до величи-
ны Xmax), концентрация продукта (предельно до
величины Pmax) и уменьшается концентрация суб-
страта S. Однако уменьшение концентрации суб-
страта в результате его потребления может проте-
кать в замедленном темпе, так как имеется возмож-
ность его пополнения за счет компонента сырья M.

Таким образом, эффект ингибирования за счет
X и P усиливается с течением времени и ослабляет-
ся за счет S.

= − + −1 ,M S
X S

dS dX k M m X
dt Y dt

( )

( )
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Очевидно, что завершение процесса синтеза
определяется моментом времени, когда или P до-
стигает значения Pmax или S достигает значения,
равного нулю.

Если же X достигает значения Xmax раньше, чем
P достигает Pmax или S достигает значения, равно-
го нулю, синтез продолжается за счет метаболизма
нерастущих ассоциатов, т.е. имеет место рост кон-
центрации P и B и уменьшение S по соотношениям
(3) и (4), в которых  и 

Отсюда следует, что процесс может быть доста-
точно длительным по времени, при этом прирост P
и B определяется численными значениями  и 
Однако этот прирост, как правило, невелик.

Ингибирование субстратом наиболее сильно
проявляется при высокой его концентрации [со-
ставляющая в уравнении (2)], т.е. практи-
чески в начальной стадии процесса. При этом
убывание S в силу потребления субстрата умень-
шает эффект торможения. Это уменьшение мо-
жет компенсироваться увеличением концентра-
ции субстрата за счет его дополнительного обра-
зования в количестве 

Таким образом, задача моделирования процесса
заключается в получении решения системы (7) и
расчета QP по (8) для различных начальных значе-
ний S0 и M0. Результаты моделирования включают
получение зависимостей X(t), P(t), B(t), M(t), S(t) в
цифровом или графическом виде.

Очевидно, что решение (7) ограничено выпол-
нением условий

(9)

(10)

При этом, если в (10) имеет место равенство,
т.е.  решение закончено, где  − мо-
мент времени завершения процесса.

Естественно, время завершения процесса ин-
тегрирования системы (7) может задаваться поль-
зователем.

МОДЕЛИРОВАНИЕ
Для моделирования процесса с использовани-

ем обобщенной математической модели необхо-
димо задать численные значения констант в урав-
нениях системы (7).

Последние получаются при обработке экспе-
риментальных данных по конкретной математи-
ческой модели. Поскольку экспериментальные
исследования по модели обобщенного типа в ли-
тературе отсутствуют, выбор значений констант
проведен по данным частных исследований. Не-
которые результаты оценок констант частных ис-

αμ =max 0X α μ =max 0.B X

β β .B

2
iS K

.Mk M

− ≥max1 0,X X

− ≥max1 0.P P

( ) = max,kP t P kt
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следований приведены в обзорах [6, 7] и пред-
ставлены в табл. 1.

Разброс значений констант по частным иссле-
дованиям довольно широк. Это потребовало сфор-
мировать базовый список значений констант и ис-
пользовать его для изучения различных вариантов
проведения процесса.

В основу формирования базового списка по-
ложены следующие представления.

По публикациям частного характера [6, 7] ко-
эффициент смертности микроорганизмов  до-
статочно мал и часто просто не оценивается, так
как предполагается, что смертность микроорга-
низмов молочнокислых бактерий невелика.

Xm

Коэффициент, определяющий расход субстрата
на поддержание жизнедеятельности нерастущих
микроорганизмов,  также достаточно мал. Оба
эти коэффициента в базовый список не включены.

Важным вопросом в формировании базового
варианта является учет ингибирования.

Обращаясь к кинетическому уравнению (2), от-
метим, что, если Xmax достаточно большое, ингиби-
рование биомассой наблюдается при значениях X,
близких к Xmax (т.е. с момента времени, когда инги-
бирование заметно отражается на синтезе). Поэто-
му для базового варианта было принято достаточ-
но большое Xmax = 30 г/л.

Sm

Таблица 1. Численные значения констант

* Значения вычислены по формулам [9] для температуры 34°С.

№ Ссылки Микроорганизм Субстрат μmax, ч–1 Km, г/л Ki, г/л Xmax, г/л Pmax, г/л

1 [9] Lactococcus lactis
Пшенич-
ная мука 0.403 0.79 164 – 62.5*

2 [10] Lactobacillus 
coryniformis

Пшенич-
ная мука 0.28 0.5 – – 98.6

3 [14] Lactococcus lactis Глюкоза 0.687 – – 1.171 –

4 [14] Pediococcus acid-
ilactici

Глюкоза 0.230 – – 1.274 –

5 [11] Lactobacillus 
casei

Сыворотка 0.265 0.72 – 8.0 90.0

6 [12] Lactobacillus 
delbrueckii

Свеколь-
ная меласса 0.831 – – – 45.0

7 [13] Lactobacillus 
rhamnosus

Глюкоза 0.633 0.3 – – 114.0

№ n1 n2 α, г/г β, ч–1 αB, г/г βB, ч–1 kM, ч–1 YX/S, г/г mX, ч–1 mS, ч–1

1 – 2.36 62.678* 0.43* 1.14* 2.63 × 10–6* 0.004* – – 6.78 × 10–3*

2 – 3.0 15.47 – – – 0.035 0.53 – –

3 1.0 0.0 4.49 0.0356 24.08 0.189 – 0.139 – 0.057

4 1.0 0.0 4.686 0.06 185.5 0.001 – 0.149 – 0.086

5 0.5 0.5 4.0 0.06 – – – – – 0.03

6 – 1.0 0.235 0.087 – – – 0.27 – 0.09

7 – 2.68 6.6 0.33 – – – 1.0 – –

Таблица 2. Численные значения констант для базового варианта

Km, г/л Ki, г/л μmax, ч–1 Xmax, г/л Pmax, г/л n1 n2 YX/S, г/г kM, ч–1 α, г/г β, ч–1 αB, г/г βB, ч–1

1.2 164 0.48 30.0 98.0 0.5 0.5 0.4 0.035 2.2 0.02 1.1 0.01
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Ингибирование продуктом также имеет замет-
ное влияние, когда концентрация P приближает-
ся к значению  в базовом варианте  при-
нято равным 98 г/л (в соответствии с табл. 1).

Аналогичное условие для ингибирования суб-
стратом: Ki = 164 г/л.

Численные значения остальных констант при-
няты, в основном, по табл. 1. Полный список
констант базового варианта приведен в табл. 2.

Результаты моделирования процесса в виде ре-
шения системы (7) с учетом  и исполь-
зованием данных табл. 2 приведены на рис. 1 и 2.

Начальные условия для системы (7) для всех
вариантов моделирования: при t = 0 P0 = B0 = 0;
S0 = 60 г/л; M0 = 20 г/л.

Время завершения процесса при t = tk для всех
вариантов моделирования принималось по вы-
полнению одного из условий: X = Xmax или P = Pmax
или S = 0.

В табл. 3 приведены численные значения по-
казателей процесса при t = tk.

max,P maxP

= = 0X Sm m

В табл. 4 приведены максимальные значения
продуктивности, в том числе и для базового вари-
анта (рис. 2).

В табл. 2 и 3 приведены также результаты мо-
делирования для условий, отличных от базового
варианта. Эти условия позволяют оценить влия-
ние ингибирования на показатели процесса.

Так, для варианта I значение Xmax в отличие от
базового варианта было принято равным 8 г/л. В
результате более сильного торможения скорости
роста по сравнению с базовым вариантом оказа-
лось, что длительность процесса tk = 28 ч (в базо-
вом варианте 40 ч); наблюдалось также существен-
ное уменьшение концентрации целевого продук-
та P и продуктивности QP.

Вариант II отличается от базового усилением
эффекта ингибирования за счет изменения Pmax.
В этом варианте Pmax = 50 г/л (в базовом 98 г/л).

Если в варианте I и базовом время завершения
процесса определялось условием X = Xmax, то в ва-
рианте II – условием P = Pmax.

Усиление ингибирования за счет P сократило
время проведения процесса с 40 до 28 ч. Суще-

Рис. 1. Зависимость показателей процесса от времени
по данным базового варианта.
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Рис. 2. Продуктивность QP по данным базового вари-
анта.
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Таблица 3. Значения показателей процесса в момент его завершения

Вариант tk, ч X, г/л P, г/л B, г/л S, г/л M, г/л QP, г/(л ч)

Базовый вариант 40 29.942 76.449 38.225 0.237 4.932 1.911

I 24 8.0 18.547 9.273 51.391 8.634 0.773

II 28 21.342 49.818 24.909 19.164 7.506 1.779

III 77 29.989 74.077 37.039 3.702 1.351 0.962
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ственно увеличилась концентрация продукта по
сравнению с вариантом I, но уменьшилась по срав-
нению с базовым вариантом. Продуктивность до-
стигла значения, близкого к значению базового ва-
рианта.

Наиболее сильное изменение в результатах
моделирования наблюдалось при уменьшении
константы Ki от 164 до 22 г/л, т.е. при усилении
ингибирования субстратом (вариант III).

Завершение процесса, как и в базовом вариан-
те, определялось условием X = Xmax. Длительность
процесса получилась равной 77 ч (в базовом вари-
анте 40 ч). Остаточная концентрация субстрата в
базовом варианте значительно меньше, чем в ва-
рианте III, и составила 0.273 и 3.702 г/л соответ-
ственно.

Время достижения max QP во всех вариантах
процесса примерно одинаковое (табл. 4).

Интересно оценить влияние использования ви-
да сырья для синтеза (наличие или отсутствие ком-
понента, воспроизводящего основной субстрат) и
использование штамма микроорганизмов, спо-
собного или неспособного производить побочный
продукт.

Исключение из сырья компонента, воспроиз-
водящего основной субстрат, преобразует систе-
му уравнений (7) к виду

(11)

Использование штаммов, не продуцирующих
побочные продукты, трансформирует систему
уравнений обобщенной модели к виду

(12)

Результаты расчетов по (11) и (12) приведены в
табл. 5 и 6.

В табл. 6 приведены численные значения max QP
и время, соответствующее этому значению.

Нетрудно видеть (табл. 5), что исключение из
сырья компонента, воспроизводящего основной
субстрат, существенно меняет время окончания
процесса (tk = 26 ч), изменяет показатели процес-
са, и завершение процесса определяется значени-
ем S, которое равно 7.4 × 10–4 г/л, в то время как в
базовом варианте время завершения процесса
определялось величиной X = Xmax.

( )
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Таблица 5. Результаты расчета показателей процесса по данным базовой модели для системы (11) и (12)

Система tk, ч X, г/л P, г/л B, г/л S, г/л M, г/л

Система (11) 26 24.01 55.45 27.72 7.4 × 10–4 –

Система (12) 40 29.942 76.449 – 0.237 4.932

Таблица 4. Максимальное значение продуктивности
QP и соответствующий момент времени t

Вариант t, ч max QP, г/(л ч)

Базовый вариант 27.76 2.382

I 23.352 0.781

II 27.524 1.785

III 76.923 0.962
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Время достижения max QP составило 25.08 ч (в
базовом варианте 27.76 ч) и max QP = 2.182 г/(л ч)
(в базовом варианте 2.382 г/(л ч)).

Исключение возможности образования по-
бочного продукта (система (12)) практически не
влияет на показатели процесса по сравнению с
базовым вариантом. Последнее вполне объясни-
мо, так как на образование побочного продукта
не влияют такие показатели синтеза, как S и P, и
концентрация B исключительно продукт метабо-
лизма X.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Моделирование процесса микробиологиче-
ского синтеза молочной кислоты показало следу-
ющее. Обобщенная математическая модель спо-
собна воспроизводить практически большинство
частных вариантов организации процесса, опуб-
ликованных в литературе. Моделирование позво-
лило выявить и получить количественные оценки
влияния ингибирующих факторов на показатели
процесса, в том числе и на условия достижения
максимальной продуктивности по молочной кис-
лоте. Экспериментально полученные оценки
констант уравнений модели позволяют сравни-
вать различные штаммы микроорганизмов между
собой, длительность процесса ферментации, воз-
можности учета наличия в сырье компонентов,
воспроизводящих основной субстрат. Отмечен-
ные особенности могут быть использованы для
организации практических технологий получе-
ния молочной кислоты.

ОБОЗНАЧЕНИЯ

B концентрация побочного продукта, г/л

Km константа насыщения субстрата, г/л

Ki константа ингибирования, г/л

kM константа скорости образования субстрата из 
компонента сырья, ч−1

M0, M концентрация компонента сырья, из кото-
рого образуется дополнительный субстрат,
в поступающем потоке и ферментере соот-
ветственно, г/л
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