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Приведены уравнения обобщенной математической модели непрерывной ферментации молочной
кислоты. Система уравнений включает соотношения материального баланса по биомассе, субстра-
ту, молочной кислоте, побочному продукту и компоненту сырья, воспроизводящего субстрат.
Удельная скорость роста биомассы учитывает все эффекты ингибирования – биомассой, субстра-
том и продуктом. Приведены численные решения уравнений модели в дискретной и непрерывной
форме для базового варианта значений констант. Дана оценка влияния значений показателей ин-
гибирования на показатели процесса, в том числе и на значения максимальной продуктивности в
зависимости от величины протока. Обобщенная математическая модель позволяет учитывать боль-
шинство частных вариантов исследования и моделирования синтеза молочной кислоты в непре-
рывной ферментации, опубликованные в литературных источниках. Уравнения математической
модели рекомендуются для изучения процессов в полупериодических условиях, процессов с рецир-
куляцией, с выделением продукта в мембранной технологии и т.п.
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ВВЕДЕНИЕ
Анализ исследований процесса ферментатив-

ного получения молочной кислоты с использова-
нием математических моделей [1–3] показал сле-
дующее.

1. Исследования носят частный характер, т.е.
изучались конкретные штаммы микроорганиз-
мов и, как следствие, использовались математи-
ческие модели применительно к изучаемому про-
цессу.

2. Исследования преимущественно относи-
лись к процессам периодической ферментации.

3. Математические модели, используемые для
изучения процессов частного характера, в боль-
шинстве базировались на упрощенных соотно-
шениях для удельной скорости роста микроорга-
низмов, не учитывали совместно протекающих
процессов образования побочных продуктов и
дополнительного образования основного суб-
страта из компонентов исходного сырья.

4. Уравнения образования молочной кислоты
и побочных продуктов как продуктов метаболиз-
ма имеют разнообразный вид, не получивший,
как правило, какого-либо обоснования.

5. Условия реализации процессов фермента-
тивного получения молочной кислоты отражают-
ся на количественных оценках констант уравне-
ний математических моделей и практически не
влияют на их структуры. Так, влияние pH и темпе-
ратуры приведены в публикациях [4–6]. Отметим,
что область изменения физических величин неве-
лика. Так, значение pH использовалось обычно в
области нейтральности (т.е. вблизи 7.0), температу-
ры в области 30°C. Практическое использование
показателей pH и температуры при моделировании
весьма ограничено.

Указанные факторы 1–5 явились основанием
для формирования уравнений обобщенной мате-
матической модели с последующим моделирова-
нием непрерывной ферментации.

ОБОБЩЕННАЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ 
МОДЕЛЬ НЕПРЕРЫВНОЙ ФЕРМЕНТАЦИИ

Уравнение для биомассы молочнокислых бак-
терий:

(1)− + μ = 0,DX X

УДК 574.6.663.1
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где D – величина протока, ч–1 (D = υ/V, υ – объ-
емная скорость через ферментер, м3/ч; V – объем
заполнения ферментера, м3); X – концентрация
биомассы на выходе из ферментера, г/л; μ –
удельная скорость роста микроорганизмов, ч–1.

Обобщенный вариант удельной скорости роста
μ, учитывающий все возможные эффекты тормо-
жения (ингибирования) компонентами процесса –
биомассой (X), субстратом (S) и продуктом (P), сле-
дуя публикациям [1–3], представлен в виде

(2)

где μmax – максимальная удельная скорость роста,
ч–1; P – концентрация продукта, г/л; Pmax – мак-
симальная концентрация продукта, г/л; S – кон-
центрация субстрата, г/л; Xmax – максимальная
концентрация биомассы, г/л; Km – константа на-
сыщения субстрата, г/л; Ki – константа ингиби-
рования, г/л.

Возможность учета частных условий организа-
ции процесса ферментации определяется числен-
ными значениями констант в (2).

Так как молочная кислота и образуемые побоч-
ные продукты (если они имеются) являются про-
дуктами метаболизма, целесообразно их образова-
ние описать однотипными соотношениями

(3)

(4)

где P и B – концентрация молочной кислоты и
концентрация суммарного количества побочных
продуктов соответственно, г/л; α, β, αB, βB – кон-
станты.

Концентрация субстрата S определяется дву-
мя процессами – потреблением микроорганиз-
мами, учитываемого стехиометрическим коэф-
фициентом YX/S, и образованием дополнитель-
ного количества субстрата, если используется
сырье, в котором имеется компонент, способ-
ный воспроизводить субстрат в процессе фер-
ментации. Уравнение для воспроизведения до-
полнительного количества субстрата имеет вид

(5)

где M0 – концентрация компонента, воспроизво-
дящего дополнительное количество субстрата в
поступающем потоке, г/л; M – текущая концен-
трация сырья, дополнительно воспроизводящего
субстрат, г/л; kM – константа, определяющая ко-
личество воспроизведенного субстрата, ч–1.

   μ = μ − − ×   
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Таким образом, уравнение баланса по концен-
трации субстрата получаем в виде

(6)

где S0 – концентрация субстрата в поступающем
потоке, г/л; YX/S – стехиометрический коэффи-
циент, г/г.

Окончательно система уравнений с использова-
нием обобщенной математической модели для не-
прерывной ферментации имеет следующий вид:

(7)

Отметим, что в большинстве исследований,
приведенных в обзорах [1–3], уравнения матема-
тических моделей не учитывают условия гибели
микроорганизмов и затраты субстрата на поддер-
жание жизнедеятельности микроорганизмов. По-
следнее связано с тем, что эти составляющие
обычно являются достаточно малыми и, как пра-
вило, не влияют на результаты моделирования.

МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССА
Для моделирования процесса система уравне-

ний (14)–(18) приводится к одному нелинейному
уравнению с одной неизвестной величиной, за-
висящей от значения D.

Из первого уравнения системы (7) получаем
(8)

Используя (8), перепишем систему (7) в виде

(9)

(10)

(11)

(12)

. (13)

Уравнения (9)–(13) преобразуются к виду

(14)
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(15)

(16)

(17)

(18)

Задачей математического моделирования явля-
ется получение значений X, S, P и B в виде решения
системы (14)–(18) с исходными данными – кон-
центрацией в поступающем потоке X0, S0, P0 и B0
и данными по величине протока D. Начальное
значение X0 равно нулю.

Одним из важнейших положений при модели-
ровании является необходимость учета ограниче-
ния на величину протока D (смысл ограничения
заключается в том, что при некотором D ≥ Dпред
субстрат выводится из аппарата, не вступив в
процесс синтеза, т.е. вымывается из ферментера).

Обозначим через  концентрацию субстрата, с
которой он вымывается из ферментера, не вступив
в процесс синтеза. Отметим, что  имеет две со-
ставляющие –  (концентрация субстрата в посту-
пающем потоке) и  (концентрация субстрата,
образуемого из компонента сырья при значении

). Вычислим 

(19)

В работе [7] вторая составляющая принята в
виде M, т.е.  что практически дает не-
который запас при вычислении Dпред.

Таким образом, Dпред вычисляется по формуле

(20)

При этом  если отсутствует образование
дополнительного количества субстрата; S' = S0 +
+ M по работе [7] и  по (19).

Поскольку при Dпред субстрат полностью вы-
мывается из ферментера, не вступив в процесс
синтеза, концентрации компонентов в этом слу-
чае имеют значения: P = 0; B = 0; X = 0; значение

( )= α + β ;B BB D X
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 соответствует (19). По формуле (20) с учетом
(19) получаем

(21)

Для решения нелинейного уравнения (21) мож-
но использовать начальное приближение  вы-
численное по формуле для максимального значе-
ния Dпред:

(22)

полученное при условии, что подпитка отсутству-
ет, т.е. когда 

Так, для Km = 1.2 и Ki = 164  = 0.41.
Уравнение (21) частично преобразуем, поде-

лив на Dпред. Получим

(23)

Из показателей ингибирования в Dпред входит
только Ki.

Приведем три значения Dпред, полученные по
(23); по условию, когда подпитка отсутствует
( ); по условию  из публикации
[7], используя значения констант базового вари-
анта (константы базового варианта приведены
ниже):

для соотношения (23) – Dпред = 0.3437 ч–1;

при отсутствии подпитки – Dпред = 0.3464 ч–1;

для уравнения из [7] – Dпред = 0.3219 ч–1.
Таким образом, самое малое значение Dпред по-

лучает для условий расчета по формулам работы
[7]. Последнее означает, что для решения кон-
кретной технологической задачи это значение
Dпред дает некоторый запас по D для случая воз-
можной технологической реализации процесса.

Для вычисления X, S и P система уравнений
(14)–(18) приводится к одному нелинейному ал-
гебраическому уравнению. Возможны следую-
щие три варианта.
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Вариант 1. Из уравнения (14) имеем

(24)

Из уравнения (16) с использованием (24) получаем

(25)

Используя (24) и (25) в (18), получаем

(26)

В результате решения (26) получаем значение
P для любого заданного D (естественно в задан-
ных пределах).

Остальные показатели X, S, M, B вычисляются
с использованием (14)–(18).

Вариант 2. Из уравнения (16) выражается X:

(27)

Из уравнения (14) выражаем P, используя (27):

(28)

Подстановка (27) и (28) в (18) дает

(29)

Уравнение (29) является нелинейным алгебра-
ическим уравнением относительно S для любых
значений D (в заданных пределах). По вычислен-
ным значениям S рассчитываются показатели
процессов по решению системы (14)–(17).

Вариант 3. В соотношение (18) подставляем P
из (14) и S из (16), получаем

(30)

По решению (30) вычисляется X для любого
значения D (в заданных пределах) и вычисляют-
ся остальные показатели процесса по решению
(14)–(17).

Таким образом, для моделирования процесса
имеется возможность использовать любое урав-
нение из трех: (26), (29), (30).

В данной публикации будет использовано
уравнение (30).

Величина D изменяется в пределах ограни-
чений

Последовательность решения задачи модели-
рования:

1) По исходным данным S0 и M0 и численным
значениям констант для уравнений (7) рассчиты-
вается Dпред по решению (23).

2) Принимаются значения D в области 0 < D <
< Dпред.

3) Для каждого принятого значения D вычис-
ляется X по решению (30).

4) Для каждого вычисленного значения X
рассчитываются P по (14), В по (15), S по (16) и
M по (17).

Полученные результаты представляют зависи-
мости показателей процесса в функции D при за-
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данных значениях S0 и M0, что дает возможность
для пользователя выбирать приемлемое решение
технологической организации процесса.

Далее приведем результаты практической реа-
лизации алгоритма по пунктам 1–4.

Подготовительная часть. Для моделирования
процесса выполняется подготовка данных, вклю-
чающая следующее.

Формируется перечень численных значений
констант уравнений (7). Поскольку исследова-
ний по оценке констант для обобщенной модели
не имеется, перечень численных значений сфор-
мирован в виде базового варианта по исследова-
ниям частных задач [8] в виде табл. 1.

Задаются значения показателей S0, M0, P0, B0,
X0 в поступающем потоке. Для S0 и M0 по работе
[10]: S0 = 60 г/л; M0 = 20 г/л; значения P0 = 0; B0 = 0;
X0 = 0. На этом завершается подготовительная
часть. В соответствии с п. 1 вычисляется Dпред по
решению уравнения (23).

Предельное значение D для базового варианта
при S0 = 60 г/л и M0 = 20 г/л: Dпред = 0.3437 ч–1.

В соответствии с п. 2 расчет выполнен для трех
значений D: D1 = 0.1 ч–1, D2 = 0.2 ч–1, D3 = 0.3 ч–1.

В соответствии с п. 3 вычисляем значения X по
решению уравнения (30):

X1 (при D1 = 0.1 ч–1) = 24.41 г/л;
X2 (при D2 = 0.2 ч–1) = 17.67 г/л;
X3 (при D3 = 0.3 ч–1) = 6.48 г/л.
В соответствии с п. 4 вычисляются показатели

P, B, S и M, а также величина продуктивности по
соотношению Qp = PD, г/(л ч).

Результаты расчета сведены в табл. 2.
Решение задачи моделирования удобно пред-

ставить также в графической форме.

В этом варианте в п. 2 задание D формируется
с шагом ΔD, например, равным 0.005 в области
0.1–0.33 (0 < D < Dпред).

Вычисление X по п. 3 осуществляется во всей
области изменения D с аппроксимацией непре-
рывной кривой.

Результат приведен на рис. 1 для базового ва-
рианта.

По значениям X вычисляются в соответствии с
п. 4 значения P, B, S и M с аппроксимацией не-
прерывными кривыми. Результат приведен на
рис. 2.

Аналогично рассчитывается величина продук-
тивности. Результат приведен на рис. 3.

Далее с использованием графических зависи-
мостей приведены примеры влияния показателей
ингибирования на результаты моделирования.

Поскольку ингибирование проявляется при
оценке скорости образования биомассы, резуль-
таты влияния ингибирования показаны в виде за-

Таблица 1. Численные значения констант для базового варианта

Km, г/л Ki, г/л μmax, ч–1 Xmax, г/л Pmax, г/л n1 n2 YX/S, г/г kM, ч–1 α, г/г β, ч–1 αB, г/г βB, ч–1

1.2 164 0.48 30 98.0 0.5 0.5 0.4 0.035 2.2 0.02 1.1 0.01

Таблица 2. Результаты моделирования процесса для трех показателей D

Показатели процесса X, г/л P, г/л S, г/л B, г/л M, г/л Qp, г/(л ч)

D1 = 0.1 ч–1 24.41 58.58 4.16 29.29 14.81 5.86

D2 = 0.2 ч–1 17.67 40.64 18.80 20.32 17.02 8.13

D3 = 0.3 ч–1 6.48 14.69 45.89 7.34 17.91 4.40

Рис. 1. Зависимость X от D.
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висимости X от D в сравнении с базовым вариан-
том (рис. 4).

Ингибирование оценивалось путем изменения
констант в уравнениях обобщенной модели. Так,
величина Ki на рис. 4 равна 22 г/л (в базовом вари-
анте 164 г/л). Отметим, что ингибирование суб-
стратом (Ki) влияет одновременно и на величину
Dпред, т.е. область изменения D для этого варианта:

Таким образом, область изменения D значитель-
но уже по сравнению с базовым вариантом и с ва-
риантами ингибирования по продукту (Pmax =
= 50, в базовом 98 г/л) и по биомассе (Xmax = 8, в
базовом 30 г/л).

На предельное значение D ингибирование про-
дуктом и биомассой влияния не оказывают, т.е. зна-
чение Dпред в этих вариантах равно 0.3437 ч–1 – такое
же как и для базового варианта.

Численные значения X и продуктивности Qp

приведены в табл. 3 для D = 0.1, 0.2 и 0.3 ч–1.
Отметим, что влияние ингибирования для всех

вариантов табл. 3 уменьшает величину продук-
тивности Qp по сравнению с базовым вариантом.

Приведем результаты оценки max Qp по влия-
нию показателей ингибирования.

В табл. 4 приведены значения max Qp и соот-
ветствующие им значения D, при которых эти по-
казатели получены. Ингибирование, как и преж-
де, определялось значениями констант.

В соответствии с табл. 4 наиболее сильное вли-
яние ингибирования на max Qp проявляется при
ингибировании биомассой. При ингибировании
по Ki и Pmax значения max Qp отличаются незначи-
тельно.

В то же время положения max Qp по D при ин-
гибировании по Xmax, Pmax и для базового варианта
практически совпадают. Для ингибирования по
Ki положение экстремума существенно смещает-
ся в сторону меньшего значения D. Таким обра-
зом, полученные оценки по max Qp могут служить
основой для выбора соответствующих штаммов
микроорганизмов при технологическом обеспе-
чении процесса с учетом условий ингибирования.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Научные исследования в области получения

молочной кислоты ферментативным методом по-
казали, что молочная кислота является одним из
основных продуктов микробиологического син-
теза, используемых для получения широкого
спектра многих видов товаров потребления.

< < = –1
пред0 0.1215 ч .D D

Рис. 2. Зависимости показателей P, B, S, M от D.
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Рис. 3. Зависимость продуктивности от D (max Qp =
= 8.12 г/(л ч), D = 0.185 ч–1, Dпред = 0.3437 ч–1).
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ГОРДЕЕВА и др.

Наиболее полная обзорная публикация [9], в
которой приведен список микроорганизмов, про-
дуцирующих молочную кислоту, и перечень суб-
стратов для ее получения, содержит 326 ссылок.

Кроме того, уместно привести научные публи-
кации, содержащие анализ и моделирование техно-
логических аспектов получения молочной кислоты,
а также оценку оптимальных условий и технологи-
ческих ограничений, неучет которых затрудняет
практическую реализацию технологии. В работе [1]
содержится 100 ссылок; в [2] – 106; в [3] – 43; в
[10] – 98; в [11] – 191; в [12] – 39.

Понятно, что ряд ссылок повторяются, одна-
ко их общее количество впечатляет и выводит
молочную кислоту, получаемую ферментатив-
ным методом, в один из наиболее востребован-
ных продуктов промышленного производства.
Рассмотренная обобщенная математическая мо-
дель практически дает возможность моделировать
большинство частных случаев, рассмотренных в
вышеприведенных публикациях, открывает воз-
можность моделирования полупериодических про-
цессов, процессов с рециркуляцией, с мембранным
выделением продукта и др.

ОБОЗНАЧЕНИЯ

B концентрация суммарного количества побоч-
ных продуктов, г/л

D величина протока, ч–1
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