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На основе метода молекулярной динамики проведено численное моделирование процесса перва-
порации. Были рассмотрены различные условия разделения идеальной бинарной леннард-джон-
совской смеси с помощью мембраны кристаллического типа. Компоненты разделяемой смеси от-
личались энергией взаимодействия к молекулам мембраны. В результате моделирования были по-
лучены поля концентраций и плотностей вдоль ячейки, а также величины потоков компонентов.
Кроме того, были рассчитаны коэффициенты диффузии компонентов в мембране. Было показано,
что во всех случаях наблюдалось соответствие данных численного моделирования макроскопиче-
ским уравнениям массопереноса. В результате можно сделать вывод, что в неравновесной системе
масштаба несколько десятков диаметров молекул поведение макросвойств соответствует уравнени-
ям переноса линейной неравновесной термодинамики. Результаты численного моделирования по-
казали селективность мембраны по отношению к компоненту с большей энергией взаимодействия.
Было показано, что молекулярное моделирование оказывается способным предсказывать основ-
ные характеристики мембранного разделения (потоки, селективность, адсорбцию, коэффициенты
диффузии).
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ВВЕДЕНИЕ
В настоящее время существенно расширяется

область применения процессов мембранного раз-
деления газовых и жидких смесей. Разнообразие
мембранных процессов обусловливается типом
мембран и аппаратурным оформлением. Так, в
процессах первапорации и газоразделения при-
меняются непористые мембраны из различных
материалов: полимеры [1, 2], керамика [3], метал-
лические пленки [4, 5] и т.д. Считается, что про-
цесс переноса массы через такие мембраны осу-
ществляется диффузионным механизмом, а эф-
фективность разделения достигается за счет
различия у компонентов смеси способности в ад-
сорбции на поверхности мембраны и скорости
диффузии внутри нее. Поэтому известные макро-
модели [6], позволяющие описывать процесс
мембранного разделения на непористых мембра-
нах, содержат параметры, характеризующие изо-
термы адсорбции и коэффициенты диффузии
или некоторые интегральные величины – коэф-
фициенты проницаемости. Для определения та-
ких параметров необходимы экспериментальные

исследования, что очевидно является сдержива-
ющем фактором для успешного промышленного
внедрения процессов мембранного разделения
новых смесей или с использованием мембран из
новых материалов.

Одним из перспективных методов определения
характеристик мембранного процесса являются
молекулярно-статистические методы [7–13]. Эти
методы основаны на использовании данных только
о межмолекулярном взаимодействии компонентов
и мембраны, что позволяет производить прогнози-
рование разделительной способности мембраны к
конкретной разделяемой смеси с минимальным ко-
личеством экспериментальных данных или вообще
в отсутствие последних. Кроме того, молекулярное
моделирование позволяет выявить локальные осо-
бенности процесса мембранного разделения, что
может быть основой для построения надежных
макромоделей.

В данной работе объектом исследований яв-
лялся процесс первапорационного разделения
жидкой смеси с помощью кристаллической мем-
браны. Межмолекулярное взаимодействие ком-
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понентов смеси между собой и с молекулами
мембраны описывалось потенциалом Леннард-
Джонса:

(1)

где ε – параметр, характеризующий глубину потен-
циальной ямы, σ – параметр, характеризующий по-
ложение потенциальной ямы (размер молекулы),
индексы i и j – номер компонента. Известно, что
системы с межмолекулярным потенциалом Лен-
нард-Джонса адекватно качественно, а во многих
случаях и количественно, описывают поведение ре-
альных газов и жидкостей. Поэтому изучение про-
цесса мембранного разделения в таких системах
может выявить общие закономерности эффек-
тивности разделения от межмолекулярных взаи-
модействий компонентов разделяемой смеси с
мембраной, а также от молекулярной структуры
последней.

В связи с тем, что изучалась модельная система,
параметры состояния и коэффициенты переноса
удобнее определять в безразмерном виде по следу-

ющим соотношениям: расстояние  темпера-

тура  числовая плотность  коэф-

фициент диффузии  =  поток 

конвективная скорость  =  время  = 

где m – масса молекулы, kB – константа Больцма-
на. В качестве масштаба использовались мень-
шие из значений ε и σ для разделяемых компо-
нентов.

МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССА 
ПЕРВАПОРАЦИИ

Для моделирования процесса первапорации
использовался метод двойного контрольного объ-
ема (dual control volume grand canonical molecular
dynamics – DCV-GCMD) [11, 14–16], который ши-
роко применялся для плотных газов [17–24]. Как
показали наши исследования, данный метод не
позволяет добиться плотностей, соответствующих
жидкости, поэтому в этой работе метод был моди-
фицирован. В отличие от оригинального метода, в
контрольных объемах поддерживалось постоян-
ство числовой плотности каждого из компонентов
вместо химического потенциала. Данный подход
ранее был использован нами при исследовании
разделения смеси этанол–вода [25].

На рис. 1 представлена схема ячейки, в кото-
рой проводится моделирование. В ячейке, вытя-
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нутой по оси z, в определенном порядке распола-
гаются три типа зон: зона мембраны – VM, сырье-
вая зона – V1 и зона пермеата – V2. В средней
части сырьевой и пермеатной зон выделяются
контрольные объемы Vc1 и Vc2. Ширина контроль-
ного объема принималась равной высоте ячейки
(lVc1 = h = 16σ). Между контрольным объемом Vc1
и мембраной задавалось расстояние, равное h,
для формирования пограничного слоя. Таким
образом, lV1 = 48σ. Плотность газовой фазы су-
щественно ниже, поэтому контрольный объем и
расстояние до мембраны было в 3 раза больше
(lV2 = 3; lV1 = 144σ).

Все моделирование разбивалось на цикличе-
ское повторение следующего алгоритма:

1) В начале каждого шага добавлялись молеку-
лы в контрольный объем Vc1 до достижения за-
данной плотности каждого из компонентов.

2) Из контрольного объема Vc2 удалялись все
молекулы для поддержания вакуума.

3) После добавления и удаления молекул про-
водилось моделирование молекулярной динами-
кой. Шаг интегрирования по времени составлял
t* = 0.0003. Постоянная температура поддержива-
лась термостатом Nosé–Hoover. Радиус обреза-
ния потенциала равен половине размера ячейки
rcut = h/2 = 8σ. После 20 тыс. итераций интегриро-
вания уравнений движения алгоритм повторялся.

Для поддержания постоянной плотности каж-
дого из компонентов в контрольном объеме при-
менялся следующий алгоритм добавления моле-
кул:

1) Выбирается случайное расположение моле-
кулы в контрольном объеме.

2) Рассчитывается расстояние до каждой из мо-
лекул в контрольном объеме и изменение энергии:

 =  где N – количество молекул в си-

стеме, ϕ – потенциал межмолекулярного взаимо-
действия, индекс in соответствует добавляемой мо-
лекуле.

3) Если изменение энергии меньше заданного
максимального значения  то молекула
добавляется, и взаимодействие с ней будет учиты-
ваться на следующих шагах моделирования.

На каждом этапе принималось 100000 попыток
добавления молекул. Величина Umax динамически
изменялась таким образом, чтобы обеспечивать за-
данную плотность. Время моделирования динами-
ки молекул подбиралось таким образом, чтобы на
каждом цикле в контрольный объем добавлялось
не более 10 молекул. Количество молекул в кон-
трольном объеме для условий моделирования со-
ставляет около 3000. Таким образом, флуктуации
плотности составляли менее 0.3%, что незначи-
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тельно влияло на термодинамические условия в
контрольном объеме.

В начальном состоянии жидкая фаза содержит
случайным образом расставленные молекулы с
заданной плотностью каждого из компонентов, а
мембрана и газовая фаза пустые. В процессе мо-
делирования молекулы заполняют мембрану и
область пермеата. Расчет усредненных по микро-
состояниям свойств системы начинается только
после достижения стационарного состояния, при
котором суммарное количество молекул каждого
из компонентов в системе остается постоянным.

Значения потоков определялись по количеству
молекул, перешедших из жидкой фазы в мембрану
и из мембраны в область пермеата:

(2)

где ΔNi – изменение количества молекул компо-
нента i в объеме V1 или V2, Δt – временной интер-
вал измерения, S – площадь поперечного сечения
мембраны. Значение ΔNi рассчитывалось как раз-
ница количества молекул компонентов в объеме
V1 или V2 после добавления молекул и по истече-
нии времени каждого из циклов алгоритма.

Как показали исследования, после достиже-
ния стационарности потоки, определенные по
изменению количества молекул в V1 и V2, были
равны. Исходя из рассчитанных потоков и кон-

Δ=
Δ

,i
i

Nj
tS

центрации компонентов в исходной смеси, мож-
но рассчитать селективность:

(3)

где индексы P и F соответствуют концентрации (в
данной работе выраженной мольной долей) в
пермеате и исходной смеси соответственно.

Для определения статистического отклонения
(далее в тексте обозначаемое как Δ) рассчитывае-
мых величин использовался метод деления вре-
мени моделирования на блоки. Для определения
распределения плотности компонентов вдоль
мембраны использовался метод гистограмм [26].

Моделирование динамики молекул проводи-
лось с использованием пакета GROMACS 4.7
[27–29]. Для процедуры добавления и удаления
молекул, усреднения величин были разработаны
собственные программы [30].

В данной работе исследована мембрана, состо-
ящая из леннард-джонсовских центров взаимо-
действия, расположенных в узлах кубической
кристаллической решетки. Во всех проведенных
в данной работе численных экспериментах рас-
стояние между молекулами мембраны равнялось 2σ.
Молекулы мембраны фиксировались в узлах кри-
сталлической решетки. Расчет температуры си-
стемы проводился с учетом скоростей только мо-

α = = ,

iP

jP i jF
i

iF j iF

jF

x
x j x
x j x
x

Рис. 1. Схема разделения моделируемой ячейки на области. Значения индексов: V1 – область исходной смеси, V2 – об-
ласть пермеата, М – область мембраны, Vс1, Vс2 – контрольные объемы.
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лекул разделяемой смеси, без учета молекул мем-
браны.

В данной работе исследовалось разделение сме-
си двух компонентов (обозначенных A и B), масса
и межмолекулярное взаимодействие которых не
отличается (mA = mB, σAA = σAB = σBB, εAA = εAB = εBB).
Таким образом, данную смесь невозможно разде-
лить ректификацией. Отличие двух компонентов
заключалось лишь во взаимодействии с мембра-
ной. Компонент A в два раза сильнее взаимодей-
ствовал с молекулами мембраны (εAM = 2εBM).

РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ

На первом этапе был исследован массопере-
нос чистых веществ и компонентов эквимоляр-

ной смеси через мембрану толщиной  = 20 при
температурах T* = 1.5 и 1.0. Условия и результаты
моделирования приведены в табл. 1.

Видно, что чистый компонент B имеет боль-
ший поток через мембрану по сравнению с чи-
стым компонентом A, что объясняется большей
энергией взаимодействия с мембраной последне-
го. Как будет показано дальше, коэффициент
диффузии чистого компонента B в мембране
больше, чем A. Однако для бинарной смеси поток
компонента А оказывается выше, чем компонен-
та В. Причем разница в потоках увеличивается с

*
Ml

уменьшением температуры. Таким образом, мем-
брана является селективной по отношению к
компоненту А и с уменьшением температуры се-
лективность увеличивается. На рис. 2 представле-
но распределение плотностей компонентов сме-
си вдоль моделируемой ячейки. Видно, что плот-
ность компонента А на поверхности мембраны и
внутри нее больше, чем компонента В. Очевидно
что, селективность мембраны в данном случае
определяется разной сорбционной способностью
компонентов к мембране.

На рис. 3 представлено распределение плотно-
сти компонентов А и В при массопереносе чистых
веществ. На этом и последующих рисунках рас-
пределение плотности и концентрации компо-
нентов вдоль моделируемой ячейки усреднялось
относительно плоскости симметрии ячейки.

Далее в работе исследовалось влияние различ-
ных факторов на характеристики процесса перва-
порационного разделения идеальной леннард-
джонсовской смеси с помощью мембраны кри-
сталлического типа.

Влияние толщины мембраны. Были проведены
исследования влияния толщины мембраны на ха-
рактеристики процесса разделения бинарной эк-
вимолярной смеси при T* = 1. Плотность исход-

ной смеси  = 0.8. Результаты представлены в
табл. 2.

*
Fn

Таблица 1. Результаты моделирования массопереноса чистых веществ и компонентов эквимолярной смеси че-

рез мембрану толщиной  = 20 (nF – плотность жидкости в контрольном объеме Vc1)

Условия моделирования
Численный эксперимент Математическая 

модель

α w*

Компонент A (T* = 1.5, ) 0.018728 0.000022 – – – 0.0216

Компонент B (T* = 1.5, ) – – 0.023261 0.000054 – 0.0246

Смесь (xAF = 0.5, T* =1.5, ) 0.010548 0.000043 0.010168 0.000058 1.0373 0.0246

Смесь (xAF = 0.5, T* = 1.0, ) 0.003123 0.000159 0.002395 0.000058 1.3040 0.0065

*Ml

*Aj Δ *Aj *Bj Δ *Bj

=* 0.73Fn

=* 0.73Fn

=* 0.73Fn

=* 0.8Fn

Таблица 2. Значения потоков компонентов в зависимости от толщины мембраны (  = 0.8, T* = 1, xAF = 0.5)

αA

20 0.003123 0.000159 0.002395 0.000058 1.303967
40 0.002222 0.000126 0.001302 0.000035 1.706605
60 0.001790 0.000109 0.000860 0.000035 2.081395
80 0.001520 0.000099 0.000626 0.000018 2.428115

100 0.001336 0.000097 0.000502 0.000011 2.661355

*Fn

*
Ml *

Aj Δ *Aj *Bj Δ *Bj
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Как видно из таблицы, с увеличением толщи-
ны мембраны поток компонентов падает, однако
селективность по компоненту A увеличивается.
Распределение плотности компонентов вдоль
моделируемой ячейки представлено на рис. 4
(полные данные представлены в дополнительных
материалах [31]).

Из рис. 4 видно, что в жидкой фазе суммарная
плотность разделяемой смеси практически не ме-
няется, в мембране суммарная плотность изменя-
ется примерно на 7%. В пограничной с мембра-
ной области наблюдается уменьшение плотности
компонента A, т.е. наблюдается эффект концен-
трационной поляризации. Изменение плотности
тем больше, чем больше поток компонентов.

Влияние состава разделяемой смеси. В работе ис-
следовалась зависимость характеристик процесса
первапорации от концентрации разделяемой сме-

си при T* = 1 для толщины мембраны  = 40.

Плотность исходной смеси  = 0.8. Результаты
представлены в табл. 3.

Как показали результаты моделирования, с уве-
личением доли компонента A его поток и селек-
тивность разделения увеличиваются. Распределе-

*
Ml

*
Fn

ния плотности для некоторых из проведенных экс-
периментов представлены на рис. 5. Полные
данные по распределению плотности компонен-
тов вдоль моделируемой ячейки приведены в до-
полнительных материалах [31].

Влияние доли свободного объема в мембране.
Внутренняя структура мембраны оказывает зна-
чительное влияние на характеристики процесса
мембранного разделения. В работе исследовалось
влияние доли свободного объема мембраны на ве-
личины потоков компонентов и селективность
процесса. Доля свободного объема изменялась за
счет увеличения диаметра молекул мембраны при
их фиксированных положениях в решетке. Увели-
чение размера молекул мембраны задавалось путем
изменения параметра взаимодействия молекул
мембраны и компонентов s = σAM/σAB = σBM/σAB.
Доля свободного объема в мембране зависит от s

как  =  где  − плотность мембраны

при s = 1. Моделирование проводилось при  = 0.8,

T* = 1.0, xAF = 0.5,  = 20. Результаты представле-
ны в табл. 4.

0V ( )−
3

*1 ,Mn s *
Mn

*
Fn

*
Ml

Рис. 2. Распределение плотностей компонентов разделяемой эквимолярной смеси и суммарной плотности вдоль мо-

делируемой ячейки при T * = 1.5,  = 0.73,  = 20, xAF = 0.5 (O – плоскость симметрии ячейки; на дополнительном
рисунке представлено распределение суммарной плотности в жидкой фазе): 1 – компонент A, 2 – компонент B, 3 –
суммарная плотность, 4 – из решения дифференциального уравнения (14).
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Из таблицы видно, что при увеличении разме-
ров молекул мембраны снижается суммарный по-
ток и значительно возрастает селективность раз-
деления по компоненту А. На рис. 6 представлено
распределение плотностей компонентов вдоль
моделируемой ячейки. Видно, что с увеличением
размера молекул мембраны существенно снижа-
ется плотность компонента B в мембране. Сум-
марная плотность компонентов при увеличении

размеров молекул мембраны снижается. Однако
после достижения значения s, равного 1.17, сум-
марная плотность достигает значения n* = 0.45 и
изменяется несущественно. Это можно объяс-
нить тем, что в этом случае в свободное сечение
между узлами решетки помещается только одна
молекула. Молекулы при этом двигаются друг за
другом.

Рис. 3. Сравнение распределения плотности чистых компонентов вдоль моделируемой ячейки при массопереносе чи-

стых веществ при T* = 1.5,  = 0.73,  = 20 (на дополнительном рисунке представлено распределение плотности в
объеме V1): 1 – компонент A, 2 – компонент B, 3 – плотность компонента B из решения дифференциального уравне-
ния, 4 – плотность компонента A из решения дифференциального уравнения (13).
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Таблица 3. Значения потоков компонентов в зависимости от концентрации компонентов в исходной смеси

(  = 0.8, T* = 1,  = 40)

xAF αA

0.125 0.00074 0.000214 0.003886 0.000151 1.3330
0.250 0.001322 0.000080 0.002729 0.000071 1.4533
0.375 0.001767 0.000108 0.001900 0.000050 1.5500
0.500 0.002251 0.000126 0.001302 0.000035 1.7289
0.625 0.002594 0.000152 0.000823 0.000023 1.8911
0.750 0.002906 0.000168 0.000446 0.000015 2.1719
0.875 0.003132 0.000168 0.000185 0.000005 2.4185

*Fn *Ml

*Aj Δ *Aj *Bj Δ *Bj
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Коэффициенты диффузии компонентов в мембра-
не в равновесных условиях. Расчет массопереноса
через мембрану можно провести как неравновес-
ными методами, так и на основании математиче-

ских моделей, используя данные об адсорбции
компонентов и коэффициентах диффузии. Различ-
ные подходы для описания транспорта через мем-
брану влекут за собой различные определения ко-
эффициентов транспортной диффузии, между ко-
торыми есть явная связь [32].

Рис. 4. Распределение плотности компонентов разде-
ляемой эквимолярной смеси вдоль моделируемой

ячейки при различной толщине мембраны  (  =
0.8, T* = 1, xAF = 0.5, на дополнительном рисунке
представлено распределение суммарной плотности в
объеме V1): 1 – компонент A, 2 – компонент B, 3 –
суммарная плотность, 4 – из решения дифференци-

ального уравнения; (а) –  = 20; (б) –  = 60; (в) –

 = 100.
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Рис. 5. Распределение плотности компонентов вдоль
моделируемой ячейки при различном составе исход-

ной смеси (  = 0.8, T * = 1,  = 40): 1 – компонент
A, 2 – компонент B, 3 – суммарная плотность; (а) –

 = 0.125; (б) –  = 0.5; (в) –  = 0.875.
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Полученные результаты моделирования ана-
лизировались на их соответствие макромоделям
массопереноса. Для этого были рассчитаны неиз-
вестные коэффициенты диффузии компонентов
разделяемой смеси в мембране. Коэффициенты
диффузии определялись в зависимости от плот-
ности и состава смеси в мембране.

Моделирование проводилось в кубической
ячейке, длина стороны в которой подбиралась из
условия, чтобы суммарное количество молекул
внутри ячейки было примерно 4000. Молекулы
мембраны располагались равномерно по всей
ячейке и были зафиксированы в узлах кубиче-
ской кристаллической решетки.

Моделирование разбивалось на несколько
этапов: на первом этапе проводилось моделирова-
ние при T* = 10 для достижения равномерного рас-
пределения компонентов; далее в течение 500 тыс.
итераций проводилось установление термодина-
мического равновесия при заданной температу-
ре; на последнем этапе проводилось 2 млн итера-
ций пересчета положения молекул.

Коэффициент диффузии компонента i опре-
делялся по траекториям молекул, рассчитанным
на последнем этапе по уравнению Эйнштейна:

(4)

где – квадрат отклонения положения моле-
кулы i-го компонента, t – время, – усреднение
по ансамблю. Статистическая погрешность чис-

ленного эксперимента  определялась по стан-
дартной методике [26]. Рассчитанные значения
коэффициентов диффузии для температур T* = 1
и 1.5 представлены в табл. 5. Зависимости коэф-
фициентов диффузии от концентрации компо-
нентов и плотностей представлены в дополни-
тельных материалах [31].

Для дальнейшего использования полученных
данных при математическом описании массопере-
носа через мембрану значения коэффициентов
диффузии были аппроксимированы. Зависимость

→∞
= Δ 21 lim ( ) ,

6i it
D r t

t

Δ ( )ir t
...

Δ *
iD

Таблица 4. Поток и селективность при различном значении доли свободного объема мембраны (параметр s)

s
Численный эксперимент

Математическая модель, 
коэффициент взаимной 

диффузии

αA

1.03 0.001751 0.000082 0.000689 0.000015 2.54 0.0425
1.07 0.001586 0.000067 0.000482 0.000017 3.29 0.042
1.1 0.001429 0.000074 0.000293 0.000011 4.88 0.039
1.17 0.001231 0.000107 0.000105 0.000006 11.72 0.031
1.2 0.00105 0.000116 0.000079 0.000017 13.29 0.025
1.23 0.00093 0.000139 0.000046 0.000004 20.22 0.019
1.27 0.0008 0.000138 0.000030 0.000003 26.67 0.014
1.3 0.00061 0.000123 0.000018 0.000001 33.89 0.009

*Aj Δ *Aj *Bj Δ *Bj *ABD

Таблица 5. Зависимость коэффициента диффузии чистых компонентов в мембране от плотности при T* = 1 и 1.5

n*
T* = 1 T* = 1.5

0.1 0.2652 0.0006 0.3400 0.0006 0.4197 0.0100 0.5122 0.1081
0.2 0.1823 0.0025 0.2269 0.0069 0.2958 0.0005 0.3585 0.0097
0.3 0.1358 0.0034 0.1683 0.0033 0.2169 0.0085 0.2561 0.0097
0.4 0.1033 0.0021 0.1301 0.0050 0.1666 0.0065 0.1944 0.0090
0.5 0.0739 0.0016 0.0982 0.0032 0.1196 0.0007 0.1483 0.0057
0.6 0.0511 0.0009 0.0683 0.0047 0.0888 0.0009 0.1074 0.0011
0.7 0.0313 0.0003 0.0416 0.0001 0.0584 0.0005 0.0720 0.0008
0.8 0.0094 0.0002 0.0181 0.0005 0.0291 0.0005 0.0407 0.0005

*AD Δ *AD *ВD Δ *ВD *AD Δ *AD *ВD Δ *ВD
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коэффициента диффузии чистого компонента от
плотности выражалась соотношением

(5)
Концентрационная зависимость для смеси

определялась по выражениям

(6)

(7)
Значения найденных параметров в (5)–(7)

представлены в табл. 6. Максимальное относи-
тельное отклонение рассчитанных по (5)–(7) дан-
ных с численным экспериментом составило 18%,
среднее отклонение – менее 4%.

Из табл. 5 видно, что компонент A, сильнее
взаимодействующий с мембраной, имеет мень-
ший коэффициент диффузии. Таким образом,
селективность мембраны по отношению к ком-
поненту A в проведенных численных экспери-
ментах определяется адсорбционной способно-
стью этого компонента к мембране.

Изотерма адсорбции. Полученные в результате
молекулярного моделирования распределения
плотностей компонентов позволяют проанали-
зировать явление адсорбции–десорбции на гра-
ницах жидкость–мембрана и мембрана–пар. В
данном случае под адсорбцией будем понимать
явление скачкообразного изменения плотности
компонента на границе раздела фаз. На рис. 7
видно, что такое изменение плотности происхо-
дит в некотором переходном слое, внутри кото-
рого находится поверхность мембраны. Грани-
цы этого слоя можно определить по характерным
экстремумам на профиле плотности компонентов.
Единственная неопределенность границы пере-
ходного слоя существует в паровой фазе, так как
там не наблюдается характерного экстремума в
профиле плотности. Однако можно заметить, что
в большей части объема V2 плотность меняется
слабо. Поэтому предлагается границу переходно-
го слоя в паре определять как расстояние до мем-
браны, на котором плотность отличается менее
чем на 10% от средней плотности в объеме V2.
Определенная таким образом толщина переход-
ного слоя, выделенная на рис. 7 пунктирными ли-
ниями, составляет несколько молекулярных диа-
метров, что намного меньше линейного размера
объемов V1 и V2. Будем считать, что связь между
концентрациями на границах переходного слоя
(показана стрелками на рис. 7) определяет изо-
терму адсорбции. Как показал анализ, поведение
этой связи хорошо аппроксимируется изотермой
Ленгмюра:

(8)

− −
= + +0

*( ) .
n n
c eD n a be de

= + −0
* *( , ) ( ) (1 ),A A A AD n x D n kn x

= − −0
* *( , ) ( ) (1 ).B A B AD n x D n kn x

θ=
+ +

,
1

A A
AM

A A B B

p nn
p n p n

где индекс M соответствует плотности в мембра-
не; θ, pA , pB – параметры.

Минимизацией квадрата отклонения рассчиты-
ваемых и экспериментальных данных были опреде-
лены следующие значения параметров в выраже-

Рис. 6. Распределение плотностей компонентов в мо-

делируемой ячейке при различном значении s (  =

= 0.73, T* = 1.0, xAF = 0.5  = 20): 1 – компонент A,
2 – компонент B, 3 – суммарная плотность; (а) –  =
= 1.03; (б) –  = 1.17; (в) –  = 1.27.
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нии (8): θ = 0.741546, pA = 1748.13, pB = 376.587. В
табл. 7 представлены значения плотностей для
проведенных экспериментов и рассчитанные по
изотерме адсорбции значения. Видно хорошее

согласование используемой аппроксимации с ре-
зультатами численного эксперимента.

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
МАКРОСКОПИЧЕСКОГО ОПИСАНИЯ 

ПЕРЕНОСА МАССЫ
Процессы массопереноса как в объеме разде-

ляемой смеси, так и в мембране могут быть опи-
саны на основе уравнений для потоков компо-
нентов [33]:

(9)

здесь Di – коэффициент диффузии, определяе-
мый соотношением (4), μi – химический потен-
циал, w – конвективная скорость, которая харак-
теризует движение системы как целого. Значение
конвективной скорости определяется как среднее

μ= +
B

,i i
i i i

D dj n wn
k T dz

Таблица 6. Значения параметров в выражениях (5)–
(7) для определения коэффициентов диффузии в мем-
бране

Температура T* = 1 T* = 1.5

Вещество A B A B

a –2.0610 –0.2151 –0.0726 –0.0564

b 0.2433 0.3875 8.8723 8.9412

c 0.1231 0.0711 0.0021 0.0011

d 2.2410 0.5073 0.5756 0.6803

e 10.1300 1.0290 0.4638 0.4136

k 0.0080 0.0080 0.0125 0.0125

Рис. 7. Распределение плотностей на границах мембраны (  = 0.8, xAF = 0.5, T* = 1.0,  = 40; стрелками показаны
плотности на границах адсорбционного слоя, соответствующие изотерме Ленгмюра; на дополнительном рисунке
представлено изменение плотности компонентов со стороны пермеата): 1 – плотности компонента B со стороны ис-
ходной смеси, 2 – плотности компонента A со стороны исходной смеси, 3 – плотности компонента B со стороны пер-
меата, 4 – плотности компонента A со стороны пермеата.
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значение скоростей всех молекул системы  =

=  где  – скорость k-й молекулы.

Скорости молекул обычно задаются относитель-
но лабораторной системы отсчета (системы отче-
та относительно мембраны). Таким образом, в
уравнении (9) диффузионный перенос массы
определяется тепловым движением молекул от-
носительно лабораторной системы отсчета. Оче-
видно, что если рассматриваемая система нахо-
дится в равновесии и неподвижна относительно
выбранной системы отсчета, то w = 0.

Как видно из приведенных результатов моде-
лирования, вдоль ячейки могут изменяться как
концентрации компонентов, так и общая плот-
ность смеси. Тогда при условии, что T* = const,
вдоль всей ячейки выражение (9) можно записать
в виде

(10)

Учитывая определение химического потенци-
ала  +  где γi – коэффици-
ент активности, можно определить термодина-
мические факторы как

w

=
 v

1

1 ,
N

k
kN

vk

 ∂μ ∂μ= − + + ∂ ∂ B

.i i i i
i i i

i i

D dx dnj n wn
k T dz x dz n

μ = μ0( )i i T γB ln( ),i ik T nx

 ∂μ ∂ γΓ = = + ∂ ∂ B

ln( )1 ,x i i i
i i

i i

x x
k T x x

В результате выражение для потока компонен-
та будет иметь вид

(11)

В случае бинарной смеси, используя соотно-
шения Гиббса–Дюгема, можно получить выра-
жение для общего потока, аналогичное выраже-
нию (11):

(12)

Соотношение (11), записанное, например, для
компонента A, и соотношение (12) при известных
значениях потоков, коэффициентов диффузии,
термодинамических факторов и конвективной
скорости позволяют определить профили плот-
ности и концентрации вдоль ячейки. Для области
жидкой фазы значения этих параметров, кроме
конвективной скорости, известны, что позволяет
проверить адекватность макроскопических моде-
лей массопереноса на масштабах ячейки, в кото-
рой проводилось молекулярное моделирование.
Для области внутри мембраны неизвестными яв-
ляются еще и термодинамические факторы, что
приводит к необходимости использовать какие-
либо допущения по их поведению. Данная модель

 ∂μ ∂ γΓ = = + ∂ ∂ B

ln( )1 .n i i
i

i i

n n
k T n n

= − Γ − Γ + .X ni
i i i i i i i

dx dnj D n D x wn
dz dz

= + = − − Γ −

− Γ + Γ +

( )

( ) .

X A
A B A B A

n n
A A A B B B

dxj j j D D n
dz

dnD x D x wn
dz

Таблица 7. Сравнение плотностей компонентов на границах переходной области. Данные численного экспери-
мента при Т* = 1 и расчет по изотерме адсорбции (8); l/m и m/v – граница жидкость/мембрана и мембрана/ва-
куум соответственно, Δ – отклонение от результатов численного эксперимента

Вид эксперимента
Численный эксперимент Изотерма Ленгмюра

Условия 
эксперимента Граница Δ, % Δ, %

Переменная тол-
щина мембраны

l/m 0.1955 0.6030 0.4260 0.3159 0.4447 4.4 0.2955 –6.4

m/v 0.0049 0.0040 0.5785 0.1188 0.5746 –0.7 0.1002 –15.7

l/m 0.2354 0.5643 0.5133 0.2416 0.4882 –4.9 0.2522 4.4

m/v 0.0027 0.0014 0.6047 0.0584 0.5603 –7.4 0.0617 5.6

l/m 0.2675 0.5350 0.5554 0.2075 0.5175 –6.8 0.2229 7.4

m/v 0.0020 0.0008 0.6038 0.0390 0.5399 –10.6 0.0449 15

Переменная кон-
центрация в обла-
сти исходной 
смеси

xAF = 0.125
l/m 0.0357 0.7595 0.1161 0.6042 0.1325 14.1 0.6069 0.4

m/v 0.0011 0.0064 0.3086 0.3070 0.2742 –11.2 0.3298 7.4

xAF = 0.5
l/m 0.2135 0.5856 0.4750 0.2727 0.4654 –2 0.2749 0.8

m/v 0.0034 0.0020 0.5972 0.0777 0.5711 –4.4 0.0740 –4.7

xAF = 0.875
l/m 0.6144 0.1875 0.7429 0.0433 0.6952 –6.4 0.0457 5.5

m/v 0.0046 0.0003 0.6904 0.0103 0.6513 –5.7 0.0093 –9.6

*An *Вn *AМn *ВМn *AМn *ВМn

=* 20Мl

=* 60Мl

=* 100Мl
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была применена для описания проведенных чис-
ленных экспериментов.

Массоперенос чистого компонента. В одноком-
понентном случае система уравнений (11), (12)
сводится к одному:

(13)

Используя данные для леннард-джонсовских
флюидов о коэффициентах диффузии [34] и урав-
нение состояния Бенедикта–Вебба–Рубина [35]
для определения термодинамического фактора

 +  где ZV – фактор

сжимаемости, были рассчитаны профили плот-
ности в области жидкой фазы при массопереносе
чистых флюидов A и B при Т* = 1.5. Значение
конвективной скорости (табл. 1) подбиралось из
условия наилучшего согласования рассчитанных
и экспериментальных данных. Решение (13) ис-
калось для граничных условий, заданных на гра-
нице контрольного объема Vc1. На рис. 3 видно
хорошее согласование решения уравнения (13) и
данных численного эксперимента. Необходимо
отметить, что удовлетворительный результат уда-
ется получить только при правильном учете тер-
модинамического фактора. В противном случае,
например для допущения  = 1, решение уравне-
ния (13) даже качественно не согласуется с дан-
ными численного эксперимента. Поэтому в от-
сутствие данных о термодинамическом факторе
компонента внутри мембраны адекватное реше-
ние удается получить только в предположении
определенного поведения термодинамического
фактора от плотности, например линейного. Од-
нако при этом оказываются неизвестными не-
сколько параметров (конвективная скорость и
параметры в аппроксимации термодинамическо-
го фактора), что приводит к определению разных
наборов параметров, позволяющих адекватно
описывать профиль плотности внутри мембраны.

Двухкомпонентный случай. В проведенных
численных экспериментах для двухкомпонент-
ной смеси в объеме V1, где находится разделяемая
смесь, компоненты не отличаются друг от друга
по межмолекулярным взаимодействиям. Тогда

  DA = DB и система уравне-
ний (11), (12) сводится к выражениям

Второе уравнение не зависит от первого, что
позволяет определить профиль плотности, а за-
тем из первого уравнения можно рассчитать про-
филь концентрации. Результаты таких расчетов

= − Γ + .n dnj D wn
dz

∂Γ = +
∂
( , )1n VZ T n
n

−( , ) 1,VZ T n
n

Γn

Γ = Γ = 1,X X
A B Γ = Γ ,n n

A B

= − + ,A
A A A

dxj D n jx
dz

= − Γ + .n
A A

dnj D wn
dz

для разделения эквимолярной смеси при двух
температурах приведены на рис. 2 и 4. Видно, что
при температуре Т* = 1.5 плотность меняется
вдоль ячейки, а при Т* = 1.0 − изменения почти
не происходит. Как показали расчеты, в обоих
случаях хорошего согласования профиля концен-
траций можно добиться и при подстановке в пер-
вое уравнение средних значений плотности в
ячейке. Таким образом, можно утверждать, что
макроуравнения массопереноса хорошо согласу-
ются с данными численного эксперимента, что
означает их применимость на масштабах не-
сколько десятков молекулярных диаметров.

Для описания массопереноса в мембране вви-
ду отсутствия данных о конвективной скорости
выразим w из уравнения (12) и подставим в (11). В
результате получим следующее соотношение для
потока компонента:

(14)

здесь  =  – коэффициент взаим-
ной диффузии.

Так как в мембране не были известны значе-
ния термодинамических факторов, то везде рас-
четы по соотношению (14) проводились при до-
пущении   Кроме того,
анализ членов, входящих в уравнение (14), пока-
зал, что даже для Т* = 1.5, где наблюдается самое
значительное изменение плотности вдоль мем-
браны (рис. 2), вторым членом можно прене-
бречь, так как его величина оказывается на три
порядка меньше остальных. Таким образом, мас-
соперенос внутри мембраны анализировался на
основе соотношения

(15)

На рис. 8 показано сравнение данных числен-
ного эксперимента по профилю концентраций
компонентов внутри мембраны с результатами
расчета по уравнению (15). Видно хорошее согла-
сование, это подтверждает, что внутри мембраны
молекулярного масштаба формируется профиль
концентраций, соответствующий макроуравне-
нию массопереноса. Аналогичная точность была
получена для других проведенных численных
экспериментов.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ
В результате численного моделирования были

рассмотрены различные условия мембранного
разделения идеальной бинарной леннард-джон-
совской смеси с помощью мембраны кристалли-

= − Γ −

− Γ − Γ +( ) ,

x A
A AB A

n n
A A B B A B A

dxj D n
dz

dnD D x x jx
dz

ABD +( )A B B AD x D x

Γ = Γ = 1,X X
A B Γ = Γ = 1.n n

A B

= − + .A
A AB A

dxj D n jx
dz
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ческого типа. Компоненты разделяемой смеси по
межмолекулярному взаимодействию различа-
лись только энергией взаимодействия с молекула-
ми мембраны. В результате моделирования были
получены поля концентраций и плотностей вдоль
ячейки, а также величины потоков компонентов.
Кроме того, по среднеквадратичному отклонению
молекул были рассчитаны коэффициенты диффу-
зии компонентов в мембране (табл. 5). Как было
показано на некоторых примерах выше, во всех
случаях наблюдалось соответствие полученных в
результате численного моделирования данных
уравнениям массопереноса в виде (11), (12) и их
следствиям (13) и (15). В результате можно сде-
лать следующие выводы: в неравновесной системе
масштаба несколько десятков диаметров молекул
поведение макросвойств соответствует уравнени-
ям переноса линейной неравновесной термодина-
мики; метод контрольных объемов оказывается
способным адекватно предсказывать основные ха-
рактеристики мембранного разделения (потоки,
селективность, адсорбцию, коэффициенты диф-
фузии). Было показано, что изотерма сорбции в
системах с межмолекулярным потенциалом Лен-
нард-Джонса адекватно описывается уравнением
Ленгмюра.

Во всех рассмотренных случаях численного мо-
делирования прослеживается селективность по от-
ношению к компоненту с большей энергией при-
тяжения к мембране. При этом в чистом виде поток
этого компонента через мембрану был меньше по-
тока второго компонента. Таким образом, селек-

тивность мембранного разделения достигалась
только за счет разницы сорбционной способности
компонентов по отношению к мембране. Как вид-
но, в этом случае приближение идеального прони-
цания [36], предполагающее пропорциональность
проницаемости компонентов смеси проницаемо-
сти чистых компонентов, не применимо даже каче-
ственно. Сравнивая значения конвективной ско-
рости и общего потока (табл. 1), можно заметить,
что вклад диффузионного и конвективного меха-
низма в процесс массопереноса через рассматрива-
емый тип мембраны является соизмеримым.

На рис. 4 и в табл. 2 представлено поведение
характеристик мембранного разделения в зави-
симости от толщины мембраны. С увеличением
последней происходит снижение величины по-
тока и увеличение селективности процесса. Та-
кое поведение объясняется известным в теории
массопереноса через мембраны явлением кон-
центрационной поляризации, которое опреде-
ляет уменьшение концентрации легкопроника-
ющего компонента на поверхности мембраны
по сравнению с концентрацией в ядре потока. С
увеличением толщины мембраны сопротивле-
ние переносу массы через нее возрастает, что
приводит к снижению величины концентраци-
онной поляризации и сорбцией большего коли-
чества легкопроникающего компонента. Увели-
чение селективности при увеличении толщины
мембраны также наблюдалось в экспериментах при
газоразделении и первапорации [37, 38].

Рис. 8. Распределение концентрации компонента А вдоль моделируемой ячейки (T* = 1.0,  = 0.8, xAF = 0.5,  = 40):
1 – численный эксперимент, 2 – результат решения уравнения (15).
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На рис. 5 и в табл. 4 представлены результаты
численного моделирования разделения бинарной
смеси с разным составом. При увеличении кон-
центрации легкопроникающего компонента про-
исходит монотонное уменьшение суммарного
потока и увеличение селективности. Причем по-
следняя увеличивается более чем в два раза.

Для анализа результатов моделирования мас-
сопереноса при изменении размера молекул мем-
браны, которые представлены на рис. 6, решалась
обратная задача. По значениям потоков и профи-
лю концентраций в мембране были определены ко-
эффициенты взаимной диффузии в уравнении (15)
(табл. 4). С увеличением размера молекул мем-
браны происходит уменьшение доли свободного
объема. Как следствие, падает поток вещества,
также уменьшается значение коэффициента вза-
имной диффузии. Однако при этом происходит
сильное увеличение селективности процесса. На-
пример, при уменьшении потока в два раза селек-
тивность возрастает на порядок. Таким образом,
для мембран, для которых эффект разделения в
основном связан с различной сорбционной спо-
собностью компонентов, значительное увеличе-
ние селективности возможно за счет уменьшения
свободного объема.

Работа выполнена при финансовой поддержке
Российского фонда фундаментальных исследова-
ний (проект № 17-03-01133).

ОБОЗНАЧЕНИЯ

a, b, c, d, e, k параметры
D эйнштейновский коэффициент диффу-

зии, м2/с
h высота ячейки, м
j поток компонента, моль/(м2 с)
kB константа Больцмана, Дж/К
l толщина, м
m масса молекулы, кг
N количество молекул
n числовая плотность, нм–3

pA, pB параметры уравнения Ленгмюра
r расстояние, м
S площадь, м2

s отношение диаметров молекул
T температура, К
t время, с
U энергия, Дж
V0 свободный объем, м3

w конвективная скорость, м/с
x мольная доля
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