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ВВЕДЕНИЕ

Научное решение реальных прикладных задач
в различных сферах промышленности играет
важную роль, этому посвящается большое коли-
чество научных трудов. Не является исключени-
ем и гальваническое производство, в работах [1–
6] рассматриваются различные задачи. Рассмат-
риваемая работа пытается решить проблему, от-
носящуюся к очистным мероприятиям, исследо-
ванию и прогнозированию кинетики таких про-
цессов с помощью математических моделей.

Прежде всего, нужно отметить, что в этом случае
при решении прикладных задач удобно рассматри-
вать процессы в установившемся режиме. Опреде-
ленный интерес вызывает модель, предложенная в
компании Dow Chemical [7]. Модель связывает рас-
ход разделяемого раствора с числом и площадью
мембранных элементов, проницаемостью раство-
рителя через мембрану, температурой процесса, за-
грязнением мембраны, трансмембранным давлени-
ем, осмотическим давлением раствора, концентра-
циями разделяемого раствора и коэффициентом
задержания мембраны, но не учитывает диффузи-
онные процессы.

Важной особенностью модели является оцен-
ка вклада эффектов загрязнения мембраны и
концентрационной поляризации на мембранное
разделение растворов. Например, автор работы
[8], предлагая модель комплексного загрязнения
мембраны, связывает динамику гелеобразования
с фильтрационной скоростью, которая, в свою
очередь, уже учитывает площадь сечений откры-
тых пор. Однако если в основе эффекта концентра-
ционной поляризации лежит увеличение концен-
трации растворенного вещества в примембранном
слое, то загрязнение мембраны и снижение площа-
ди сечения открытых пор связаны с непосред-
ственным оседанием вещества в порах. В модели
неравномерного осаждения частиц внутри пор по-
лупроницаемой мембраны, в ее приближенном
аналитическом решении, а также в модели совмест-
ного неравномерного осаждения частиц на внеш-
ней и внутренней поверхности мембран, процессы
осаждения рассматриваются раздельно [9].

Авторы работы [10], например, отдельно рас-
сматривают закупоривание применительно к от-
дельной поре и к участку мембраны в целом. При
разработке математической модели рассматрива-
ется динамика процесса и учитывается, что кроме
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потока пермеата может образовываться поток
фильтрата за счет образования осадка на поверх-
ности половолоконной мембраны. Слабым ме-
стом использования модели [11] является наличие
в уравнениях показателя проницаемости пермеата
через мембрану, его зависимость определена авто-
рами только для мембранных элементов серии BW.
Хотя величина проницаемости пермеата может
быть определена и по другим уравнениям, возмож-
ность использования этих значений при расчетах
по исходной модели не проверена на практике.

Расчет проницаемости мембраны, состоящей
из совокупности пористых сферических частиц,
рассмотрен в модели, приведенной в работе [12].
В расчетах использован ячеечный метод, гранич-
ные условия на поверхности ячейки – Хаппеля,
Кувабары, Квашнина и др. Течение раствора в мо-
дели описано уравнением Бринкмана. Получено
решение задачи об обтекании одиночной сфериче-
ской частицы, покрытой пористым слоем, одно-
родным потоком вязкой несжимаемой жидкости,
но при этом не затрагивается динамика процесса
проницания веществ через пористую среду. Свое
дальнейшее развитие эта модель получила в работе
[13], где рассматривается пористая среда, образо-
ванная цилиндрическими волокнами, несущими
пористый адсорбционный слой.

В работе [14] предложена модель расчета массо-
переноса через асимметричные мембраны, кото-
рая учитывает физико-химические свойства их
слоев. В модели показано, что разность эффектив-
ных плотностей фиксированных зарядов в слоях
мембраны является главным фактором, определя-
ющим степень асимметрии диффузионной прони-
цаемости, но ее слабым звеном является неучет
других процессов динамики, например, осмотиче-
ских. Так, в работе [15] рассмотрены вопросы мате-
матического описания транспортных характери-
стик пермеата и оценка влияния модификаторов
(краун-эфиры) на перенос воды через полиамид-
ные и полисульфоновые мембраны, но не затраги-
ваются процессы концентрационной поляризации
и диффузии.

В работе [16] авторы рассматривают гидроди-
намику термоперварационного проточного мем-
бранного модуля с цилиндрическими турбулиза-
торами, при этом в основном учитывается влия-
ние испарения на перенос компонентов в области
низких трансмембранных давлений. Авторы ра-
боты [17] исследуют в основном массоперенос в
поперечном потоке в модельной гексагональной
системе половолоконных мембран, не затрагивая
вопросы исследования гидродинамики, позволя-
ющей перемешивать раствор в пограничном слое
мембраны.

Авторы работ [18–21] останавливаются на про-
блемах мембранного разделения растворов и его
математического описания, уходя от вопросов

рассмотрения явлений переноса веществ. В рабо-
те [22] авторы исследуют проницаемость мембра-
ны, морфологию поверхности с полиэфирсуль-
фоновым покрытием на ультрафильтрационных
мембранах, не затрагивая вопросы изменения
структуры и скорости течения потока. Авторы ра-
боты [23] сравнивают гидродинамическую прони-
цаемость пористых мембран с полностью пористы-
ми частицами или частицами с пористой оболоч-
кой. Для расчета потока раствора внутри пористого
слоя мембраны применяется уравнение Бринкма-
на, но оно исключает влияние структуры и скоро-
сти течения потока в межмембранном канале.

Выполненный обзор математических моделей
и рассмотренные вопросы математического опи-
сания массопереноса в работах [7–23] показали,
что не полностью учитывается динамика мем-
бранного процесса, включающая диффузионные,
осмотические и гидродинамические процессы. А
в случае электромембранных процессов учету не
подлежат электродиффузионный и электроосмо-
тический переносы. Универсальный подход, учи-
тывающий динамику процесса, позволит наиболее
точно, с позиции физики мембранного процесса,
описать математически электромембранные про-
цессы и проверить их адекватность на реальных
химических процессах. Поэтому целью данной ра-
боты является разработка математической модели,
основанной на решении уравнений Нернста–
Планка и Пуассона–Больцмана, учитывающей не
только диффузионные, осмотические, гидродина-
мические процессы, но и электродиффузионные и
электроосмотические переносы вещества, которая
позволит решить одну или несколько существую-
щих реальных задач по очистке.

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ЧАСТЬ
Рассмотрим задачу массопереноса через мем-

браны при наложении трансмембранного давле-
ния и электрического потенциала при течении
раствора в плоском межмембранном канале. При
этом примем следующие допущения: скорость
электродных реакций намного ниже скорости
массопереноса; рабочая плотность тока намного
ниже критической; насос обеспечивает постоян-
ство подачи; микропотоки растворителя и рас-
творенного вещества учитываются через коэффи-
циент задержания и удельный выходной поток
пермеата; режим стационарный; течение раство-
ра в мембранном канале – ламинарное [24, 25].

Рассмотрим математическую запись задачи [26]:

(1)

(2)

(3)

(4)

∇ η ∇ + ∇ + ρ ∇ + ∇ =[ ( ( ) )] ( ) 0,T Pu u u u

∇ = 0,u

∇ − ∇ − υ ∇ = − ∇( ) ,D c z F U cu

−∇ε ε ∇ = θvac .r U
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Рассмотрим задачу гидродинамики: для лами-
нарного, стационарного, установившегося тече-
ния уравнения движения жидкости имеют вид

(5)

Определяем граничные условия:
(6)
(7)

Поскольку давление меняется только вдоль оси
канала, то можно записать уравнение (5) в виде

(8)

Проинтегрируем уравнение (8) по переменной
, соответствующей направлению вдоль оси ка-

нала:

(9)

(10)

Здесь C1, C2 – постоянные интегрирования. Най-
дем C1 и C2 из уравнений (6) и (7):

(11)

(12)

Таким образом, имеем решение в виде

Расход жидкости через канал определяем по
формуле

(13)

Электроосмотический поток, как возникаю-
щий в результате электроосмотического давле-
ния, можно записать как

(14)

Приведем дифференциальное уравнение для
проницаемости

(15)
Отсюда получаем

(16)

( )∂ ∂ ∂π= −
μ ∂ ∂∂

2

2
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x xy
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y
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μ μ

2
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μ

2
1 2

1( , ) 0,
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dP dx Y Y C Y C
dx dx

u

( )π−− = − + =
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1 2

1( , ) 0.
2

dP dx Y Y C Y C
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u
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( )

π π− −= − =
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π−= − −
μ

2 2

2 2

1 1( , )
2 2

1 ( ).
2

dP d dP dx y y Y
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dP d Y y
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u

( )π−= −
μ

32 .
3

dP dbYQ
dx dx

( )Δ − Δπ= −
μ

3 (2 .
3

d PbYQ
dx

+Δ − = = γ2 ( ) .x x xQ Q dQ b x dx

= − γ2 ( ).dQ b x
dx

Знак “–” из-за того, что расход в канале убы-
вает.

Учитывая приведенные выше преобразова-
ния, получим

(17)

(18)

(19)

Уравнение для случая оттока под действием
трансмембранного давления представляем как

(20)

Обозначив  где  так как 

  получим линейное однородное диф-
ференциальное уравнение второго порядка с по-
стоянными коэффициентами:

(21)

Решение дифференциального уравнения (21)

принимает вид  Определив
постоянные интегрирования C1 и C2 с учетом гра-
ничных условий, получим

(22)

В результате проведенных преобразований и
расчетов можно сделать вывод, что первая произ-
водная гидродинамического давления будет рав-
на соответственно

(23)

где 

Для случая оттока под действием электроос-
мотического давления имеем

(24)

Проведя аналогичные преобразования для элек-
троосмотического давления, получим

(25)

= − Δ − Δπe2 ( ),dQ bk P
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= Δπ2
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Таким образом, с учетом (21), (23) можно записать

(26)

Проницаемость мембраны с учетом электро-
осмотического давления определяем как

(27)
Подставив выражения для составляющих дав-

ления в уравнение проницаемости (27), получим

(28)

Подставляем полученные выражения для про-
дольной и поперечной скорости в уравнение (3) и
решаем его совместно с уравнением (4) числен-
ным методом, находим распределение концен-
трации анионов по длине и высоте канала.

Уравнение Нернста–Планка имеет вид

(29)

Граничные условия:

(30)

(31)

(32)

Уравнение Пуассона–Больцмана имеет вид

(33)

Граничные условия:

(34)

(35)

(36)

(37)

При расчетах используются основные кинети-
ческие характеристики электромембранного про-
цесса, полученные при экспериментальных иссле-
дованиях разделения модельных медно-гальвани-
ческих растворов.

Расход энергии на процесс концентрирования
водного раствора в электромембранном процессе:

(38)

Проницаемость на границе мембраны можно
записать как

(39)

Для упрощения записей и расчетов определим
промежуточную величину

(40)
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Количество трубок в аппарате определяется как

(41)

Количество секций в каскаде:

=
vs

.
( )
Jn
x

(42)

Из уравнений материального баланса запишем
выражение, позволяющее найти концентрацию на
выходе из секции:

= f( ).l cN
L

(43)

Видим, что на выходе концентрация увеличивается на величину
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Расчет ведется методом последовательных
приближений, задавая различные длины и выхо-
дя на заданную концентрацию, а проверка адек-
ватности математической модели проводится пу-
тем сравнения расчетных и экспериментальных
данных. Сравнение проводилось по величине
концентрации целевого компонента в ретентате.

Экспериментальные исследования проводили
на электробаромембранной установке плоскока-
мерного типа. Ее конструкция и принцип дей-

ствия описаны в работах [27, 28]. В качестве объ-
ектов исследования были выбраны пористая
ацетатцеллюлозная мембрана МГА-95, рабочие
характеристики которой представлены в табл. 1, и
модельные водные растворы CuSO4 ⋅ 5H2O с исход-
ной концентрацией меди в них 0.03 и 0.06 кг/м3.
Показания концентрации меди в ретентате сни-
мались при рабочем давлении в 1, 2, 3 и 4 МПа.

Рабочие параметры, которые были получены
при проведении экспериментов с разной концен-
трацией целевого компонента, в дальнейшем
применены при теоретическом расчете процесса
разделения и приведены в Теоретически рассчи-
танные данные были проанализированы и срав-
нены с экспериментальными данными, получен-
ными при аналогичных рабочих параметрах. Все
данные приведены на рис. 1 и 2.

Отклонение расчета от эксперимента не пре-
вышает 5% для обеих концентраций исходных
растворов, что свидетельствует о достаточно вы-
сокой точности расчета по представленной мате-
матической модели.

Таблица 1. Рабочие характеристики пористой ацетат-
целлюлозной мембраны МГА-95

Рабочие параметры МГА-95

P, МПа 5.0

J, м3/(м2 с) 1.11 × 10–5

K по 0.15% NaCl не менее 0.95
рН 3–8
B, м 1.2 × 10–3

Тmax, °C 50
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Разработанная математическая модель элек-
тромембранного процесса, основанная на реше-
нии уравнений Нернста–Планка и Пуассона–
Больцмана с учетом принятых допущений и гра-
ничных условий, и учитывающая влияние на
мембранный процесс двух движущих сил –
трансмембранного давления и градиента элек-
трического потенциала, решает одну из реаль-
ных задач, позволяя рассчитывать концентрации
по растворенному веществу на выходе из мем-
бранного аппарата в ретентате и в пермеате, нахо-
дить среднюю величину удельного выходного по-
тока пермеата при разделении технологических
растворов электролитов химического процесса
меднения. Возможность извлечения целевых
металлов, в частности меди, используя результа-
ты теоретического прогнозирования электро-
мембранного разделения растворов по предлага-
емой математической модели, позволит значи-
тельно сократить производственные издержки
предприятий, сократить загрязнение водоемов.
Кроме того, результаты расчета по представлен-
ной математической модели могут быть исполь-
зованы при проектировании электромембранных
аппаратов с необходимыми очистными характе-
ристиками.

Проверка на адекватность математической мо-
дели проведена путем сравнения рассчитанных и
экспериментально полученных данных по измене-
нию концентрации целевого вещества в ретентате
относительно давления при постоянной плотности
тока в процессе электромембранного разделения
технологических растворов химического процесса
меднения.

Рис. 2. Зависимость концентрации меди в ретентате
Срет от давления Р при исходной концентрации Сисх =
= 0.06 кг/м3. Линия – эксперимент, точки – расчет.
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Таблица 2. Рабочие параметры теоретического расчета

Рабочий параметр
Значение

1 МПа 2 МПа 3 МПа 4 МПа

L, м 0.9 0.9 0.9 0.9
R, м 1 × 10–3 1 × 10–3 1 × 10–3 1 × 10–3

μ, Па с 9.5 × 10–4 9.5 × 10–4 9.5 × 10–4 9.5 × 10–4

k 4.62 × 10–12 4.62 × 10–12 4.62 × 10–12 4.62 × 10–12

D, м2/c 1 × 10–9 1 × 10–9 1 × 10–9 1 × 10–9

Pin, Па 4 × 106 3 × 106 2 × 106 1 × 106

Pf, Па 3.99 × 106 2.99 × 106 1.99 × 106 0.99 × 106

K 0.859 0.859 0.859 0.859

is, А/м2 57.5 57.5 57.5 57.5

Рис. 1. Зависимость концентрации меди в ретентате Срет
от давления Р при исходной концентрации Сисх =
= 0.03 кг/м3. Линия – эксперимент, точки – расчет.
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ОБОЗНАЧЕНИЯ

B толщина мембраны, м
b ширина канала, м
C постоянная интегрирования
c параметр, характеризующий концентрации 

растворенного вещества в растворе, кг/м3

D коэффициент диффузии, м2/с
F постоянная Фарадея, Кл/моль
i плотность тока, А/м2

J удельный поток растворителя, м3/(м2 c)
K среднее значение коэффициента задержания
k параметр, характеризующий коэффициент 

задержания растворенного вещества в мембра-
нах

L длина мембранного канала в трубчатом эле-
менте, м

l длина секций, позволяющих получить задан-
ную концентрацию на выходе, м

N количество секций в каскаде
n количество мембран в модуле
P трансмембранное давление, Па
Q расход жидкости, м3/с
R радиус трубчатой мембраны, м
S площадь одной мембраны, м2

T температура, К
U продольная скорость течения раствора в труб-

чатом элементе, м/с
u вектор поля скоростей
V объем пермеата, м3

W расход энергии, кВт ч
Y параметр по полувысоте межмембранного 

канала, м
z валентность
γ поперечная скорость течения раствора в труб-

чатом элементе, м/с
ε диэлектрическая постоянная
η выход по току
θ плотность электрического заряда, Кл/м3

λ теплопроводность раствора, Вт/(м К)
μ коэффициент динамической вязкости рас-

твора, Па
ν проницаемость мембраны, м3/(м2 с)
π осмотическое давление, Па
ρ плотность раствора, кг/м3

υ подвижность ионов, м2/(В с)
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