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ВВЕДЕНИЕ
Системный анализ теплофизических и химико-

технологических свойств фосфоросодержащих тех-
ногенных отходов, скопившихся в хвостохранили-
щах горно-обогатительных и металлургических
предприятий, главным образом основывается на
экспериментальных исследованиях [1]. Получен-
ные методами монотонного нагрева образцов дан-
ные обрабатываются на базе решения обратной ко-
эффициентной задачи теплопроводности для сово-
купного определения теплофизических и химико-
технологических свойств отходов, таких как тепло-
емкость, теплопроводность и температуропровод-
ность, и кинетических констант химико-техноло-
гических реакций с использованием специально
разработанного программного обеспечения [2, 3].
Системное представление свойств фосфоросодер-
жащих отходов базируется на выявлении главных
структурных составляющих [4, 5]. Зависимость их
свойств от температуры, с учетом реагирующих
включений и полупродуктов, представлена в виде
многочленов.

Все это дало возможность сформировать про-
цедуры расчета теплофизических характеристик
(ТФХ) фосфоросодержащих отходов переработки
апатит-нефелиновых руд, различного состава в
самом широком диапазоне температур обработ-

ки, с учетом протекания неизотермических хими-
ко-технологических реакций [6, 7].

Системный анализ результатов показывает,
что начальная теплопроводность и ее изменение
при нагреве сильно варьируется для отходов раз-
личных месторождений апатит-нефелиновых руд
и пород [8, 9]. Термически активируемые хими-
ко-энерготехнологические процессы сильно вли-
яют на зависимость ТФХ от температуры [10, 11].

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЙ
МЕТОД ИССЛЕДОВАНИЯ

АКУСТИЧЕСКИХ КОЛЕБАНИЙ

Наличие потока теплоты в фосфоросодержа-
щих отходах переработки апатит-нефелиновых
руд обеспечивает неравновесное перераспределе-
ние фононов и отличие от равновесного состоя-
ния при заданном градиенте температуры опреде-
ляет теплопроводность. Так как фононы характе-
ризуют энергию колебаний узлов решетки и
являются квазичастицами, они определяют харак-
теристики среды. Таким образом, ТФХ твердых
тел определяются параметрами фононов. Фононы
в твердых телах ассоциируются с “фононным га-
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зом”, причем температуропроводность и тепло-
проводность описываются уравнениями [12, 13]

(1)

(2)

Здесь  – объемная теплоемкость тела,  – ско-
рость упругой волны,  – длина свободного про-
бега фононов,  – время релаксации фононов.

Такие зависимости обоснованно применимы
для аморфных, полукристаллических и кристал-
лических твердых тел. Это описывается квантово-
механической теорией взаимодействия фононов.
Длина свободного пробега фононов  зависит от
рассеяния на границах кристаллов, дефектов ре-
шетки, состояния аморфности структур, а также от
рассеяния на других фононах. Причем последний
механизм является основным при высоких темпе-
ратурах. Рассеяние фононов на фононах приводит
к зависимости, где  [14, 15].

Согласно экспериментальным исследованиям
акустических колебаний, для некоторых состав-
ляющих отходов переработки апатит-нефелино-
вых руд получены значения  и  (табл. 1).

В зависимости от структуры и размеров кри-
сталлических зерен в породах меняется длина
пробега фононов и время релаксации. Таким об-
разом, ТФХ также зависят от кристаллических об-
разований и структуры [13]. Так как длина пробега
фононов является одним из основных парамет-
ров, определяющих ТФХ материала, то, соответ-
ственно, с возрастанием длины пробега увеличи-
вается теплопроводность и температуропровод-
ность отходов. Так, например, для глинистых
образований  Вт/(м К) и  м2/с, а
для кристаллических образований  Вт/(м К)
и  м2/с.

= = 2 ,1 1 τ
3 3f f f fa W l W

λ = =
v v

21 1 τ .
3 3f f f fc W l c W

v
c fW

fl
τ f

fl

−∝ 1
fl T

fl τ f

≈λ 1.01 −≈ × 75 10а
≈λ 3.5

−≈ × 714 10а

Теплоемкость твердых тел кристаллической
структуры хорошо описывается формулой Дебая

(3)

где  – температура Дебая, R – универсальная
газовая постоянная, D(x) – функция Дебая [16].

Для основных составляющих отходов горно-
обогатительных комбинатов апатит-нефелино-
вых руд для температур, превышающих темпера-
туру Дебая , скорость звука и
теплоемкость меняются несущественно, и, зна-
чит, теплопроводность обратно пропорциональ-
на температуре 

Таким образом, теплопроводность кристалли-
ческих тел при высоких и нормальных температу-
рах обратно пропорциональна температуре, что
связано с соответствующим уменьшением длины
пробега фононов, и, соответственно, температуро-
проводность аморфных тел слабо зависит от тем-
пературы [14]. ТФХ поликристаллических тел, в
зависимости от размеров кристаллических зерен,
имеют промежуточные значения между кристал-
лическими и аморфными веществами.

С повышением температуры теплопроводность
и температуропроводность для кристаллов и поли-
кристаллических твердых тел приближается к зна-
чению аморфных тел и при температуре плавления
их разность будет наименьшей.

В табл. 2 представлены данные по значениям
коэффициентов теплопроводности техногенного
сырья из отвалов горно-обогатительных комби-
натов апатит-нефелиновых руд различной струк-
туры. Результаты отражают основные тенденции,
характерные для подобных материалов в зависи-
мости от минерального состава и структуры со-
ставляющих [17, 18].

В табл. 3 представлены данные по фосфоросо-
держащим отходам обогащения апатит-нефели-
новых руд. Здесь в зависимости от содержания P2O5
меняется тип этого техногенного сырья, его мине-

=
v D3 ( θ ),RD Tc

Dθ

( )≥ −500 1000 KТ

λ = 1 .Т

Таблица 1. Некоторые значения длины пробега и времени релаксации фононов составляющих отходов перера-
ботки апатит-нефелиновых руд

Порода , м , c

Кристаллический кварц 9.6 (± 0.3) 1.7 (± 0.06)

Породы кристаллического фундамента 7.7 (± 0.3) 1.1 (± 0.05)

Песчаник 5.7 (± 0.3) 2.9 (± 0.2)

Карбонатные отложения 5.0 (± 0.3) 1.5 (± 0.1)

Глины 3.9 (± 0.35) 2.2 (± 0.25)

Аморфный кварц 4.2 (± 0.15) 0.75 (± 0.03)

× 910fl × 13τ 10f
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МЕШАЛКИН и др.

ральный состав и, соответственно, теплопровод-
ность и плотность. Это показывает наличие законо-
мерности в зависимости ТФХ от минерального со-
става [19, 20]. Поэтому отыскание обобщенной
зависимости от минерального состава и структуры
составляющих является весьма актуальной пробле-
мой дальнейших исследований [21, 22]. Конечно,
базой построения обобщенных зависимостей от хи-
мического состава и температуры являются экспе-
риментальные исследования [23–25].

СТРУКТУРНЫЙ АНАЛИЗ
РЕЗУЛЬТАТОВ ИССЛЕДОВАНИЙ

Так как минералогический состав фосфоросо-
держащего техногенного сырья из отвалов горно-
обогатительных комбинатов в основном пред-
ставлен фторкарбонатапатитом Сa10P5СО24F2, доло-
митом CaMg(CO3)2, кальцитом CaCO3, кварцитом
и халцедоном SiO2, а также прочими примесями,
количество составляющих, которые влияют на
ТФХ, следует считать конечным, что дает право
обозначить наиболее значимые факторы. Зерни-
стая структура этих составляющих в цементиру-
ющем носителе позволяет использовать для
описания теплопроводности структурные моде-
ли. Основная компонента, определяющая структу-
ру модели расчета коэффициента теплопроводно-
сти фосфоросодержащих отходов, фосфат, пред-
ставленный оолитами окатанной формы размером
0.05–0.5 мм.

Типы структур в фосфоросодержащем техно-
генном сырье:

• матричная с изолированными включениями
фосфата;

• переходная от матричной к взаимопроника-
ющей;

• взаимопроникающая инвариантная;
• матричная с изолированными включениями

карбонатов и кремнезема.
Для первой структуры характерны фосфатизи-

рованные кремни и доломиты с небольшим со-
держанием (5–12%) фосфатного вещества, бед-
ные фосфоритные, кремнисто-карбонатные,
перлитоморфно-кремнистые, забалансовые и ме-
таморфизированные руды с содержанием P2О5
около 20%, что соответствует 50% фосфатного ве-
щества. Структурный анализ образцов показыва-
ет, что увеличение объемной доли фосфата до
50% не приводит к заметному точечному контак-
тированию оолитов между собой. Основная масса
оолитов имеет простое строение с размерами
0.04–0.3 мм. Если цементирующий материал
представлен карбонатной массой от мелкозерни-
стой до криптокристаллической структуры, то
теплопроводность таких фосфоросодержащих
отходов можно рассчитать по модели трехкомпо-
нентной смеси с замкнутыми включениями или
переходом к бинарным системам по самосогласо-
ванному методу.

Таблица 2. Зависимость коэффициента теплопроводности отходов переработки апатит-нефелиновых руд от их
структуры

Структура λ, Bт/(м К) при T = 293 К Варьирование λ в интервале температур 
273–773 К, %

Чистые монокристаллы ≥ 10 –60
Зернистые 2.7–3.5 –20…–15
Офитовая 2.5–3.0 –15…–5
Микрозернистая 2.1–2.6 –5–5
Микрокристаллическая 1.6–2.1 5–15
Аморфная 1.5–1.9 15–20

Таблица 3. Плотность и теплопроводность фосфоритов различного минералогического состава

Порода Содержание Р2О5, % ρ×10-3, кг/м3 λ, Вт/(м К)

Фосфатизированные (кремни) 0–10 2.4–2.7 7.0–1.0
Доломиты 10–15 2.75–2.85 4.0–2.5
Фосфориты:
карбонатные 18–25 2.75–2.92 3.0–2.0
высококачественные 25–30 2.9–3.01 2.5–1.8
От высококачественных до субмономинеральных 30–35 2.96–3.10 2.2–1.6
Сланцевые породы – 3.0 - 3.2 1.7
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Дальнейшее увеличение объемной доли ооли-
тов в фосфоросодержащих отходах до 60% приво-
дит к точечному контактированию включений с
последующим смыканием изолированных объе-
мов. При этом структура подобна структуре с вза-
имопроникающими компонентами и ее можно
отнести к переходной. К такому типу структур
также относятся карбонатно-кремнистые и ча-
стично высококачественные фосфориты. По-
скольку структура с взаимопроникающими ком-
понентами по отношению к свойствам компонент
инвариантна, для ориентировочных расчетов до-
пускается иметь объемную долю фосфата 70%, т.е.
P2O5 – 29%. Среднее арифметическое между адиа-
батным и изотермическим дроблением дает воз-
можность определить эффективную теплопровод-
ность на основе комбинированного подхода для
любых соотношений теплопроводностей компо-
нент.

В фосфоритах с большой концентрацией фос-
фата наблюдается следующее:

• появляется фосфат-цемент и последующее
слияние оолитов фосфатного вещества;

• нарушается непрерывность доминирующей
компоненты (цемента);

• происходит переход структуры от взаимопро-
никающих компонент к изолированным включе-
ниям и смена доминирующей компоненты.

К этому типу структуры относятся почти все
высококачественные фосфориты.

Для оценки коэффициента теплопроводности
отходов переработки апатит-нефелиновых ме-
сторождений следует использовать модель трех-
компонентной смеси, где цементом служит фос-
фатное вещество.

Использование моделей для расчета тепло-
проводности в широком диапазоне температур
переработки отходов возможно лишь при из-
вестных значениях коэффициентов теплопро-
водности их составляющих. К ним необходимо
отнести фосфатизированные кремни, кремнит-
ные, высококачественные и мономинеральные
фосфориты. Моделирование теплопроводности
высококарбонатных фосфоритов требует даль-
нейших исследований из-за изменения структу-
ры реагирующего материала и соотношения
компонент в результате реакций диссоциации
доломита при нагревании.

Следует учитывать перестройку структуры во
взаимопроникающую с изолированными вклю-
чениями, с появлением контактов между вкрап-
лениями и последующим ростом поперечного се-
чения в диапазоне изменения объемной доли
вкраплений 0.125–0.5, что характерно для хаоти-
ческих систем.

Так, например, теплопроводность в бинарной
системе, для случая когда один компонент нахо-

дится в окружении другого компонента, с изоли-
рованными включениями описывается уравне-
нием

(4)

где  – теплопроводность двухкомпонентной си-
стемы с учетом принятой структуры;  – тепло-
проводность i-го компонента с концентрацией vi;

 – теплопроводность второго компонента-

окружения c концентрацией 
Для взаимопроникающих компонент при

комбинированном дроблении зависимость бо-
лее сложная:

(5)

где c – положительный корень кубического урав-

нения  с = 0.5 + Аcos(ϕ/3), 270° <

< ϕ < 360°; при  A = –1 и ϕ = arccos(1 –

‒ ); при  A = 1 и ϕ = arccos(  – 1).
В свою очередь для реагирующих включений,

представляющих собой крупно- или среднекри-
сталлические зерна карбоната размером 0.001–
0.2 мм, объемная доля исходного непрореагиро-
вавшего материала (доломита) при нагреве будет
изменяться с появлением продуктов реакции
смеси CaO и MgO или ортосиликатов кальция и
магния в кремнисто-карбонатных рудах.

Объемная доля непрореагировавшего карбо-
ната  может быть выражена через степень реа-
гирования η:  где ,

 – плотности исходного и обожженного мате-
риала соответственно. При этом реагирующий
материал будет представлять собой матричную
структуру изолированных включений непрореа-
гировавшего материала в цементе, состоящем из
продуктов реакции. Теплопроводность такого ти-
па системы следует определять с использованием
метода расчета многокомпонентной системы пу-
тем последовательного сведения к двухкомпо-
нентной, таким образом можно рассчитать теп-
лопроводность композиционного материала с ре-
агирующими включениями. Следовательно, для
описания теплопроводности отходов различных
апатит-нефелиновых месторождений необходи-
мо иметь зависимость теплопроводности компо-
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нент, составляющих композит, химический или
минералогический состав и результаты по реак-
ции диссоциации карбонатов.

Теплопроводность отдельных составляющих в
структуре отходов апатит-нефелиновых место-
рождений получена по экспериментальным дан-
ным для широкого диапазона минералогического
состава отходов методом нелинейных наименьших
квадратов. Вычислены коэффициенты теплопро-
водности вещества, кремнезема, непрореагировав-
шего и обожженного карбоната. Зависимость теп-
лопроводности компонент от температуры хорошо
описывается многочленами второй степени в диа-
пазоне 400–1300 К 

Из-за сложности экспериментального опреде-
ления теплопроводности в зоне химического реа-
гирования для обработки использовались данные
экстраполяции для образцов с непрореагировав-
шими карбонатными включениями.

Удельную теплоемкость композиционного ма-
териала  можно определить по аддитивной моде-
ли  где  – массовая доля компонен-
та;  – удельные теплоемкости компонент.

Коэффициенты для описания теплоемкости
компонент получены путем обработки экспери-
ментальных значений различных типов фосфо-
росодержащих отходов апатит-нефелиновых руд
с различным компонентным составом и с учетом
модификационных превращений α- в β-кварц
(табл. 4).

Многочлен имеет вид .

Полученные значения теплоемкости всех со-
ставляющих практически совпадают с известны-
ми зависимостями в пределах 14%. Что касается
теплоемкости доломита после термического раз-
ложения, то ее значения значительно отличаются
от теплоемкости CaO и MgO, поскольку эти окис-
лы вступают в твердофазные реакции с кварцем
SiO2, образуя силикатные расплавы.

Расчет теплоемкости фосфоритов в зоне тем-
ператур реакций декарбонизации можно прово-
дить полагая, что доля прореагировавшего ком-
понента пропорциональна степени реагирования
реакции диссоциации карбонатов:

(6)

где ,  – объемные теплоемкости исходного
и обожженного материала.

Теплоемкость исходного материала в зоне реа-
гирования определялась экстраполяцией экспе-
риментальных значений.

Эффективную теплоемкость  в зоне терми-
ческого разложения MgCO3 и CaCO3 можно вы-

−= 
1λ .i

ibT

рс
=  ,р i рiс m с im

рiс

−= 
1i

р iс sT
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числить из теплового баланса, где учтено влияние
реагирующих компонент:

(7)

Здесь Q1 = 1.21 Дж/моль и Q2 = 1.74105 Дж/моль –
тепловые эффекты реакций диссоциации карбо-
натов CaCO3 и MgCO3 соответственно.

Плотность фосфоритов, как композиционных
материалов, рассчитывалась по формуле

(8)

где ρi – плотность i-го компонента.
Для отдельных составляющих можно найти

значения плотностей на основе анализа плотно-
сти от различного содержания компонент. Зави-
симость плотности образцов от содержания P2O5
носит явный характер для карбонатных, карбо-
натно-кремнистых и высококачественных фос-
форитов, асимптотически приближаясь к значе-
нию плотности 3.1 г/см3 для субмономинераль-
ного фосфорита (табл. 3).

Наименьшая плотность фосфатизированных
сланцев объясняется различной пористостью об-
разцов.

Анализ этих данных позволяет выделить плот-
ности минералов или основных компонент, содер-
жащихся в отвалах горно-обогатительных комби-
натов из отходов апатит-нефелиновых руд:

В общем случае корреляция свойств от содер-
жания P2O5 и минерального состава вполне опре-
деленна и подтверждает правильность поиска за-
кономерностей для обобщенного описания. Та-
ким образом, по химическому составу отходов
(процентному содержанию простейших окислов,
среди которых P2O5, CaO, MgO, CO2, SiO2, Al2O3,
F, K2O, Na2O, Fe2O3, FeO) можно, используя ос-
новные связи между массовыми долями мине-
ральных составляющих и химическим составом,
определить основные ТФХ.

Эффективная теплопроводность многокомпо-
нентных систем рассчитывалась на основе само-
согласованного метода, т.е. многократного ис-
пользования бинарных структур с применением
следующего алгоритма.

1. Исходные данные: химический состав отхо-
дов обогащения руд, структура (содержание фос-
фатного, карбонатного и кремнистого вещества),
температура, степень реагирования.

Вещество ρ, г/см3

Оолиты, цемент 3.1
Доломит, кальцит 2.8–2.85
Кремнезем 2.5–2.6

( ) ( ) ( )
=

= +
2

1
ρ τ ρ τ ρ η τ .pe p i i i

i
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2. Определение минерального состава, т.е.
массовых долей основных компонент.

3. Расчет плотности i -х компонент при задан-
ной температуре ρi(T).

4. Определение объема отдельных компонент
и объемных долей.

5. Цикл по (i = 1, …, n)-компонентам. Пересчет
объемных долей для окружения i-го компонента.

6. Расчет теплопроводности среды, окружаю-
щей i-й компонент, по слоистой модели со струк-
турой компонент, параллельной потоку тепла.

Определение структуры композиции, где i -й
компонент находится в смеси из остальных n – 1
по соответствующему критерию, и присвоение
признака данной структуры (1 – слоистая со сло-
ями, параллельными тепловому потоку; 2 – слои-
стая со слоями, перпендикулярными тепловому
потоку; 3 – с взаимопроникающими компонен-
тами; 4 – с изолированными включениями, когда
теплопроводность вкраплений меньше теплопро-
водности окружения; 5 – с изолированными
включениями, когда теплопроводность включе-
ния больше теплопроводности окружения).

7. Определение теплопроводности двухкомпо-
нентной системы  с учетом принятой структу-
ры, состоящей из i-го компонента с теплопровод-
ностью λi и концентрацией vi и второго компо-

нента-окружения с теплопроводностью  и

концентрацией 
8. Определение теплопроводности как компо-

зитной системы:

9. Конец цикла.
10. Вывод результатов.
Особый интерес для анализа представляет об-

ласть температур химического реагирования. На
рис. 1 и 2 представлены результаты расчета тепло-

λi

∗λi

∗ = −v v1 .i i

=

∗ ∗= − −
1

λ λ (λ λ ) (λ λ )
n

f i i i i i
i

Таблица 4. Коэффициенты многочленов для описания теплопроводности, Вт/(м К), и удельной теплоемкости,
кДж/(кг К), компонентов, определяющих ТФХ фосфоросодержащих отходов апатит-нефелиновых месторождений

1 До температуры модификационного превращения α- в β-кварц (T = 850 К). 2 Для температур выше 850 К.

Компоненты
Теплопроводность Удельная теплоемкость

b1 b2 × 102 b3 × 105 s1 s2 × 102 s3 × 106

Фосфатное вещество 2.82 –0.3 0.14 0.788 0.061 –0.25

Кремнистая составляющая
12.6 –1.75 0.95 0.394 0.150 –0.41

4.150 –0.572 2.72

Карбонаты до реакции 7.85 –1.08 0.49 0.410 –0.155 –0.4
Обожженный карбонат 1.52 –0.13 0.049 1.943 –1.580 0.98

Рис. 1. Экспериментальные значения теплоемкости
отходов из отвалов апатит-нефелиновых руд и рас-
считанные на основе обобщенных зависимостей.

исходный материал
обожженный материал
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Рис. 2. Экспериментальные значения теплопровод-
ности отходов из отвалов апатит-нефелиновых руд и
рассчитанные на основе обобщенных зависимостей в
температурном диапазоне эндотермической реакции
диссоциации карбонатов.
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проводности и теплоемкости материалов из отва-
лов горно-обогатительных комбинатов апатит-
нефелиновых месторождений по разработанному
алгоритму в диапазоне температур, включающих
высокотемпературную зону диссоциации карбо-
натных составляющих.

Необходимо отметить достаточную для прак-
тического использования при переработке таких
отходов сопоставимость расчетных и экспери-
ментальных данных.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Использование разработанных моделей в ком-
позиционных структурах оказывается вполне удо-
влетворительным и позволяет учесть реагирование
отдельных компонентов. Особое внимание необхо-
димо уделять корректному определению структуры
отходов апатит-нефелиновых руд, так как это суще-
ственно влияет на результаты второго этапа в оцен-
ке теплопроводности многокомпонентных систем.

Научно обоснован подход к обобщению теп-
лофизических свойств для широкого спектра от-
ходов горно-обогатительных комбинатов. Оче-
видно он будет справедлив и для химико-техно-
логических характеристик.

Работа выполнена при финансовой поддержке
Российского фонда фундаментальных исследова-
ний (проект № 18-29-24094 MK).

ОБОЗНАЧЕНИЯ

a температуропроводность, м2/с
удельная массовая теплоемкость, Дж/(кг К)

объемная теплоемкость, Дж/(м3 К)
длина свободного пробега фононов, м

m массовая доля компонента в многокомпо-
нентной системе

R универсальная газовая постоянная, равная 
8.31446261815324 Дж/(моль К)

Т температура, К
ν концентрация компонента в многокомпо-

нентной системе
скорость распространения волны, м/с

η степень реагирования в реакции диссоциа-
ции карбонатов
температура Дебая, К

λ теплопроводность, Вт/(м К)
ρ плотность, кг/м3

время, с
время релаксации фононов, c

рс

v
c

fl

fW

Dθ

τ

τ f
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