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Представлены результаты исследования потери давления при ультрафильтрации жидких сред на
трубчатом мембранном модуле. В основу решения системы дифференциальных уравнений, предло-
женных С.-Т. Хвангом и К. Каммермейером, для определения потери давления по длине узкого ка-
нала был положен метод функционального преобразования Лапласа. Показано, что потери напора
зависят от площади, пористости и радиуса пор мембраны, вязкости и объемного потока разделяе-
мой жидкости. Полученное уравнение позволяет учесть потери напора при инженерных расчетах
ультрафильтрационных аппаратов трубчатого типа.
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ВВЕДЕНИЕ
Баромембранные процессы, к которым отно-

сится и ультрафильтрация, активно используют-
ся в качестве ресурсосберегающих технологий
для восстановления физико-химических свойств
отработанных технических жидкостей [1–4].

К одной из основных задач при разработке ме-
тодик инженерного расчета баромембранных ап-
паратов относится расчет гидравлического сопро-
тивления движению жидкости вдоль мембранного
канала. Такой расчет необходим с целью определе-
ния напора, создаваемого насосом для подачи ис-
ходного раствора в аппарат с заданным давлением
[5]. Кроме того, перепад давления влияет на гидро-
механику, производительность и качество процес-
са разделения [6, 7].

Давление Р, развиваемое насосом баромем-
бранного аппарата, должно создавать движущую
силу процесса разделения – перепад рабочего
давления через мембрану ΔР и преодолевать гид-
равлические сопротивления основному потоку
ΔРf и потоку пермеата в дренажных слоях ΔРР, а
также компенсировать потери давления на тре-
ние и местные сопротивления в трубопроводе и
арматуре и подъем раствора на опреде-
ленную геометрическую высоту РGН [7]:

(1)

Течению жидкости в каналах с проницаемыми
стенками были посвящены ряд работ отечествен-
ных и зарубежных авторов.

В работах [8, 9] проведено экспериментальное
исследование перехода от ламинарного течения к
турбулентному в канале с плоскопараллельными
стенками, одна из которых была пористой. Иссле-
дователями были сделаны выводы, что наличие по-
ристой стенки приводит к увеличению массового
расхода и уменьшению коэффициента трения по
сравнению с их значениями для канала со сплош-
ными стенками и, кроме того, переход к турбулент-
ному режиму в канале с пористыми стенками про-
исходит при меньшем значении числа Рейнольдса.

В работах [10–12] приведены данные по расче-
ту потерь напора при течении вязкой жидкости в
прямоугольной щели без отбора расхода на стен-
ках, выполненному на основе уравнения Дарси.

В работе [14] были исследованы потери давле-
ния при турбулентном течении жидкости через
трубчатый мембранный модуль с поперечным по-
током.

Для потоков, выходящих через некоторое число
выпусков, были составлены уравнения энергетиче-
ского баланса, основанные на уравнении Бернулли.
Для потока, выходящего из первого выпуска:
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В данной формуле потери энергии на преодоле-
ние сил трения Еfric определяются по выражению

(3)

Потери энергии на преодоления гидродина-
мического сопротивления определяются из выра-
жения

(4)

После подстановки выражений (3) и (4) в урав-
нение (2) определяется скорость выхода потока
через первый выпуск u1:

(5)

Используя уравнения (2)–(5) и данные экспе-
риментальных исследований, определяются поте-
ри давления на первом выпуске PК1 [14]. На следу-
ющем шаге рассчитывается давление перед вто-
рым выходом РК2.

Согласно предложенной методике [14], изме-
нение давления может зависеть от внезапного
расширения потока в пространстве после первого
выхода, трения вдоль стенок, изменения скоро-
сти от точки к точке и как результат потери энер-
гии на расширение [14]:

(6)

Потери энергии на трение вдоль трубчатого
модуля [15]:

(7)

где ψ = 0.184Re–0.2 для турбулентного режима [14].
Давление РК2 находится из выражения [14]

(8)

Аналогичным методом находится давление Р3
и т.д.

Приведенная выше методика позволяет найти
потери давления при турбулентном течении жид-
кости через трубчатый мембранный модуль с по-
перечным потоком.

В отечественной практике при расчете перепа-
да рабочего давления ΔР принято учитывать поте-
ри напора на преодоление гидравлического со-
противления потоку разделяемого раствора в ка-
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налах мембранных аппаратов ΔРa и потоку в
дренажном слое ΔРd, используя уточненную фор-
мулу Дарси–Вейсбаха [3, 15]:

(9)

(10)

Ю.И. Дытнерский [13] полагал, что гидравличе-
ское сопротивление потоку разделяемого раствора
в трубчатом мембранном модуле определяется по
общепринятым формулам движения жидкости по
гладким трубам с ламинарным, переходным или
турбулентным режимами течения. Сопротивление
в дренажном канале ввиду малого пути пермеата,
равного толщине пористой трубки, также не вели-
ко. Поэтому в аппаратах с трубчатыми мембранами
давление практически полностью обусловлено пе-
репадом давления через мембрану, а вклад осталь-
ных составляющих можно не учитывать. Указан-
ные сопротивления нужно учитывать только для
аппаратов плоскокамерного типа и волоконных
мембранных модулей.

С.-Т. Хванг и К. Каммермейер [6] говорят о
потере напора вследствие гидравлического со-
противления в активном и дренажном слоях мем-
браны, но рассматривают расчет только для поло-
волоконных аппаратов.

Анализируя отечественные и зарубежные ра-
боты в области расчета баромембранных ультра-
фильтрационных аппаратов, можно сделать вывод
о том, что проницание пермеата через пористую
перегородку приводит к возникновению гидрав-
лического сопротивления. Методика расчета по-
терь давления, предложенная в [14], достаточно
сложна и трудно применяема для практических
расчетов баромембранных аппаратов. Метод, ко-
торый используется в отечественной практике [3,
10–12, 15], очень неточен и может использоваться
для предварительных, грубых расчетов таких аппа-
ратов.

Мнение о том, что потери напора в активном и
дренажном слоях трубчатых мембранных моду-
лей можно не учитывать [6, 13], хорошо подходит
для расчета установок с низкой производитель-
ностью и небольшой длиной трубчатых элемен-
тов. Современные ульрафильтрационные мем-
браны имеют достаточно высокую удельную про-
изводительность и большую площадь разделения.
В таких аппаратах проницание пермеата через по-
ристую перегородку дополнительно увеличивает
потери давления в фазе высокого и низкого дав-
ления. Движущая сила проницания уменьшается
и эффективность модуля падает, что особенно
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важно когда требуется высокое значение прони-
цания при низком соотношении давлений, а так-
же в длинных тонких мембранных каналах.

Таким образом, целью данной работы являет-
ся определение закономерности потери напора
вдоль трубчатого мембранного канала от площа-
ди, пористости и радиуса пор мембраны, вязко-
сти и объемного потока разделяемого раствора и
его влияния на удельную производительность
мембран, физико-химические свойства очищае-
мой жидкости и технологические параметры ап-
паратов для ультрафильтрации жидкостей.

ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ

Движущей силой процесса фильтрования яв-
ляется разность давлений ΔР в мембранном моду-
ле [4–7].

Трубчатый мембранный элемент представляет
собой тонкий канал, в котором разделяемая жид-
кость имеет высокую скорость потока, что обес-
печивает движение в режиме идеального вытес-
нения.

Поэтому давление уменьшается вдоль канала
и эффективность модуля снижается. Основной
причиной потери давления является гидродина-
мическое сопротивление у стенок канала. Кроме
того, проницание молекул через мембрану допол-
нительно увеличивает потерю давления в фазе
высокого давления над мембраной РН [6].

Эффект потери давления становится важным,
особенно когда используется длинный тонкий
мембранный канал. Для очень длинного канала
потери напора могут быть так велики, что давле-
ние в сбросном потоке Рк и в пермеате Рр станут
равными и проницаемость прекратится [6].

Для нахождения потери давления по длине ка-
нала мембраны необходимо решить систему диф-
ференциальных уравнений, представляющих два
модифицированных уравнения материальных ба-
лансов и уравнения сохранения количества дви-
жения.

Известные специалисты в области мембранных
процессов С.-Т. Хванг и К. Каммермейер предла-
гают решение системы дифференциальных урав-
нений для определения потери напора по длине
узкого канала (рис. 1), записанную в безразмерной
форме [6], которая состоит из уравнения баланса
массопереноса по элементу поверхности dS:

(11)

(12)

и уравнения сохранения количества движения:

− = = × − π −k p f p( ),dJ dJ ds р C C

− = = ϕ −k k p p f p( ) ( ),d J C C dJ ds C C

(13)

Здесь безразмерный перепад давления через
мембрану определяется по формуле [6]

(14)

и является переменной искомой величиной, так
как давление концентрата на сбросе будет изме-
няться вследствие гидравлического сопротивле-
ния в трубчатом канале, пористом и дренажном
слоях.

Параметр, отражающий величину потери дав-
ления вдоль канала мембраны в безразмерном ви-
де, определяется по формуле [6]

(15)

Безразмерная площадь мембраны s определяется
по выражению

(16)

Безразмерная объемная скорость потока:

в сбросном потоке
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Рис. 1. Ультрафильтрационный модуль трубчатого
типа: Cf, Cp, СК – концентрации асфальто-смолистых
примесей соответственно на входе в мембранный мо-
дуль, в пермеате и на выходе в концентрате; qf, qp,
qK – объемный поток соответственно разделяемой
жидкости в трубке, пермеата и концентрата; PH, PP,
PK – давление на входе в мембранный модуль и на
выходе в пермеате и концентрате соответственно.
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Для упрощения процедуры анализа и последу-
ющего поиска аналитического решения перепи-
шем уравнения (11)–(13) в следующем виде:

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

Здесь принято, что В величина постоянная и равная

(24)
Применим к уравнениям (20) и (23) прямое

преобразование Лапласа [16]. При этом использу-
ем теорему дифференцирования оригинала:

(25)

В этом случае для уравнения (20) запишем

(26)

А для выражения (23) будем иметь

(27)
Выражаем из обеих записей величину р(ξ) и

приравниваем правые части из получаемых выра-
жений:

(28)

Решая уравнение (28) относительно функции
Jp(ξ), получаем

(29)

Перепишем выражение (29) следующим об-
разом:

(30)

Перевод в область оригиналов осуществляем с
помощью таблиц обратного преобразования Ла-
пласа [16]:

(31)
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Для первого слагаемого правой части запишем

(32)

Для второго слагаемого запишем

(33)

Искомое решение в области оригиналов будет

(34)

Из граничного условия следует, что при s = 0
Jp(0) = 0. Поэтому первое слагаемое правой части
(34) можно принять равным нулю. С учетом этого
и подставляя (34) в (27), запишем

(35)

или

(36)

Табличной функции преобразования для вто-
рого слагаемого правой части (36) не существует.

В этом случае возможно применение теоремы
Бореля для свертки изображений:

(37)

Запишем уравнение (36) в удобном для преоб-
разования виде:

(38)

Выполним следующие преобразования:

(39)

(40)

Подставим выражения (39) и (40) в (37) и про-
интегрируем его в интервале [0, s]:
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Левое слагаемое в квадратных скобках правой
части выражения (41) подчиняется соотношению
между гиперболическими функциями [17]

(42)
С учетом равенства (42) выражение (41) при-

мет вид

(43)

Подстановка (43) во второе слагаемое (36) дает
для него решение относительно оригиналов:

(44)

Первое слагаемое (36) в области оригиналов
будет иметь следующий вид:

(45)

Окончательно полное решение уравнения (36)
относительно оригиналов для определения по-
терь давления в зависимости от изменения по-
верхности разделения примет вид

(46)
Для решения полученного уравнения необхо-

димо задаться граничными условиями: p0 = 0 –
изменение перепада давления в начальный пери-
од;  = 0 – расход пермеата без учета потерь
давления; 0 < s < 1 – изменение активной поверх-
ности мембраны;  – постоянная,
характеризующая влияние осмотического давле-
ния, которая, как правило, при разделении мето-
дом ультрафильтрации не учитывается [13].

Тогда с учетом приведенных выше условий
уравнение (46) примет следующий вид:

(47)
Подставим в уравнение (47) выражения (14),

(15), (16) и получим размерную форму для расчета
потери давления:

(48)

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ
Проведем сравнительный расчет потерь давле-

ния по методу, приведенному в отечественной
литературе [15], и по методу, предлагаемому авто-
рами.

Рассчитаем гидравлическое сопротивление
ультрафильтрационной установки для разделе-
ния сточных вод, содержащих дисперсии акри-
латов, с использованием трубчатых полисульфо-
намидных мембран [17, 18]. Исходные данные
приведены в табл. 1.

Разделение акриловых дисперсий проводи-
лось на установке УР-30, в которой мембранные
трубчатые модули соединены параллельно-по-
следовательно по формуле 5 × 6 [17].

Проведем расчет потерь давления в аппарате
по методу, приведенному в отечественной лите-
ратуре, по формулам (9), (10).

Для ламинарного и переходного режима тече-
ния в гладкой трубе коэффициент трения можно
определить по наиболее часто используемой фор-
муле [19]

(49)

где Re – критерий Рейнольдса для данного про-
цесса фильтрования (Re = 7000–10000).

Получим

Коэффициент местного сопротивления χ1 за-
висит от вида сепарирующей сетки. В рассматри-
ваемой ульрафильтрационной установке нет се-
ток, поэтому этот коэффициент можно не учиты-
вать:

Выражение для расчета потерь в дренажном
слое (10) можно записать в виде

(50)

Отсюда

Полные потери напора в мембранном модуле
для начального давления РН = 0.25 МПа составят

Давление на выходе из ультрафильтрационной
установки:

Расчет потери давления по методу, предлагае-
мому авторами работы, для начального давления
РН = 0.25 МПа:
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Таблица 1. Исходные данные для расчета гидравлических сопротивлений
Параметр Значение

Удельная производительность мембраны ПСА-300 Gi, м3/(м2 с) при начальном 
давлении РН:
0.15 МПа 2.86 × 10–5

0.20 МПа 3.55 × 10–5

0.25 МПа 3.77 × 10–5

0.30 МПа 3.50 × 10–5

0.35 МПа 3.44 × 10–5

0.40 МПа 3.33 × 10–5

Подача исходного раствора qf , м3/с 9.3 × 10–4

Объемная скорость потока в единичном модуле , м3/c 1.86 × 10-4

Объемная скорость потока в единичном трубчатом элементе qftr, м3/c 0.26 × 10-4

Диаметр трубчатого канала dк, м 12 × 10–3

Радиус трубчатого канала r, м 6 × 10–3

Число трубчатых элементов в мембранном модуле n 35

Общее число трубчатых элементов nftr 210

Кинематическая вязкость раствора ν, м2/с 1.1 × 10–6

Динамическая вязкость раствора μ, Па с 1.27 × 10–3

Плотность раствора ρ, кг/м3 1154

Концентрация растворителя Св, кг/кг 0.997

Высота дренажного слоя δd, м 0.5 × 10–3

Коэффициент гидравлического сопротивления χ2 100

Толщина активного слоя мембраны l, м 1 × 10–6

Длина единичного модуля L, м 2

f'q

Расчеты для остальных значений давления на
выходе из баромембранной установки выполня-
ются аналогично и представлены в табл. 2.

Сравнительный анализ потерь давления при-
веден в табл. 2 и на рис. 2.

Эксперимент подтвердил влияние величины
удельной производительности на потери давле-
ния. Потери давления, рассчитанные по методу,
принятому в отечественной практике, на 40–60%

ниже значений, полученных в результате экспе-
римента.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Выполненный анализ позволил получить за-

кономерности влияния величины удельной про-
изводительности мембран на потери давления
установки ультрафильтрации трубчатого типа с
учетом физико-химических свойств очищаемой

)
  × × × × ×= − ×  × × × × ×

× × − = =


к 2 2
4 0.00127 0.000186 0.000026 2 0.997250 000 150 000 сh
3.14 0.006 150000 0.0000286 35 210

0.0000286 15000015 1 19860 Па 0.1986 МПа.
0.00093

Р
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жидкости и технологических параметров уста-
новки и мембран.

Эксперимент подтвердил влияние величины
производительности мембраны на потери давле-
ния. Экспериментальные исследования на опыт-
но-промышленной установке ультрафильтрации
показали, что предложенное авторами уравнение
по расчету гидравлического сопротивления хоро-
шо согласуется с опытными данными.

Полученное выражение (48) для определения
потерь давления по длине мембранного канала

можно использовать в инженерных расчетах при
проектировании аппаратов по разделению уль-
трафильтрацией жидких дисперсных сред.

ОБОЗНАЧЕНИЯ

Ар параметр, отражающий величину потери дав-
ления вдоль канала мембраны в безразмерном 
виде

B постоянная, характеризующая влияние осмо-
тического давления

C концентрации примесей, кг/кг
концентрация растворителя, кг/кг

D диаметр трубчатого модуля, м
d диаметр выходного отверстия (поры), м
Е энергия течения жидкости в трубке, Дж
е толщина пластины, м
f коэффициент Дарси
G удельная проницаемость мембраны по раство-

рителю, м3/(Па м2 с)
g доля исходного потока, перешедшая в пермеат
J безразмерный объемный поток
L длина единичного трубчатого модуля, м

толщина активного слоя мембраны, м
n число трубчатых элементов в одном мембран-

ном модуле
ntr общее число трубчатых элементов в установке

BC

l

Таблица 2. Сравнительный расчет потерь давления в мембранных аппаратах трубчатого типа

Давление
на входе
Рн, МПа

Перепад 
давления
ΔР, МПа

Площадь 
мембраны

S, м2

Удельная произво-
дительность 
мембраны

G × 105, м3/(м2 с)

Давление
на выходе
(по методу

в литературе)
Ркл, МПа

Давление
на выходе

(по предлагае-
мому методу)

Ркр, МПа

Давление
на выходе 
(опытные 
данные)

Рко, МПа

0.25 0.15 15 2.86 0.0786 0.1986 0.20

0.30 0.20 15 3.55 0.0360 0.2137 0.23

0.35 0.25 15 3.77 0.0350 0.2350 0.27

0.40 0.30 15 3.50 0.0980 0.2726 0.30

0.45 0.35 15 3.44 0.1510 0.3040 0.33

0.50 0.40 15 3.33 0.2060 0.3388 0.35

Рис. 2. Сравнительный анализ расчетных и экспери-
ментальных данных потери давления в баромембран-
ном трубчатом аппарате: 1 – расчетные значения по
методике, изложенной в отечественной литературе;
2 – расчет по предлагаемому методу; 3 – эксперимен-
тальные данные.

2
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0.10
0.05

0 0.350.300.25
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ИНДЕКСЫ

Р давление, Па
ΔР перепад рабочего давления, Па
р безразмерный перепад рабочего давления, Па
Q массовый расход очищаемой технической 

жидкости, кг/с
q объемная скорость потока, м3/с
qftr объемная скорость потока в единичном труб-

чатом элементе, м3/с
r радиус трубчатого элемента, м
S площадь разделения трубчатого модуля, м2

S ' площадь сечения трубчатого модуля, м2

s безразмерная площадь разделения трубчатого 
модуля

u скорость выходящего потока, м/с
v скорость потока в модуле, м/с
V' средняя скорость потока, м/с
λ коэффициент потерь на трение по длине
μ коэффициент динамической вязкости,

(Н с)/м2

ξ комплексная переменная прямого преобразо-
вания Лапласа

ρ плотность жидкости, кг/м3

ϕ селективность мембраны по примесям
χ1 коэффициент гидравлического сопротивле-

ния сетки в канале, χ1 = 5–10 [1]
χ2 коэффициент гидравлического сопротивле-

ния, зависящий от вида и пористости дренаж-
ного материала, χ2 = 100–200 [1]

Ψ коэффициент потерь на трение вдоль гладкой 
стенки при турбулентном режиме
параметр в диапазоне [0;s]

Re число Рейнольдса

0 начальное значение
1 первое входное отверстие (выпуск)
2 второе выходное отверстие
3 третье выходное отверстие
4 четвертое выходное отверстие
атм атмосферное давление при нормальных усло-

виях
d дренаж
f вход в мембранный модуль
GH потери давления на подъем столба жидкости
р пермеат
к концентрат
мс потери на трение и местные сопротивления

ϖ
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