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ВВЕДЕНИЕ
Реагентное (химическое) осаждение – один из

важнейших кристаллизационных процессов, ши-
роко применяемый для получения неорганиче-
ских веществ и материалов, при умягчении и
очистке воды. Отличительная особенность про-
цесса – кристаллизация из сильно пересыщенных
растворов [1, 2], образующихся в результате быст-
рых химических реакций исходных компонентов
при низкой растворимости конечных продуктов.
Пересыщение – движущая сила кристаллизации, а
его “создание – основная причина эволюционных
процессов в твердой фазе” [3]. С ростом пересы-
щения быстро возрастает скорость нуклеации (за-
рождения) и количество образующихся кристал-
лов. Эти качества процесса позволяют использо-
вать его в производстве новых (в том числе
наноразмерных) функциональных материалов [3,
4]. Количество статей и патентов в области техно-
логий таких материалов исчисляется шестизнач-
ными цифрами и быстро растет, причем этот рост
по многим направлениям имеет экспоненциаль-
ный характер, что соответствует общим эволюци-
онным закономерностям [3–7].

Наука, как генератор новых идей и направле-
ний, и новые технологии развиваются по общим
эволюционным законам. Один из основателей
наукометрии, Д. Прайс, показал, что 300 лет на-
учное знание экспоненциально росло со скоро-
стью 4.7% в год, удваиваясь каждые 15 лет и уде-

сятеряясь каждые полвека. С момента, когда в
17-м веке появились первые научные статьи, объ-
ем знаний человечества увеличился в миллион
раз [8, 9]. По тому же закону до недавнего времени
росло число научных журналов и научных работ-
ников. П.Л. Капица объяснял интенсивное разви-
тие науки тем, что “всякий процесс, который сле-
дует экспоненциальному закону, в конечном итоге
всегда приобретает характер взрыва” [10].

В монографии Д.А. Николаева и Л.П. Холпа-
нова [6] показано, что широкий спектр эволюци-
онных процессов в химической технологии и дру-
гих областях науки можно описать единой экспо-
ненциальной зависимостью.

На практике экспоненциальные тенденции не
длятся вечно. Причина – ограниченность любых
ресурсов. Некоторое снижение темпов роста на-
учных знаний отмечено в последние десятилетия.
Эту тенденцию замедления науки отмечали еще
С. Лем и В.В. Налимов, которые предположили,
что экспоненциальный рост должен перейти в
логистическую S-образную кривую насыщения
[11, 12]. Тем не менее, экспоненциальный рост мо-
жет продолжаться в течение длительных периодов
времени, если есть соответствующие условия для
взрывного развития. С этой точки зрения научные
знания, по мнению многих ученых, имеют неоспо-
римые преимущества по сравнению с материаль-
ными ресурсами – фундаментом предыдущих эта-
пов развития общества [13].
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Проблему экспоненциального роста объема
знаний можно решить при эффективном исполь-
зовании информационных ресурсов [8, 9, 11, 12].
При этом В.В. Налимов отмечал, что химик-ис-
следователь тратит на информационную деятель-
ность в среднем 50% рабочего времени [12]. По
мнению Д. Прайса, основным фактором, опреде-
ляющим закон экспоненциального роста объема
знаний, является организация передачи инфор-
мации. Чем эффективнее она осуществляется,
тем в более широком масштабе и интенсивнее
развивается наука [8, 9].

Но все-таки, рано или поздно, в связи с ограни-
ченностью ресурсов, эволюционный рост должен
замедлиться, все более отклоняясь от экспоненци-
ального по мере приближения к максимально воз-
можной величине, которую способна поддержи-
вать внешняя среда. Соответствующая кинетиче-
ская кривая имеет S-образный вид (сигмоида).
Общий эволюционный тренд может состоять из
серии последовательных S-образных технологиче-
ских циклов. Например, когда рост какой-то тех-
нологии замедляется, начинается зарождение и
рост новой (двойная логистическая функция).

“Вопрос об эволюции твердого вещества нель-
зя оторвать от эволюционной проблематики в це-
лом” [3]. В общем случае причина эволюции в ма-
териальном мире – воздействие окружающей
среды или, более конкретно, приток веществ и
энергии из внешней среды. Процесс приспособ-
ления вещества к изменяющейся обстановке со-
ставляет сущность его эволюции [3].

Разным эволюционным процессам присущи
не только общие закономерности, но и одинако-
вые стадии развития. Это зарождение, рост, ста-
билизация (насыщение), и затухание вплоть до
разрушения (смерти). Такие стадии можно выде-
лить в процессе исторического развития различ-
ных технологий и техники, в том числе кристал-
лизационных технологий и соответствующего им
оборудования [14].

Несложно заметить, что подобные стадии про-
ходит и твердое вещество в процессе своей эволю-
ции. “В закрытых системах свойства вещества из-
меняются во времени по единому эволюционному
маршруту, состоящему в смене стадий зарождения,
роста, структурного упорядочения и агрегирования
его частиц” [3, 4]. При кристаллизации из раство-
ров пересыщение почти постоянно на стадии за-
рождения, значительно быстрей снижается на ста-
дии роста и существенно медленнее – на стадии
упорядочения и агрегации. Соответственно коли-
чество образующейся твердой фазы или степень
кристаллизации η ведет себя “зеркально”, т.е. уве-
личивается во времени t вдоль S-образной кинети-
ческой кривой η = f(t) [3, 15–17].

Основы теории кристаллизации были заложе-
ны в конце XIX в. работами Дж. Гиббса, Д.К. Чер-

нова, Г.Г. Таммана. Термодинамическая теория
зарождения новой фазы предложена Дж. Гиббсом
(1876–1878 гг.) и значительно позднее развита
М. Фольмером (1939 г.) (флуктуационная тео-
рия). Д.К. Чернов (1878 г.) установил основные
стадии процесса кристаллизации: зарождение
первичных зародышей – центров кристаллизации
и последующий рост кристаллов из них. Г.Г. Там-
ман (1897–1898 гг.) изучил кинетику кристалли-
зации и влияние температуры на скорость нукле-
ации. Более современная молекулярно-кинети-
ческая теория роста кристаллов предложена
В. Косселем и И.Н. Странским (1927 г.).

Современные математические модели, характе-
ризующие процесс кристаллизации из расплавов,
предложены в работах А.Н. Колмогорова, В. Джон-
сона, Р. Мела и М. Аврами (1937–1941 гг.) [18–22].
Разработанные ими модели изотермической
трансформации фаз (обобщенно модель JMAK)
широко применяются и в настоящее время. Од-
нако все авторы JMAK, чтобы получить конеч-
ную модель, принимают определенные допуще-
ния. Основные постулаты JMAK: объем зароды-
шей бесконечно мал в сравнении с объемом всей
системы (всего материала); центры кристаллиза-
ции возникают случайно и равномерно с посто-
янной интенсивностью на единицу маточного
объема; все они имеют одинаковую выпуклую
(шаровую) форму и ориентацию, не меняющиеся
во времени, и растут с одинаковой и постоянной
линейной скоростью.

При этом Р. Мел и В. Джонсон рассматривают
фиктивный механизм кристаллизации, при кото-
ром центры кристаллизации возникают во всем
объеме, в том числе и в сконденсированной фазе
(затвердевшей ранее массе), а зародыши растут,
не сталкиваясь, как взаимопроникающие сферы,
т.е. не замечая друг друга.

М. Аврами, в свою очередь, доказывал, что не-
обходимо учитывать уменьшение объема, до-
ступного для зарождения новых центров, т.е.
фактическая скорость образования зародышей
зависит от времени и описывается экспоненци-
альным уравнением, полученным из экспери-
мента. Для решения проблемы Аврами исполь-
зовал концепцию расширенного объема – объе-
ма новой фазы, который сформировался бы,
если бы весь образец все еще не преобразовы-
вался. Реальна только часть этого расширенного
объема, другая лежит на ранее преобразованном
материале и является виртуальной.

Только подход (статистический метод) А.Н. Кол-
могорова является математически строгим, а фор-
мулы оказываются следствием исходных логиче-
ских допущений [23]. Полученная А.Н. Колмого-
ровым модель и зависимости JMAK до сих пор
остаются эффективным теоретическим и практи-
ческим средством, они хорошо описывают экспе-
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риментальные данные, когда все вещество пол-
ностью преобразуется из жидкого состояния в
твердое [24], включая случай топохимических ре-
акций.

При кристаллизации из водных растворов объем
закристаллизованной части значительно меньше
объема всего раствора (особенно при осаждении
малорастворимых солей), а движущая сила процес-
са постоянно уменьшается во времени, поэтому для
подходов, предложенных авторами JMAK, требует-
ся соблюдение дополнительных условий.

Среди первых работ, в которых проводились
исследования и моделирование кинетики про-
цесса кристаллизации из водных пересыщенных
растворов, можно выделить работы С.З. Рогинско-
го и О.М. Тодеса [25], Н.В. Дерябиной и К.П. Ми-
щенко [26]. Авторы допускают, что рост кристал-
лов происходит с одинаковой скоростью только на
зародышах, которые образовались к концу индук-
ционного периода, и подчиняется уравнению пер-
вого порядка относительно пересыщения. Если
принять, что весь процесс кристаллизации прохо-
дит в две стадии: первая – образование N зароды-
шей, вторая – их рост, то уравнение снятия пере-
сыщения, полученное Н.В. Дерябиной и К.П. Ми-
щенко, описывает только вторую стадию.

Теоретически найденная С.З. Рогинским и
О.М Тодесом кинетическая зависимость отвечает
характерной S-образной кривой [25]. Эксперимен-
тально это подтверждено на примере кристаллиза-
ции гипса [27, 28]. Такой же ход кривых изменения
относительного пересыщения во времени получен
по модели, предложенной Л.Б. Берлинером (при-
нявшем степенную зависимость скорости нукле-
ации от пересыщения), в его работах с И.В. Ме-
лиховым [29, 30].

В дальнейшем исследования кинетики кри-
сталлизации солей из водных растворов развива-
лись широким фронтом. Их результаты можно
найти в основных монографиях и справочниках
по кристаллизации и материалах регулярных
симпозиумов по промышленной кристаллизации
(последний – XX International Symposium on In-
dustrial Crystallization, Dublin, 2017) и конферен-
ций по кинетике и механизму кристаллизации
(последняя – X Международная научная конфе-
ренция “Кинетика и механизм кристаллизации”,
Суздаль, 2018).

В последнее время особое внимание уделялось
гранулометрическому составу полученных кри-
сталлов с учетом их агрегации и агломерации и
исследованию механизма этих явлений [31–34].

Среди российских ученых в этой области
можно отметить работы Л.Н. Матусевича [2, 35],
О.М. Тодеса [27], И.В. Мелихова [33, 36], О.Д. Лин-
никова [34]. В работе [33] показано, как проходит
объединение образовавшихся из зародышей гекса-
гональных нанокристаллов CaSO4 ⋅ 0.5H2O в агре-

гаты, имеющие аналогичную форму. О.Д. Линни-
ковым [34] предложена модель процесса образо-
вания и трансформации кристаллов, учитывающая
теорию коагуляции Смолуховского [37] и механизм
срастания Полака [38], которая хорошо описывает
экспериментальные данные. Однако, как и в [26],
модель О.Д. Линникова не учитывает процессы,
проходящие в индукционный период кристаллиза-
ции, и вторичное зародышеобразование.

Для полного моделирования процесса кристал-
лизации солей из водных растворов необходимо
учесть множество факторов: 1) первичное зароды-
шеобразование в течение индукционного периода
кристаллизации; 2) вторичное зародышеобразова-
ние в течение всего процесса кристаллизации; 3)
различную скорость роста образованных зароды-
шей из-за постоянного снижения пересыщения;
4) агрегирование и срастание кристаллов; 5) пере-
растворение и разрушение кристаллов; 6) наличие
примесей в водных растворах и др.

Учесть все явления и факторы, в том числе и слу-
чайные, практически невозможно, поэтому при
разработке моделей приходится применять ряд до-
пущений. В результате, попытка учесть максималь-
ное количество влияющих факторов может дать об-
ратный эффект и ухудшить точность расчетов. Кро-
ме того, усложнение модели ведет к возрастанию
числа необходимых эмпирических параметров и
утрате ее предсказательной возможности [39].
Схожие мысли по поводу моделирования выска-
зывал и О.М. Тодес: “Имеет определенный смысл
составление и анализ лишь упрощенных матема-
тических моделей кинетики массовой кристалли-
зации для получения определенных качествен-
ных выводов” [27]. А Я.Е. Гегузин в своей книге
“Живой кристалл” [40], писал: “на трудном пути
к знанию почти все испытывают потребность в
упрощенной модели”, от которой требуется “хотя
бы доля правды о явлении”.

В свете вышесказанного целью настоящей ра-
боты является:

1. Моделирование кинетики реагентного оса-
ждения с учетом рассмотренных выше общих за-
кономерностей эволюционных процессов и осо-
бенностей кристаллизации малорастворимых со-
лей из растворов.

2. Разработка достаточно простых математиче-
ских моделей разного типа, предполагающих раз-
личный физический или химический механизм
зарождения и роста кристаллов.

3. Сравнение кинетических кривых трансфор-
мации твердой фазы и снятия пересыщения, по-
лученных в рамках существующих и предлагае-
мых моделей.
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ОСНОВНАЯ ЧАСТЬ

В этом разделе рассматриваются математиче-
ские модели, представляющие реагентное осажде-
ние (precipitation) либо как физический процесс за-
твердевания жидкой фазы (условно физическая мо-
дель), либо как химический процесс реагентной
кристаллизации (условно химическая модель).

Физическая модель. Модель JMAK [18–20], как
уже говорилось, описывает процесс кристаллиза-
ции твердого вещества из его расплава, когда весь
исходный объем жидкой фазы переходит в твердое
состояние. Кривая изменения количества твердой
фазы во времени имеет сигмоидальный вид, на ко-
тором можно выделить стадии образования заро-
дышей, активный рост кристаллов и окончание
процесса, когда почти весь исходный материал
преобразован.

Если рассматривать преобразование ионов
кальция из водного раствора в нерастворимый
кристаллический осадок P, состоящий из катио-
нов кальция и анионов соответствующих мало-
растворимых солей, то процесс кристаллизации
будет связан с образованием зародышей со ско-
ростью vn = const на единицу объема раствора и их
постоянным ростом в сферические частицы со
скоростью vg = const. Во временном интервале 0 <
< τ < t зарождение и рост могут происходить толь-
ко из растворенного количества кальция.

По аналогии с выводом Аврами решить постав-
ленную задачу и определить зависимость P = f(t)
легче при помощи концепции расширенного объ-
ема. Поскольку в случае водных растворов кри-
сталлизуется лишь растворенное вещество, то бу-
дем рассматривать не весь исходный объем, а толь-
ко объем закристаллизованного вещества. Таким
образом, расширенный объем – объем закристал-
лизованного вещества, который больше реально-
го, так как учитывает постоянный и беспрепят-
ственный рост всех образованных зародышей с по-
стоянной скоростью на протяжении всего времени
процесса кристаллизации.

Во временном интервале dτ количество заро-
дышей N, которые появляются в объеме раствора
Vs, будет определяться как

(1)

Допустим, каждый образовавшийся зародыш
растет в сфере радиуса r:

(2)

Таким образом, расширенный объем  кри-
сталлического продукта P за счет ядер, образовав-
шихся в интервале времени, будет равен

(3)

= vs ndτ.N V

( )= −vg τ .r t

0
crV

( )= −v v
30 3

cr g s n
4πd τ dτ.
3

V t V

Интегрирование уравнения (3) при условиях
(τ = 0) = 0 и (τ = t) =  позволяет найти об-

щий расширенный объем:

(4)

В случае растворов очевидно, что только малая
часть этого объема реальна, остальная часть явля-
ется виртуальной и появляется за счет предполо-
жения о росте образовавшихся ядер с неизменной
скоростью. Поэтому реальная доля расширенно-
го объема, формирующаяся при каждом прира-
щении времени, будет пропорциональна доле не-
закристаллизованного вещества (иными слова-
ми, пересыщению):

(5)

где Vcr m – максимально возможный объем кри-
сталлической фазы:

(6)

где Сm – массовая концентрация растворенной со-
ли в растворе в начальный момент времени, С0 –
массовая концентрация соли в насыщенном рас-
творе, ρcr – плотность кристаллов.

Проинтегрировав дифференциальное уравне-
ние (5), получаем

(7)

Подставляя (4) и (5) в (6), где  – доля

кальция, перешедшего в твердую фазу, получим

(8)

Упростим (8), подставив:  а

показатель степени при времени 4 выразим в бо-
лее общем виде через nA.

Тогда уравнение (8) примет вид

(9)

О.М. Тодес, используя аналогию с моделью
Колмогорова, показал, что при кристаллизации
из растворов общая масса кристаллов и падение
пересыщения на начальном участке кинетиче-
ской кривой также пропорциональны четвертой
степени времени [27].

В случае кристаллизации солей из растворов
скорость зародышеобразования vn и скорость ро-
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ста vg зависят от движущей силы в виде пересы-
щения S раствора или концентрации растворен-
ного вещества С:

(10)

(11)

где С – массовая концентрация растворенной со-
ли в растворе, С0 – массовая концентрация соли в
насыщенном растворе.

В практике массовой кристаллизации эти за-
висимости часто используются в степенном виде
[1, 41, 42]:

(12)

(13)

где kn – константа скорости зародышеобразова-
ния в растворе, kg – константа скорости роста
кристаллов, n – показатель степени в уравнении
скорости зародышеобразования, g – показатель
степени в уравнении скорости роста кристаллов
(c химической точки зрения n и g – порядок соот-
ветствующих реакций).

Проведенные нами эксперименты, результаты
которых будут представлены в следующей работе,
подтверждают степенной вид (12) и (13) для кар-
боната и сульфата кальция.

В работах О.Д. Линникова [34, 43] предложена
модель, учитывающая теорию коагуляции Смо-
луховского и зависимости для скорости спонтан-
ной кристаллизации из [25, 26]. Модель Линни-
кова имеет ряд предположений: гранулометриче-
ский состав кристаллов формируется за счет
роста кристаллов и их агрегации между собой;
срастание кристаллов происходит в соответствии
с теорией А.Ф. Полака [38]; влияние зародыше-
образования незначительно, а после индукцион-
ного периода в растворе образуется начальное ко-
личество кристаллов, которое со временем может
только уменьшиться; рост кристаллов подчиня-
ется степенной зависимости [26].

Математическая модель процесса кристалли-
зации в [34, 43] описывается системой дифферен-
циальных уравнений, которая может быть реше-
на численно методом Рунге–Кутты.

Первое уравнение в этой системе описывает
изменение концентрации ионов в растворе:

(14)

где ψ – коэффициент сферичности кристаллов,
Ncr – общее количество кристаллов в растворе.
Два других – изменение количества кристаллов в
растворе после окончания индукционного пери-
ода и количества кристаллических агрегатов, со-
стоящих из нескольких первичных кристаллов.

( ) ( )= = −v vn n 0, ,f S f C C

( ) ( )= = −v vg g 0, ,f S f C C

( )= −vn n 0 ,nk C C

( )= −vg g 0 ,gk C C

( ) ( ) ( )−− = − −
11 21 33 3cr cr g m 0 ,d   3.3ψ πρ

d
gC N k C C C C

t

Хотя агрегация частиц может в некоторых слу-
чаях начаться уже на стадии роста, она проходит
относительно медленно и становится заметной
при завершении роста частиц [3]. Существенного
вклада в изменение общей массы кристаллов и,
соответственно, снижение пересыщения [3, 44] –
она не дает (так же как и стадия Освальдова созре-
вания). Поэтому для описания кинетики измене-
ния массы кристаллов и снятия пересыщения в
растворе достаточно уравнения (14).

Чтобы упростить дальнейшие выводы, введем
массовые концентрации P и Pm для суспензии:

 – масса кристаллического веще-
ства в объеме суспензии;

 – максимальная движущая сила
или максимальная масса кристаллического веще-
ства в объеме суспензии.

Упростим уравнение (14), подставив P, Pm,

Тогда для образующейся твердой фазы P выра-
жение (14) примет вид

(15)

В модели Линникова не рассматривается ста-
дия зарождения кристаллов, а только их изотроп-
ный трехмерный рост и последующее преобразо-
вание [39].

Для более полного описания процесса спон-
танной кристаллизации можно учесть изменение
массы кристаллов в суспензии за счет образова-
ния зародышей:

(16)

где mn – критическая масса зародыша.
Изменение массы образовавшихся кристаллов

за счет их роста:

(17)

где Scr – площадь поверхности кристаллов.
Общее выражение, учитывающее изменение

массы кристаллов на протяжении всего процесса,
имеет вид

(18)

Так как рост кристаллов происходит на обра-
зовавшихся зародышах, то поверхность растущих
кристаллов в растворе может быть выражена че-
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рез начальную поверхность зародышей следую-
щим эмпирическим выражением [45]:

(19)

где Sn – поверхность зародыша кристалла, mcr –
масса образующихся кристаллов.

Степень d в уравнении (19) характеризует про-
странственную ориентацию роста граней кри-
сталла. Для трехмерного роста d = 2/3 [46]. Значе-
ния d от 0 до 1/2 характерны для роста кристалла
по одному или двум направлениям [47].

Подставив (19) в (18), получим

(20)

На протяжении всего процесса кристаллиза-
ции в той или иной степени может происходить
зарождение новых центров, агрегация и перерас-
творение уже имеющихся кристаллов в суспензии.
Роль этих факторов (кроме вторичной нуклеации)
возрастает в сильно пересыщенных растворах, ко-
торые не так уж редко образуются в практике реа-
гентного осаждения. При очень больших пересы-
щениях все процессы зарождения и трансформа-
ции твердой фазы могут проходить одновременно
и их сложно учесть [42]. Отмеченные факторы вли-
яют, главным образом, на форму и размеры кри-
сталлов. Однако в изменение общей массы кри-
сталлов (степени кристаллизации) малораствори-
мых солей кальция их вклад обычно достаточно
мал и может не учитываться.

Образованные на конец индукционного пери-
ода зародыши кристаллов служат своего рода за-
травкой, на поверхности которой в основном осу-
ществляется дальнейший рост кристаллов (осо-
бенно при низких пересыщениях раствора) [48].
Влияние зародышеобразования после индукци-
онного периода незначительно. Поэтому число
растущих кристаллов можно приравнять числу
зародышей на конец индукционного периода.

В упрощенном виде уравнение (20) будет вы-
глядеть как

(21)

где  – константа, учитывающая ско-
рость зародышеобразования;  =  ×

×  – константа, учитывающая ско-
рость роста кристаллов.
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Если рассматривать только стадию роста
кристаллов и d = 2/3, выражение (21) принимает
вид (15).

Химическая модель. Химическая реакция стано-
вится автокаталитической, если ее продукт дей-
ствует как катализатор и ускоряет процесс [49].
Для процесса реагентного осаждения можно про-
вести аналогию с автокаталитической реакцией.
Таким образом, зародыши карбоната и сульфата
кальция, полученные после химической реакции,
становятся катализатором для кристаллизации
солей кальция за счет собственного роста.

Схема протекания реакции по некаталитиче-
скому пути имеет вид

Схема протекания реакции по каталитическо-
му пути имеет вид

где P – продукт реакции, малорастворимая соль
кальция.

Скорость реакции по некаталитическому пу-
ти представляет собой скорость зародышеобра-
зования:

(22)

где k02 – константа скорости зародышеобразования.
Скорость реакции по каталитическому пути

представляет собой скорость роста кристаллов:

(23)

где k20 – константа скорости роста кристаллов.
Учитывая, что реакция протекает по обоим пу-

тям одновременно, дифференциальное уравне-
ние изменения концентрации имеет вид

(24)

С учетом движущей силы кристаллизации в ви-
де разницы между текущей концентрацией раство-
ренного вещества и его концентрацией в насы-
щенном растворе, уравнение (24) преобразуется:

(25)

или для продукта реакции Р:

(26)

Общая модель процесса кристаллизации. Срав-
нивая полученные уравнения (21) и (26), очевид-
но, что они приводят к одному общему упрощен-
ному дифференциальному уравнению, описыва-
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ющему образование кристаллического осадка в
растворе:

(27)

где k0 – константа, учитывающая скорость заро-
дышеобразования, k1 – константа, учитываю-
щая скорость роста кристаллов. Таким образом,
физический и химический подходы к моделиро-
ванию кинетики процесса кристаллизации из
раствора приводят к эволюционной зависимо-
сти одного вида, описывающей скорость транс-
формации твердой фазы.

Получить аналитическое решение эволюци-
онного дифференциального уравнения (27) очень
сложно. Однако, чтобы наглядно показать сигмо-
идальный вид протекания процесса, упростим за-
дачу, приняв первый порядок реакций нуклеации
n = 1 и роста кристаллов g = 1, а также фактора d = 1.
В этом случае решение (27) принимает вид

(28)

Выразим степень кристаллизации η (0 < η < 1):

(29)

На рис. 1 показаны теоретические эволюцион-
ные зависимости доли закристаллизованного про-
дукта, полученные по разным моделям. Кинетиче-
ская кривая 1 построена для случая, когда индук-
ционного периода практически нет, и быстрый
рост кристаллов начинается на первой минуте
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процесса. А кривая 2 – при tind ≈ 5 мин. Точками
показаны результаты расчета для этих двух случа-
ев. На первой кривой: а – по уравнению (9) при
коэффициенте kA = 0.033 и степени nA = 1.1; б – по
уравнению (28) при коэффициентах k0 и k1, равных
0.038 и 1.9 соответственно; в – по модели Линни-
кова [43]. На второй кривой: г – по уравнению (9)
при коэффициенте kA = 0.00023 и степени nA = 1.9;
д – по уравнению (28) при коэффициентах k0 и k1,
равных 0.003 и 3.5 соответственно; е – по модели
Мелихова [3] при Pe = 0.01.

Все зависимости схожи между собой, и для каж-
дого случая сводятся практически в одну линию,
что свидетельствует об адекватном отражении ре-
ального процесса трансформации вещества пред-
ложенными моделями, и общих закономерностях
эволюционных процессов физического и химиче-
ского характера.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Эволюционные процессы в материальном ми-
ре и обществе проходят по единым траекториям с
типичными стадиями развития. Отмечено, что
наука в целом и новые технологии развиваются
по общим эволюционным законам. Кратко рас-
смотрены основные вехи исторического развития
теоретических основ кристаллизации и, в частно-
сти, математического моделирования этого про-
цесса. Сопоставлены основные эволюционные
модели процесса, в первую очередь учитывающие
стадии зарождения и роста кристаллов, а также их
агрегации. Показано, что большинство кинети-
ческих моделей образования и роста кристаллов
описываются логистической функцией и имеют
S-образный вид, а в некоторых (частных) случаях
сводятся к экспоненциальным зависимостям.

Полученные зависимости могут использовать-
ся для проверки и аппроксимации эксперимен-
тальных данных по кристаллизации, прогнозиро-
вания хода эволюционных кривых по начальному
участку, а также для определения продолжитель-
ности и производительности процесса реагентно-
го осаждения при заданных технологических
условиях. Зная значения основных физических
величин для кристаллизуемого соединения, ко-
эффициенты и порядок реакций нуклеации и ро-
ста, можно спрогнозировать весь процесс кри-
сталлизации.

Работа выполнена в рамках государственного
задания ИОНХ РАН в области фундаментальных
научных исследований.

Рис. 1. Теоретические зависимости изменения степе-
ни кристаллизации во времени: 1, 2 – кинетические
кривые; а, г – значения по уравнению (9); б, д – по
уравнению (28); в – по модели Линникова [43]; е –
значения по модели Мелихова [3].
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МЯСНИКОВ и др.

ОБОЗНАЧЕНИЯ

С массовая концентрация растворенной соли в 
растворе, кг/м3

С0 массовая концентрация растворенной соли в 
насыщенном растворе, кг/м3

Сm массовая концентрация растворенной соли в 
растворе в начальный момент времени, кг/м3

d значение показателя степени, характеризую-
щее пространственную направленность роста 
кристаллов

g показатель степени в уравнении скорости 
роста кристаллов

kA константа в уравнении, полученном по 
модели Аврами

kL константа в уравнении Линникова
kn константа скорости зародышеобразования в 

растворе
kg константа скорости роста кристаллов
k0, k01, 
k02

константа, характеризующая скорость заро-
дышеобразования

k1, k10, 
k20

константа, характеризующая скорость роста 
кристаллов

mcr масса образующихся кристаллов, кг
mn критическая масса зародыша, кг
N количество зародышей, шт
Ncr общее количество кристаллов в растворе, шт
n степень в уравнении скорости зародышеобра-

зования
nA степень в уравнении, полученном по модели 

Аврами
P массовая концентрация кристаллического 

вещества в суспензии, кг/м3

Pm максимальная массовая концентрация кри-
сталлического вещества в суспензии, кг/м3

r радиус растущего зародыша сферической 
формы, м

S пересыщение раствора
Scr площадь поверхности кристаллов, м2

Sn площадь поверхности зародыша кристалла, м2

t текущее время процесса кристаллизации, с
tind индукционный период зарождения кристал-

лов, с

расширенный объем кристаллов, м3

Vcr m максимально возможный объем кристалличе-
ской фазы, м3

Vs объем раствора, м3

скорость нуклеации (зародышеобразования), с–1

0
crV

vn
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