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С использованием программного обеспечения LIGGGHTS с открытым исходным кодом, в котором
реализован метод дискретных элементов, проведено трехмерное моделирование виброкипящего
слоя относительно крупных частиц силикагеля. Рассматривалось виброкипение относительно тон-
ких слоев. В вычислительных экспериментах в процессе виброкипения наблюдалась волнообразная
поверхность и отдельные всплески над поверхностью. Численные расчеты среднего по времени
распределения объемной доли частиц по высоте виброкипящего слоя сравнивались с эксперимен-
тальными данными. Представлена зависимость средней степени расширения виброкипящего слоя
(отношения средней высоты виброкипящего слоя к начальной высоте) от безразмерного параметра,
учитывающего начальную высоту слоя, амплитуду и частоту колебаний полки, на которой распола-
гается слой частиц. По результатам экспериментальных и расчетных значений средней степени рас-
ширения слоя построены графики линейной регрессии. Получено, что с увеличением значения без-
размерного параметра средняя степень расширения виброкипящего слоя растет.
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ВВЕДЕНИЕ
Как известно, одним из наиболее эффектив-

ных методов поглощения различных газообраз-
ных соединений являются кипение и виброкипе-
ние адсорбента. Кроме того, кипящий и виброки-
пящий слои широко используются в процессах
сушки дисперсного материала и процессах ката-
литического синтеза порошковых материалов [1–
8]. В связи с этим много работ посвящено теоре-
тическому и экспериментальному исследованию
кипения и виброкипения [1–24] (в том числе ра-
боты с использованием методов математического
моделирования [4, 7, 8, 10–21]).

Следует отметить, что состояние кипящего
слоя достигается путем воздействия на слой ча-
стиц газового потока, состояние виброкипения –
путем воздействия на слой частиц внешних виб-
раций. Под термином “виброкипящий слой” ча-
сто также подразумевают состояние дисперсной
среды, в которое она переходит при комбиниро-
ванном воздействии газового потока и вибраций
[16, 17, 21–23].

Для моделирования процесса виброкипения
используются в основном континуальный и дис-
кретный подходы. В рамках континуального под-

хода твердая фаза (т.е. фаза твердых частиц) пред-
ставляется в виде континуума, и для описания твер-
дой фазы используются такие же уравнения, как
для газовой фазы [7, 8, 10–12, 16–19]. Кроме того, в
уравнениях учитывается межфазный обмен. При
использовании такого подхода необходимо учиты-
вать отношение размера ячейки к размеру частиц [7,
8], поэтому моделирование виброкипения тонких
слоев представляется практически невыполнимой
задачей. Модели на основе континуального подхо-
да лучше использовать для описания виброкипения
относительно толстых слоев мелких частиц [7, 8].
Более подробное описание моделей виброкипения,
основанных на континуальном подходе, представ-
лено в работах [7, 8, 10–12, 16–19].

В рамках дискретного подхода слой частиц
представляется в виде совокупности отдельных
частиц. Решаются уравнения движения для каж-
дой частицы с учетом ее взаимодействия с други-
ми частицами, поэтому расчеты с использовани-
ем моделей, основанных на дискретном подходе,
являются достаточно трудоемкими (особенно ко-
гда рассматривается большое количество частиц).
Реализация таких моделей требует использова-
ния мощных вычислительных ресурсов. В связи с
этим дискретный подход целесообразно исполь-
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зовать для описания виброкипения тонких слоев.
В работах [20–24] представлено исследование мо-
делей на основе дискретного подхода.

Трехмерное моделирование процесса виброки-
пения представляет собой сложную задачу, поэтому
в настоящее время часто используются готовые па-
кеты для решения прикладных задач, включающие
встроенные решатели. Например, известны реша-
тели коммерческого пакета ANSYS (Analysis Sys-
tem) [16] и свободно распространяемого пакета
OpenFOAM (Open Source Field Operation and Ma-
nipulation) [18, 19], предназначенные для модели-
рования процесса виброкипения. В этих решате-
лях реализованы модели на основе континуаль-
ного подхода.

Целью настоящей работы является верифика-
ция и исследование модели виброкипящего слоя
на основе метода дискретных элементов. В работе
представлены результаты трехмерного моделиро-
вания виброкипения относительно тонких слоев
с использованием программного обеспечения
LIGGGHTS с открытым исходным кодом [25], в
котором реализован метод дискретных элементов
(Open Source Discrete Element Method Particle
Simulation Code). В связи с тем, что рассматрива-
ется воздействие только вибраций на слой частиц
(без дополнительного продувания газовым пото-
ком) и исследуется виброкипение относительно
тонких слоев, в модели не учитывается влияние
газовой фазы на движение частиц. Для верифика-

ции модели на основе метода дискретных эле-
ментов использовались экспериментальные дан-
ные по виброкипению относительно крупных ча-
стиц силикагеля (средний диаметр 4 мм) [13].
Использовались слои с начальной толщиной 6, 15
и 20 мм.

МЕТОД ДИСКРЕТНОГО ЭЛЕМЕНТА
В рамках метода дискретного элемента движе-

ние каждой отдельной частицы описывается с уче-
том ее взаимодействия с соседними частицами [26].
Используются следующие уравнения [24, 27]:

(1)

где  – масса частицы; i – индекс частицы, отно-
сительно которой рассматривается система урав-
нений (1);  – вектор линейной скорости центра
масс;  – момент инерции;  – вектор угловой
скорости;  – вектор массовой силы;  – внеш-
няя сила, действующая на частицу i через контакт
с частицей j; j – индекс частицы, находящейся в
контакте с частицей i; k – число частиц в контакте
с частицей i;  – внешний крутящий момент,
связанный с контактным взаимодействием ча-
стиц i и j;  – момент сопротивления качению.

В методе дискретного элемента каждая части-
ца представляется в виде сферы радиусом  На
рис. 1 схематически представлено взаимодей-
ствие между частицами i и j (где  – радиус-век-
торы;  –вектор нормали вдоль линии, соединя-
ющей центры частиц i и j).

Взаимодействие между частицами описывает-
ся с использованием модели Герца–Миндлина
[28]. В рамках модели предполагается, что части-
цы при контакте не деформируются, а перекры-
вают друг друга на величину  образуя пятно кон-
такта. Нормальная и тангенциальная составляю-
щие   суммарной силы взаимодействия
между двумя частицами рассчитываются по фор-
мулам [24, 26–28]

(2)

(3)

где – коэффициент упругости при контактном
взаимодействии;  – коэффициент сдвига при
контактном взаимодействии;  – коэффициент
демпфирования в нормальном направлении к
контакту;  – коэффициент демпфирования в
тангенциальном направлении к контакту;  – от-
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Рис. 1. Две взаимодействующие сферические части-
цы i и j.
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носительное нормальное перекрытие частиц при
контактном взаимодействии;  – относительное
тангенциальное перекрытие частиц; – нормаль-
ная составляющая относительной скорости в точке
контакта частиц;  – тангенциальная составляю-
щая относительной скорости в точке контакта ча-
стиц; – коэффициент трения скольжения;  –
единичный тангенциальный вектор. Коэффици-
ент упругости рассчитывается с использованием
модуля упругости (модуля Юнга) и коэффициен-
та Пуассона. Более подробно выражение для ко-
эффициента упругости, а также выражения для
остальных коэффициентов представлены в рабо-
тах [24, 26–28].

Крутящий момент рассчитывается по формуле

(4)

Момент сопротивления качению, возникаю-
щий при относительном движении частиц, опре-
деляется выражением

(5)

где  – коэффициент трения качения;  – при-
веденный радиус частиц [24, 26–28].

После интегрирования системы уравнений (1)
с учетом (2)–(5) рассчитываются скорости и пе-
ремещения каждой частицы.

УСЛОВИЯ ВЫЧИСЛЕНИЙ

Размеры расчетной области соответствовали
размерам экспериментальной установки (высота –
0.4 м, ширина – 0.4 м, толщина – 0.4 м). Рассчи-
тывалось 2 с процесса виброкипения. Учитыва-
лось столкновение частиц с колеблющейся пол-
кой. Коэффициент восстановления в случае
столкновений частиц с полкой, изготовленной из
стали, принимался равным 0.5 [7, 8, 13]. В табл. 1
представлены значения входных параметров задачи.

tξ
nV

tV

sμ t

( )= × t ' .ij i ijRT n F
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i

k R ωM
ω

rμ *R

Начальные условия – упакованные под дей-
ствием сил тяжести частицы, находящиеся на
полке. В начальный момент времени задавались
координаты всех частиц и их начальные скоро-
сти, равные нулю.

Следует отметить, что при проведении расче-
тов не учитывались краевые эффекты (взаимо-
действие частиц с границами расчетной области),
поскольку исследовалось поведение слоя грану-
лированного материала в расчетной области от-
носительно больших размеров, а влияние стенок
сказывается только вблизи них. Кроме того,
предполагалось, что влияние момента сопротив-
ления качению на движение частиц пренебрежи-
мо мало по сравнению с влиянием крутящего мо-
мента, поэтому в расчетах коэффициент трения
качения принимался равным нулю.

При проведении вычислительных экспери-
ментов задавалось число частиц N = 20000 (соот-
ветствует толщине слоя Н = 6 мм), N = 50000 (со-
ответствует толщине слоя Н = 15 мм) и N = 65000
(соответствует толщине слоя Н = 20 мм). Распа-
раллеливание расчетов проводилось на четырех
ядрах с частотой процессора 3.1 ГГц. Время, за-
трачиваемое на расчет одного варианта, составля-
ло от примерно 10 до 50 ч в зависимости от зада-
ваемого числа частиц.

СРАВНЕНИЕ РАСЧЕТОВ
С ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫМИ ДАННЫМИ

По результатам вычислительных эксперимен-
тов были построены средние по времени графики
изменения объемной доли частиц αav по высоте
слоя. Использовалась методика, которая приме-
нялась ранее для обработки экспериментальных
данных [10, 13, 19] и результатов вычислительных
экспериментов [24].

Следует отметить, что в известной литературе
не представлены значения модуля Юнга (упруго-
сти) и коэффициента Пуассона для твердых ча-
стиц силикагеля. Как известно, силикагель пред-

Таблица 1. Значения входных параметров задачи

Параметр Значение

Плотность материала частиц, кг/м3 650

Диаметр частиц, м 0.004
Коэффициент восстановления частица–частица 0.15
Коэффициент восстановления частица–полка 0.5

Модуль Юнга, Н/м2 7 × 1010

Коэффициент Пуассона 0.17
Коэффициент трения скольжения 0.12
Начальная высота слоя, м 0.006–0.02
Шаг по времени, с 1 × 10–4
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ставляет собой синтетический диоксид кремния, в
природе это обычный кварц. Поэтому в качестве
значений модуля Юнга, коэффициента Пуассона,
а также коэффициента трения были взяты спра-
вочные данные для частиц кварца [29–32]. В дей-
ствительности для частиц силикагеля эти значе-
ния могут несколько отличаться. В связи с этим
были проведены дополнительные расчеты при
разных комбинациях значений модуля Юнга, ко-
эффициента Пуассона и коэффициента трения.
Значения этих параметров меняли (увеличивали
и уменьшали) в пределах примерно 10% от спра-
вочных значений, представленных в табл. 1. При
обработке полученных расчетов выяснилось, что
изменение этих параметров практически не влия-
ет на среднюю степень расширения виброкипя-
щего слоя (отношение средней высоты виброки-
пящего слоя к его начальной высоте) и среднее по
времени распределение объемной доли частиц по
его высоте. Поэтому далее представлены резуль-
таты расчетов, полученные при значениях пара-
метров, которые представлены в табл. 1.

В результате предыдущих исследований было
установлено, что в процессе виброкипения на-
блюдается волнообразная поверхность и отдель-
ные всплески над поверхностью слоя частиц [7, 8,
10, 18, 19]. В вычислительных экспериментах, по-
лученных с использованием метода дискретных
элементов, также наблюдается волнообразная
поверхность в процессе виброкипения и отдель-
ные всплески над поверхностью. Это видно из
рис. 2, на котором представлено распределение
скорости частиц (вид сверху) для случая, когда
амплитуда колебаний А = 2 мм, частота колеба-
ний f = 30 (рис. 2а) и 36 Гц (рис. 2б). Начальная
толщина слоя была равна Н = 15 мм. С использо-
ванием свободно распространяемого пакета Para-
View v.5.5 осуществлялась визуализация данных.
Синим цветом окрашены частицы с минимальной
скоростью, зеленым цветом – частицы с макси-

мальной скоростью. Остальные частицы имеют
скорость, значения которой лежат в диапазоне меж-
ду минимальной и максимальной скоростями. Вид-
но, что при большем значении частоты колебаний
количество всплесков больше, и максимальная ско-
рость частиц тоже больше. В предыдущих работах
[10, 18, 19], посвященных теоретическому и экспе-
риментальному исследованиям процесса виброки-
пения, уже отмечалось, что с увеличением частоты
колебаний увеличивается количество всплесков
гранулированного материала.

На рис. 3 приведено сравнение расчетов средне-
го по времени распределения объемной доли ча-
стиц (αav) с экспериментальными данными, полу-
ченными при амплитуде колебаний А = 1.5 мм и ча-
стоте колебаний f = 28 Гц. Начальная толщина слоя
была равна Н = 6 мм. На рис. 4 представлены ре-
зультаты сравнения для случая, когда А = 2 мм, f =
= 36 Гц, Н = 15 мм, а на рис. 5 – когда А = 1.5 мм,
f = 30 Гц, Н = 20 мм.

Из приведенных рисунков видно, что в целом
результаты расчетов среднего по времени распре-
деления объемной доли частиц удовлетворительно
описывают экспериментальные данные. Таким же
образом было проведено сравнение результатов
расчетов с экспериментальными данными, полу-
ченными для слоя с начальной толщиной Н = 6 мм
при значениях амплитуды и частоты колебаний:
А = 1.5 мм и f = 24 Гц; А = 2 мм и f = 36 Гц. В этих
случаях также наблюдалось удовлетворительное
совпадение расчетных кривых с эксперименталь-
ными. На всех графиках площадь области, ограни-
ченной расчетной кривой, примерно совпадает с
площадью области, ограниченной эксперимен-
тальной кривой, что свидетельствует о качествен-
ном совпадении результатов.

Было проведено сравнение результатов модели-
рования с экспериментальными данными средней
степени расширения виброкипящего слоя (отно-
шения средней высоты виброкипящего слоя к на-

Рис. 2. Виброкипящий слой. Вид сверху. Частота колебаний: (а) – 30; (б) – 36 Гц.
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чальной высоте Hav/H). На рис. 6 приведена зави-

симость средней степени расширения от безраз-

мерного параметра  который

учитывает не только амплитуду и частоту колеба-

ний, но и начальную высоту слоя. Параметр  ис-
пользовался в работах [7–10] для анализа режи-
мов виброкипения.

Из рис. 6 видно, что расчетные данные завы-
шены по отношению к экспериментальным. Так
как расчетные и экспериментальные значения
средней высоты виброкипящего слоя, представ-
ленные на рис. 6, были взяты из графиков средне-
го по времени распределения объемной доли ча-
стиц по высоте, разницу между расчетными и
экспериментальными данными можно объяс-
нить неточностью значений средней высоты, ко-
торая в свою очередь связана с методикой опреде-
ления средних значений объемной доли частиц.

С увеличением значения безразмерного пара-
метра растет средняя степень расширения вибро-
кипящего слоя за исключением случая, когда

 (что соответствует комбинации значе-
ний амплитуды А = 2 мм, частоты f = 36 Гц и на-
чальной высоты Н = 15 мм). Это наблюдается как
в расчетных данных, так и в экспериментальных.
Такое отклонение можно объяснить тем, что па-

раметр  (несмотря на тот факт, что он учитывает
значение начальной толщины слоя) не является
универсальным. Как указано в [7, 8, 10], одному
значению этого параметра могут соответствовать
разные режимы виброкипения.

Следует обратить внимание, что значения

 0.175 и 0.3 были получены для случаев, ко-
гда начальная толщина слоя была равна Н = 6 мм.
Завышенное значение средней степени расшире-

( )Λ = π 1 2
2 ,Af Hg

Λ

Λ = 0.19

Λ

Λ = 0.15;

ния виброкипящего слоя (как в экспериментах,

так и в расчетах) при  по отношению к

соответствующему значению, полученному при

 можно объяснить тем, что во втором

случае (Н = 15 мм) использовался слой гораздо

толще. Как известно [7, 8], чем тоньше слой, тем

выше степень его расширения в процессе вибро-

кипения.

Λ = 0.175

Λ = 0.19,

Рис. 3. Изменение объемной доли частиц в зависимости
от высоты слоя при А = 1.5 мм, f = 28 Гц и Н = 6 мм: 1 –
экспериментальные данные; 2 – результаты расчетов.
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Рис. 4. Изменение объемной доли частиц в зависимости
от высоты слоя при А = 2 мм, f = 36 Гц и Н = 15 мм: 1 –
экспериментальные данные; 2 – результаты расчетов.
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Рис. 5. Изменение объемной доли частиц в зависимости
от высоты слоя при А = 1.5 мм, f = 30 Гц и Н = 20 мм: 1 –
экспериментальные данные; 2 – результаты расчетов.

2

0.3

0.2

0.1

0 4030

1

�av

y, мм

0.4

0.5

2010



ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ХИМИЧЕСКОЙ ТЕХНОЛОГИИ  том 54  № 2  2020

МОДЕЛИРОВАНИЕ ВИБРОКИПЯЩЕГО СЛОЯ ЧАСТИЦ 233

Значение  соответствует комбинации
значений амплитуды А = 1.5 мм, частоты f = 30 Гц
и начальной высоты Н = 20 мм. В этом случае рас-
сматривалось виброкипение достаточно толстого
слоя при малом значении амплитуды колебаний
и среднем (в рамках исследуемого диапазона ча-
стот) значении частоты колебаний. В связи с этим
степень расширения виброкипящего слоя при та-
ких параметрах ниже, чем в остальных случаях,
представленных на рис. 6. Следует отметить, что в
предыдущих работах [7, 8, 10, 18, 19] было уста-
новлено, что c увеличением амплитуды и частоты
колебаний растет степень расширения виброки-
пящего слоя. При этом амплитуда колебаний
оказывает более существенное влияние на сте-
пень расширения, чем частота. Частота колеба-
ний влияет на количество всплесков. Чем больше
частота колебаний, тем больше всплесков наблю-
дается над поверхностью слоя [18, 19].

Как указывалось ранее, расчетные данные сред-
ней степени расширения виброкипящего слоя за-
вышены по отношению к экспериментальным, т.е.
средняя высота виброкипящего слоя в расчетах не-
сколько выше, чем в экспериментальных данных
(как показано на рис. 3 и 4). Но если учитывать тот
факт, что при значении αav < 0.1 в верхней части

виброкипящего слоя наблюдаются единичные ча-
стицы [7, 8, 10], то можно заключить, что средние
значения высоты виброкипящего слоя в расчетах и
экспериментах близки. Также важно отметить,

что при больших значениях параметра  наблю-
дается большее количество единичных частиц.
Единичные частицы сложно зафиксировать при

Λ = 0.1

Λ

обработке кадров видеосъемки проводимых экс-
периментов в отличие от результатов визуализа-
ции численных расчетов. Поэтому разница между
экспериментальными и расчетными данными
средней степени расширения виброкипящего
слоя на рис. 6 незначительно увеличивается с ро-

стом значения параметра .

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В результатах моделирования виброкипения
тонких слоев частиц силикагеля, полученных с ис-
пользованием свободно распространяемого пакета
LIGGGHTS на основе метода дискретных элемен-
тов, так же как и в экспериментах, наблюдается
волнообразная поверхность слоя. Получено удо-
влетворительное совпадение результатов расчетов
среднего по времени распределения объемной до-
ли частиц по высоте виброкипящего слоя с экспе-
риментальными данными. Таким образом, мож-
но сделать вывод, что модель на основе метода
дискретных элементов, реализованная в пакете
LIGGGHTS, позволяет качественно описать про-
цесс виброкипения относительно тонких слоев
крупных частиц.

На основе полученных результатов моделирова-
ния проведено исследование зависимости средней
степени расширения виброкипящего слоя (отно-
шения средней высоты виброкипящего слоя к на-
чальной высоте) от безразмерного параметра, учи-
тывающего начальную высоту слоя, амплитуду и
частоту колебаний полки, на которой располагался
слой частиц. По результатам экспериментальных и
расчетных значений средней степени расшире-
ния слоя построены графики линейной регрес-
сии. Получено, что с увеличением значения без-
размерного параметра средняя степень расшире-
ния виброкипящего слоя растет.

ОБОЗНАЧЕНИЯ

А амплитуда колебаний полки, мм

вектор массовой силы, м/с2

внешняя сила, действующая на частицу i 
через контакт с частицей j, H

f частота колебаний полки, Гц

ускорение свободного падения, м/с2

H начальная высота слоя частиц (толщина 

засыпки), мм

Hav средняя высота виброкипящего слоя, мм

момент инерции, кг м2

коэффициент упругости при контактном 

взаимодействии, Н/м2

коэффициент сдвига при контактном взаи-

модействии, Н/м2

Λ

b

ijF

g

I

nk

tk

Рис. 6. Зависимость средней степени расширения
виброкипящего слоя от безразмерного параметра Λ:
1 – экспериментальные значения; 2 – расчетные значе-
ния; 3 – график линейной регрессии, построенный по
экспериментальным значениям; 4 – график линейной
регрессии, построенный по расчетным значениям.
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