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ВВЕДЕНИЕ
Формальная аналогия процессов со структур-

ной перестройкой исходной системы [1–3] основа-
на на расширенном толковании понятия фазы, как
системы, обладающей определенной структурой, и
фазового превращения, как процесса перестройки
исходной структуры фазы. Скорости этих процес-
сов зависят от величины термодинамического сти-
мула (движущей силы кинетики превращения).
Последняя определяет максимально возможную
скорость фазового превращения, которая может
быть меньше, если контролируется явлениями пе-
реноса субстанции (теплоты, вещества, количе-
ства движения) [4–7].

Тогда под понятие фазового превращения
подпадают как классические фазовые превраще-
ния: кристаллизация–плавление, десублима-
ция–сублимация, конденсация–испарение, об-
ратимые полиморфные превращения и т.д. [3–6,
8, 9], так и формально аналогичные им процессы
гранулирования порошков – дробления, коалес-
ценции (коагуляции) – диспергирования (эмуль-
гирования); вплоть до зарождения и роста “пятен
турбулентности” [1–3, 10, 12]. Таким образом,
для инженерного расчета процесса, т.е. для опре-
деления динамики степени превращения, рас-
пределения новообразований и сопутствующих
им явлений, например, усадочной пористости и
др., а также полей температур, концентраций и
скоростей достаточно информации о зависимости

скоростей зарождения и роста центров превраще-
ния от термодинамического стимула и уравнений
переноса субстанции с условиями однозначно-
сти. Такого рода формальная аналогия полезна,
так как для классических фазовых превращений
модельные представления, предложения по аппа-
ратурно-технологическому оформлению и инже-
нерскому расчету хорошо разработаны [4–9, 13–
15], чего не скажешь о вышеназванных формаль-
но аналогичных им процессах [16–19]. Косвен-
ным подтверждением правомерности упомяну-
той аналогии служит многолетнее успешное ис-
пользование уравнения Колмогорова–Аврами
для описания изопотенциальных процессов как
классических фазовых превращений (кристалли-
зации, конденсации, десублимации, полиморфных
превращений) [4–9, 13–18], так и реакционных
процессов, гранулирования порошков, коалесцен-
ции (коагуляции) и др. [1–3, 10–12, 20, 21]. Колмо-
горов же получил это уравнение, используя поня-
тия о скоростях зарождения и роста точек на число-
вой оси и аппарата математической статистики [22].

Целью работы является предложение единого
подхода к определению значимых для инженер-
ных расчетов параметров (изменение во времени
степени превращения, структуры новообразова-
ний и сопутствующих им явлений, например,
усадочной пористости, полей температур, кон-
центраций и скоростей) для процессов со струк-
турной перестройкой исходной системы, вклю-

УДК 519.6+548.5



310

ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ХИМИЧЕСКОЙ ТЕХНОЛОГИИ  том 54  № 3  2020

ТАРАН

чающих как классические фазовые превращения
(кристаллизация – плавление, энантиотропные
полиморфные превращения и т.д.) так и другие
процессы (гранулирование порошка – истирание
гранул, коалесценция (коагуляция) – дисперги-
рование (эмульгирование), зарождение и рост
“бляшек” отложений – растворение при промыв-
ке и многих других). Аксиоматикой для решения
такой задачи можно считать факт, что превраще-
ние “старой” фазы в новую не может происхо-
дить иначе, как за счет зарождения в “старой”
фазе новообразований, их роста (т.е. кинетики
процесса) и явлений переноса субстанции (ве-
щества и энергии).

Процесс фазового и формального аналогично-
го ему превращения может проходить по после-
довательному, объемному и объемно-последова-
тельному механизмам [5, 13, 14, 23–28]. Для кон-
кретизации рассматриваемых моделей они даны
применительно к кристаллизации расплавов. Для
начала процесса необходимо получение как ми-
нимум одного центра “новой” фазы в метаста-
бильном (для кристаллизации расплавов пере-
охлажденном) объеме Vs “старой” фазы:

(1)

Если  

 =  то процесс фазового пре-
вращения вероятнее всего протекает по неста-
ционарному последовательному (одномерному)

механизму. Иначе 

  =  по нестационар-
ному объемному (трехмерному) механизму. В
промежутке между этими неравенствами по объ-
емно-последовательному (трехмерному, вырож-
дающемуся в одномерный) механизму.

Допущения для последовательного фазового
превращения: полагали систему однокомпонент-
ной, фазы несжимаемыми, термокапиллярную
гравитационную конвекцию отсутствующей, иг-
норировали анизотропию роста граней кристал-
лов, их устойчивость, трансформацию формы,
влияние кривизны поверхности растущих кри-
сталлов на равновесную температуру превраще-
ния, неустойчивость плоской границы превраще-
ния, дендритный рост в переохлажденной зоне,
влияния на ход кристаллизации “дрейфа” кри-
сталлов с подсасыванием к межфазной границе
потоком расплава, явления газовыделения и ка-
витации, захвата газовых пузырьков растущими

≥ ≤ 
индτ

3 кр
0 0

ω ( )d dτ 1, ( ,τ) .
sV

st V t V t

− ≤ 
инд

τ

3
τ 0

[1 η( ,τ)]ω ( )d dτ 1,
sV

V t V ≤ кр( ,τ) ,st V t

3ω ( )t −кр[ ( ,τ)]sf t t V

− 
инд

τ

3
τ 0

[1 η( ,τ)]ω ( )d dτ 1,
sV

V t V @

≤ кр( ,τ) ,st V t 3ω ( )t −кр[ ( ,τ)]sf t t V

кристаллами, распределение пор по размерам и
его изменение, распределение термонапряжений
в кристаллической фазе. Кроме вышеизложен-
ных допущений для последовательной кристал-
лизации при описании объемной кристаллиза-
ции игнорировали еще захват газовых пузырьков
при образовании распределенной пористости,
процессы перекристаллизации в переходной зо-
не. Для объемно-последовательной кристаллиза-
ции дополнительно игнорировали еще и “дрейф”
кристаллов с расплавом в переходную зону и из-
менение распределения между захватываемым и
фильтруемым количествами расплава.

ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ 
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОГО МЕХАНИЗМА 

ФАЗОВОГО ПРЕВРАЩЕНИЯ
Из-за разности плотностей фаз возникает со-

средоточенная внешняя усадка. Когда “старая”
фаза (расплав) замкнута в “новой” (кристалличе-
ская корка), возникает сосредоточенная внутрен-
няя усадка (усадочная полость), форму которой
определяют из условий минимума поверхностной
энергии:  Текущий и мак-
симальный ее объем соответственно равны:

(2)

В условиях “прилипания” расплава к фазовой
границе это вызывает конвективный (Стефанов-
ский) поток с объемной (dVп/dτ) и линейной ско-
ростями υП = 1/SП(τ)(dVп/dτ). Термическая усад-
ка приводит к уменьшению объема гранулы (кри-
сталлической фазы), либо к образованию в ней
распределенной усадочной пористости объемом
Vпр(τ) в виде трещин:

(3)

При полиморфном превращении берут плотно-
сти “соседних” модификаций.

В случае кондуктивного переноса теплоты в j-
фазной среде используется уравнение

(4)

j = к1, к2, к3……ж – индексы, обозначающие вид фаз;

→П П(τ)σ(τ) (τ) min .S V

Κ

Κ

ρ − ρτ = τ
ρ

ρ − ρ=
ρ

Κ ΚΡ ж ΚΡ
П

ж ΚΡ

Κ ΚΡ б ΚΡ
П

ΚΡ

( ) ( )( ) ( ) ;
( )

( ) ( ).
( )

t tV V
t

t tV V
t

ρ  − ρ
ρ 

τ

ρ = ρ = τ
τ

= τ


к

к к к
пр к

р

к

к
0

( )
( ) ( ) ,

1 ( ) ; ( , ).
( )

V

KK
K

t

t dV t f V

V

V

V

τ +ρ ∇ = ∇ λ ∇ ξ τ ≤ ≤ ξ τ1( ) ( ) ( ), , , ,j j і j ј ј јс t t i i i


= 



, , – декартовы координаты;
, , – цилиндрические координаты;

, , – сферические координаты;

x y z
i r j z

r j y



ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ХИМИЧЕСКОЙ ТЕХНОЛОГИИ  том 54  № 3  2020

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ ФАЗОВЫХ 311

с начальным:

Возможныe граничныe на внешней поверхно-
сти условия І–ІV рода:

(5)

n – нормаль к изотерме (межфазной поверхности).
Возможные граничные условия на подвижных

границах:

(6)

где 
Lj – справочное значение скрытой теплоты пре-
вращения, включающее собственно теплоту пре-

вращения  и теплоту изменения теплоемко-

сти фаз.
Условие на границе усадочной полости:

(7)
Перенос теплоты при фазовом превращении (в
данном случае кристаллизации) описывается си-
стемой (4)–(7). Параметрами кинетики превра-
щения являются зависимости скоростей зарожде-
ния ω3 и роста υΛ центров превращения (в данном
случае кристаллизации) от термодинамического
стимула (в данном случае переохлаждения рас-
плава ΔtS): ω3 = f1(ΔtS); υΛ = f2(ΔtS), которые теоре-
тически могут быть лишь оценены с погрешно-
стью до порядка [4–5, 13, 26], а для инженерных
расчетов определяются с инструментальной по-
грешностью экспериментально [1–3, 12, 20, 21]. С
их помощью по уравнению (1) оценивают про-
должительность индукционного периода τинд,
предшествующего превращению, и оценивают
возможный механизм превращения. Условие (6)
связывает температуру на фронте превращения с
линейной скоростью роста поли-(моно)кристал-
лического фронта υΛ (обобщенная задача Стефа-
на). Последовательное превращение может прохо-
дить с плоским и разрушенным фронтом. Необхо-
димо контролировать устойчивость межфазной
границы по соотношению подводимого и отводи-
мого теплового потока [3, 5, 13, 29] и вероятности
появления в переохлажденной зоне расплава у
межфазной границы центра превращения, что
при игнорировании ''занесения'' в нее центра
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кристаллизации нужно оценивать по уравнению
сходному с (1). С учетом упомянутых упрощений
и оговорок, фиксации краевых условий и коэф-
фициентов система (1)–(7) замкнута, но может
быть решена лишь численными методами [3, 26,
30], прежде всего методом конечных разностей
[31, 32]. Практика решения инженерных задач на
основе данного математического описания [3, 20,
21] показала, что их удобно и экономично ре-
шать, аппроксимируя математическое описание
на основе уравнений (1)–(7) устойчивым неяв-
ным конечно-разностным аналогом, нелиней-
ным относительно значений сеточной функции
на искомом временном слое. Решение носит ите-
рационный характер, когда на каждом шаге по
времени в ходе каждой итерации комплексно
уточняются значения термодинамических пара-
метров, граничных условий, размеры объекта,
форма и размеры усадочных полостей, кинетиче-
ские параметры, положения межфазных границ,
которые отслеживаются с помощью “подвиж-
ных” узлов и использования для решения много-
мерных задач “локально-одномерной” разност-
ной схемы с итерационным уточнением значений
сеточных функций и другой важной при инже-
нерных расчетах информацией в соседних с “ло-
кально-одномерной” схемой узлах [2, 3, 33]. Это
делает предполагаемый алгоритм более эконо-
мичным (по сравнению с известными факторизо-
ванными и аддитивными схемами [31, 33], исклю-
чая поперечную прогонку и расчеты на дробных
шагах по времени) и универсальным, сочетаю-
щим четкое выделение положений фазовых
фронтов с возможностью решения многомерных
многофронтов ых задач [2, 3, 33].

ПОЛУЧЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
ПРИ АНАЛИЗЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОГО 

МЕХАНИЗМА ФАЗОВОГО ПРЕВРАЩЕНИЯ 
И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

В качестве примера приведем некоторые ре-
зультаты решения нами практических задач с ис-
пользованием вышеизложенного математическо-
го описания и алгоритма его реализации. Приве-
дем результаты расчета процесса кристаллизации
и охлаждения капель расплава в восходящем по-
токе воздуха в грануляционных башнях (рис. 1).
Для подтверждения адекватности результата вы-
числительного эксперимента ходу реального про-
цесса использовали сравнение расчета с термо-
граммами, полученными нами скоростным тер-
мическим анализом СТА, разработанным в [18] и
усовершенствованным в [3]. Лучшее согласова-
ние с экспериментом дают результаты расчета с
учетом изменения коэффициента теплоотдачи по
поверхности обдуваемой гранулы (рис. 2а). Игно-
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рирование этого фактора, при незначительной
ошибке во времени полной кристаллизации кап-
ли, вносит существенную погрешность в динамику
фазовых фронтов, усадочной полости и темпера-
турных полей (рис. 2б). Пример расчета процесса
кристаллизации капель расплава на охлаждаемой
поверхности ленточного кристаллизатора (рис. 3)
также демонстрирует применимость предлагае-
мого математического описания и алгоритма его
реализации для решения практических и инже-
нерных задач.

Приведенное в качестве примера математиче-
ское описание легко видоизменяется для инже-

нерных расчетов процессов с фазовыми превра-
щениями, включая обратимые полиморфные
превращения [2, 3, 10, 20, 21, 33], что касается
формально аналогичных им процессов, то ана-
логом рассмотренного примера при гранулиро-
вании порошков является рост одиночной гра-
нулы [3, 21] или рост одиночной капли макро-
эмульсии в коалесцирующей (микроэмульсии)
[2, 3].

Наличие формальной аналогии зависимостей
кинетических параметров, (скоростей зарождения
и роста центров превращения) от термодинамиче-
ского стимула, позволило создать обобщенную

Рис. 1. Положение межфазных границ и изотерм в капле расплава NH4NO3 (А2), падающей в башне в различные мо-
менты времени (Н = 30 м; tжн = 175°С; Ri = 1 мм; tсн = 45°С; ωн = 4 м/с; ϕ = 0.2 мас. %). Цифры у кривых – значения
температур в °С.
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методику их экспериментального определения для
различных видов превращений со структурной пе-
рестройкой исходной системы, экспериментально
подтвердить аналогию вида этих зависимостей,
объяснить это явление и использовать его на прак-
тике [1–3, 10–12, 20, 21] (рис. 4). Сказанное фраг-
ментарно будет представлено ниже.

ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ОБЪЕМНОГО 
МЕХАНИЗМА ФАЗОВОГО ПРЕВРАЩЕНИЯ

Процессы объемного фазового превращения
могут быть изопотенциальными, (протекающи-
ми при постоянном термодинамическом стиму-
ле – переохлаждение, пересыщение, “недонасы-
щение” гранулируемого объема порошка механи-

Рис. 2. (а) – изменение во времени температур в центре (1), в лобовой (3), в кормовой (2) и на поверхности (4) (при
αс = const) частях гранулы NH4NO3 (А2). Сплошные линии – эксперимент СТА [18], штриховые – расчет при αс = var,
штрихпунктирные – расчет при αс = const (tжн = 178°С; Ri = 1.3 мм; tсн = 40°С; ωн = 5.5 м/с; ϕ = 0.2 мас. %). (б) – расчет
положений в различные моменты времени межфазных границ и изотерм при αс = var переменной (сплошные линии)
и αс = const постоянной (штриховые линии) интенсивности отвода тепла по поверхности гранулы NH4NO3, падаю-
щей в башне (Н = 30 м; tжн = 175°С; Ri = 1 мм; tсн = 45°С; ωн = 4 м/с; ϕ = 0.2 мас. %). Цифры у кривых – значения
температур в °С.
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ческой энергий и др.), и неизопотенциальными,
(протекающими при переменном термодинамиче-
ском стимуле). В последнем случае процесс превра-
щения контролируется кинетикой образования и
роста “новой” фазы и явлениями переноса в
двухфазной среде [34, 35]. Рассмотрим изопотен-
циальное объемное превращение, контролируе-
мое кинетическими параметрами (скоростями
зарождениями и роста центров превращения) [1–
3, 10, 12, 21, 23, 27].

Процесс зарождения центров новой фазы явля-
ется случайным процессом [1–7, 36]. Скорость за-
рождения центров превращения можно по анало-
гии с теорией кристаллизации [36], трактовать как

(8)

где V – объем исходной фазы (расплава, порошка
при гранулировании, микроэмульсии при ко-
алесценции и т.д.); M(τ) – наиболее вероятное
число центров “новой” фазы, возникших по вре-
мени τ.

Объем VK изотропно растущего с линейной
скоростью υ

ᴧ
 новообразования равен

(9)

где n – размерность пространства, равная 3.
Механизм зарождения и роста центров фазовых

превращений рассматривается рядом научных на-
правлений физического и физико-химического

τω =
τ3

[ ( )]1 ,d M
V d

 
= β υ τ τ 

  


к

инд

τ

к Λ
τ

( ') ' ,
n

V d

профиля, но не позволяет количественно, с доста-
точной для инженерных расчетов точностью опре-
делить значения  и  [3–5, 13]. То же можно
сказать о кинетических параметрах процессов,
формально-аналогичных фазовому превращению,
в частности, о коалесценции в микроэмульсиях
[2, 19], гранулировании порошков [1–3, 10, 12, 21]
и др. В инженерно-технологических расчетах ча-
сто нужно знать лишь динамику степени превра-
щения  (отношение объема “но-
вой” фазы  к исходному объему “старой” фа-
зы V) и структуру  (распределение по объему
и форме новообразований и пор). Эти параметры
во многом определяют физико-механические, фи-
зико-химические и потребительские свойства про-
дукта [1–3, 8, 13, 14, 23, 24, 28, 37, 38].

Если плотности фаз неизменны, рост поверх-
ности новообразований изотропен, претерпеваю-
щая превращение двухфазная среда идеально пе-
ремешана (изопотенциальное объемное превра-
щение) или поля температур, концентраций,
давлений и т.д. определяются из решения задач пе-
реноса субстанции в фазах, известны зависимости
скоростей зарождения  и роста  центров ново-
образований от движущей силы процесса (в част-
ности, пересыщения, переохлаждения, разности
кинетических энергий, диссипируемой в гранули-
руемом слое порошка или диспергируемой эмуль-
сии и т.д.), после истечения индукционного перио-
да  предшествующего началу превращения,

ω3 υΛ  

( ) ( )η τ = τкV V
( )τкV

( )τкV

ω3 υΛ  

τинд,

Рис. 3. Зависимость положения межфазной границы (заштрихована кристаллическая фаза модификация I(β) – косая
редкая штриховая; III(γ) – двойная косая штриховая; II(α)– косая частая штриховая) и изотерм (цифры у кривых –
значения температуры в °С) при кристаллизации капли расплава К1 (KNO3 ГОСТ 19790-74) с содержанием KNO3
99.9–99.8% на стальной ленте ленточного кристаллизатора в различные моменты времени (R = 1.5 мм; δст = 1 мм;
λст = 16 Вт/(м К); ε = 0.7; αc' = 15 Вт/(м2 К); αc = 250 Вт/(м2 К); tc = 20°С; tжн = 345°С).
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число образовавшихся центров dN, объем “новой”
фазы d  и степень превращения dη и η равны:

(10)

(11)

(12)

(13)

Используя разностные аналоги этих уравне-
ний, можно решать задачи с переменной в про-
странственно-временном континууме движущей
силой кинетических процессов (не изопотенци-
альное объемное превращение), определяя не
только динамику степени превращения и структу-
ры новообразования на каждом шаге по времени,
но и поля температур, скоростей, концентраций в
фазах. Если    = const, а τинд и η(τ) → 0, то из
(13) получаем известное уравнение Колмогоро-
ва–Аврами [22]:

(14)

где  – так называемый кинетиче-

ский коэффициент [3, 7–10, 12, 17, 18, 33, 39, 40].

Зависимости (10)–(14) описывают объемные
фазовые превращения при “гомогенном” заро-
дышеобразовании в “старой” фазе, в частности, с
использованием модификаторов І рода [3, 5, 23,
27, 29, 33]. При “гетерогенном” зародышеобразо-
вании (в том числе, на модификаторах ІІ рода при
кристаллизации, конденсации, десублимации)
[3, 23, 27, 33], при формально аналогичных им
превращениях в случае гранулирования порошков
на внешнем ретуре [1–3, 21] или в случае эмульги-
рования на внешних включениях, десорбируемых
микропузырьках [2, 19], или при различных техно-
логиях микрокапсулирования [2, 3, 37, 38] степень
превращения η определяется зависимостью [1–3,
20, 21]
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При  = 0 уравнение (15) при β ≠ ωз,  = const,
η, τинд → 0 переходит в (14). При исключении “го-
могенного” зародышеобразования, т.е. в процес-
се, протекающем только на внешних структурах
[1–3, 10, 21], уравнение (15) трансформируется в

[ ]
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Рис. 4. Зависимость скоростей зарождения (а) и роста
кристаллов (б) от переохлаждения Δts. Ацетонанил –
линии 1, 2, полиуретан – линии 3 (П1), 4 (П2), 5 (П3).
Сплошные линии – эксперимент, штриховые линии –
расчет по экстраполяционной зависимости.
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зависимость (16), в том числе для гетерогенного
зародышеобразования (аналог уравнения Колмо-
горова–Аврами при β, ωз,  = const, η, τинд → 0
имеет вид (17)):

(16)

(17)

В случае если максимальная степень превраще-
ния ηmax < 1, как это имеет место при кристаллиза-
ции ВМС, полимеров, обратимых полиморфных
превращениях, конденсации, десублимации, фор-
мально аналогичных им: гранулировании порош-
ков, коалесценции и др. [1–3, 10, 12, 39, 40], то в
уравнениях (12)–(15) вместо 1 подставляют ηmax,
определяемую из термодинамических соображений
или экспериментов [1–3, 7, 8, 10, 12, 19, 39, 40].

ПОЛУЧЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
ПРИ АНАЛИЗЕ ОБЪЕМНОГО МЕХАНИЗМА 

ФАЗОВОГО ПРЕВРАЩЕНИЯ
И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

Расчеты с использованием разностных анало-
гов полученных уравнений (12)–(16) позволяют
на каждом шаге по времени учитывать изменение
значений кинетических параметров и формы но-
вообразований, в том числе за счет эффекта
“стесненности”, взаимовлияния растущих цен-
тров, введением в систему уравнений переноса
теплоты, массы, количества движения и поверх-
ностных явлений решать задачи неизопотенци-
альных объемных превращений с эффектами ко-
агуляции, коалесценции, дробления, истирания
и т.д. Некоторые задачи и оценки названных эф-
фектов приведены нами в работах [1–3, 12, 13, 20,
21, 33, 41, 42]. На каждом шаге по времени в рас-
четах получают не только степень превращения,
но и фракционный состав новообразований по
размеру, форме, результату взаимодействия, ве-
роятности взаимодействия и вкладу каждой из
этих фракций в общую степень превращения [3,
21, 41, 42].

Для адекватного реальности расчета процесса,
в общем случае не изопотенциального объемного
фазового и формально аналогичного ему превра-
щения, необходимо знать:

– зависимости величин скоростей зарождения
и роста центров превращения от величины тер-
модинамического стимула (в линейном прибли-
жении разности концентраций, температур, дав-
лений, поверхностных энергий, электрических

υΛ

  
 η τ = β + υ τ τ − 
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потенциалов, недонасыщения (пересыщения) ме-
ханической энергии гранулируемой (коагулируе-
мой), коалесцирующей (диспергируемой) фазы
и т.д. [2, 6, 7, 34]).

– скорости образования и роста областей взаи-
модействия (разрушения) новообразований (кол-
лектива новообразований) от величины термоди-
намических стимулов;

– зависимости, описывающие явления пере-
носа субстанции.

Выше упоминалось, что теоретические зависи-
мости, количественно (с достаточной для инже-
нерных расчетов точностью) описывающие связь
величин скоростей зарождения и роста центров
новообразований с термодинамическим стиму-
лом, отсутствуют. Имеющиеся пригодны лишь для
качественных ориентировочных оценок. Предла-
гаемая методика экспериментального определе-
ния кинетических параметров основана на веро-
ятностном характере процесса зародышеобразо-
вания центров превращения и известном факте
[3–6, 13, 20, 21, 36, 41, 42], что число положитель-
ных событий много меньше числа элементарных
актов. Поэтому вероятность образования K цен-
тров превращения ко времени τ описывается рас-
пределением Пуассона [36]. Образования одного
и более центров K ≥ 1 – уравнением (19) и может
быть экспериментально определена через эмпи-
рическую функцию ожидания начала превраще-
ния (появления первого центра (20)):

(18)

(19)

(20)

где n(τ) – число опытов, в которых превращение
началось ко времени τ; n∑ – общее число опытов.
По уравнению (8) с использованием (20) скорость
зарождения центров превращения может быть
определена в дифференциальной и разностной
формах:

(21)

При определении скорости зародышеобра-
зования на практике [1–3, 10, 11, 20, 21, 41] ис-
пользуют конечные приращения  и

 поэтому при систематической погрешности
определения этих параметров не точная фикса-
ция времени появления первого центра новооб-
разования не критична. Подробности этой уни-
версальной методики и практики ее применения
изложены в работах [1–3, 10, 11, 20, 21, 41, 43].
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Получив обработкой экспериментальных дан-
ных зависимости  и η(τ), по уравнению
(1), с изложенными рекомендациями, оценивают
механизм превращения. С использованием раз-
ностных аналогов выражений (12), (15) для степе-
ни превращения η(τ) при “гомогенном” и “гетеро-
генном” зарождении, оценивают по уравнениям
(22), (23) вклад в степень превращения растущего
первого зародыша (последний член суммы):

(22)

где N1 = (τк − τинд)/∆τi; N2 = (τк – i∆τi – τинд)/∆τi;

 = 

(23)

где N3 = τк/∆τi; ∆τк/∆τj.

Решением инверсной задачи на каждом шаге
по времени можно, используя выражения (22),
(23), зная  и η(τ), получить не только зави-
симость линейной скорости роста новообразова-
ний от термодинамического стимула υΛ( ),
учесть влияние на нее “стесненности” роста υΛ(
η), а в общем случае, с привлечением дополни-
тельной информации, учесть изменение фактора
формы  роста новообразования и анизотропию
роста его поверхности (граней) υΛ(  η, ). Разу-
меется, при обоснованности упрощающих допу-
щений, можно использовать более простые зави-
симости (12, 15, 16, 17 и др.). Подробности мето-
дики и практики решения подобных задач даны в
[1–3, 10, 11, 20, 21, 41, 43]

Истоки дискретного во времени решения за-
дач объемного (трехмерного) превращения даны
в работe [43]. Затем они использованы в работах
[44–46] и др. [47–49]. Зависимости, описываю-
щие явления переноса вещества и энергии подроб-
но обсуждены в [7, 9, 29, 50] и мы на них не оста-
навливаемся.
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ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ОБЪЕМНО-
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОГО МЕХАНИЗМА 

ФАЗОВОГО ПРЕВРАЩЕНИЯ

Объемно-последовательное (трехмерное, вы-
рождающееся в одномерное) фазовое превраще-
ние проиллюстрируем математическим описа-
нием кристаллизации однокомпонентного распла-
ва. Процесс происходит в интервале температур, в
котором существует движущаяся двухфазная
(кристаллы–расплав), трехфазная (кристаллы–
расплав–газ) переходная зона (рис. 5) [3, 13, 14, 23,
24, 27]. Она состоит из кристаллической фазы с рас-
пределенной усадочной пористостью, ограни-
ченной движущейся границей  трехфазной
зоны: строящегося кристаллического каркаса с за-
хваченными областями расплава с внутренними
усадочными порами, ограниченной движущимися
границами  –  двухфазной зоны: рас-
плав–растущие стесненно кристаллы с границами

 –  двухфазной зоны: расплав–растущие
нестесненно кристаллы с границами  – 
(в зону  –  возможна фильтрация рас-
плава за счет разности плотности фаз, за счет тер-
мокапиллярного течения и термогравитационной
конвекции); однофазной зоны переохлажденного
расплава с границами  –  однофазной
зоны перегретого расплава  –  где (τ) –
граница сосредоточенной усадочной поры (рис. 5).
Плотность переходной зоны  и коэффициент
объемной пористости  =  +  (пористость
подразделяется на сосредоточенную  и распре-
деленную ) определяются зависимостями

(24)

(25)

(26)

Сосредоточенная пористость (усадочная рако-
вина закрытого или открытого типа) формирует-
ся, пока возможна фильтрация расплава в пере-
ходную зону (как правило, до η ≤ 0.6 [2, 3, 5, 13,
23]. Нами [3, 41] и др. [3, 16–18] для гранул карба-
мида, аммиачной селитры, серы, KNО3 экспери-
ментально получены значения, лежащие в диапа-
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зоне (0.55 ≤ η( ) ≤ 0.7). Затем формируется рас-
пределенная усадочная пористость.

В зоне 0–  процесс кристаллизации закон-
чен, но в кристаллической фазе могут проходить
энантиотропные полиморфные превращения,
для математического описания которых приме-
нена система уравнений и алгоритм ее решения,
которые будут изложены ниже (надо лишь пом-
нить, что в фазах отсутствуют конвективные по-
токи, формируется лишь распределенная усадка,
а явления переноса идут на молекулярном уров-
не). Перенос теплоты в кристаллической фазе
(без полиморфизма) описывается уравнением:

(27)

где теплофизические параметры пористой кри-
сталлической фазы  – теплоемкость;  – коэф-
фициент теплопроводности;  – плотность опре-
деляются по справочным данным для “сплошной”
кристаллической среды ск = f(t), ρк = f(t), λк = f(t) и

известным зависимостям:  = [1/(  + 1)] ρк,

= f(λк, λг, ), λг – коэффициент теплопровод-

ности газовой среды в порах,  – коэффициент
распределенной усадочной пористости. Время 
образования на охлаждаемой стенке полностью за-

ξ τ2
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кристаллизовавшегося слоя  = 0 при ηmax ≤ 1
определяется по уравнению сходному с (13):

(28)

где τ', τ" – переменные интегрирования по времени.

С помощью такого же уравнения можно рас-
считывать динамику превращения в любой точке
пространства, занятого первоначально распла-
вом от момента прохождения через эту точку
фронта ( ) до момента “прихода” туда фронта

 Перенос теплоты в зоне –  описы-
вается уравнением с распределенным объемным
источником, а введением эффективной теплоемко-
сти  сводится к виду, пригодному для использова-
ния конечно-разностных схем “сквозного счета” со
“сглаживанием” фазовых фронтов [31, 32]:
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Рис. 5. Схема процесса объемно-последовательной кристаллизации.
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(30)

где  – теплоемкость в переходной зоне;  =
= скη + сж(1 – η), сж, ск = f(t) – справочные дан-

ные;  = [1/(  + 1)] ρПЗ – плотность переход-
ной зоны; ρПЗ = ρкη + (1 – η)ρж; ρк, ρж = f(t) –

справочные данные;  = f(λПЗ, λГ, ) – коэф-
фициент теплопроводности переходной зоны;
λПЗ = f(λк, λж), λк, λж = f(t) – справочные данные;
сэ – эффективная теплоемкость с учетом теплоты
превращения.

Динамика образования усадочной пористости
за счет разности плотностей фаз и термической
усадки определяется уравнением:

(31)

где η(ξ2, τ2) ~ 0.6 – степень превращения, при ко-
торой прекращается фильтрация расплава в пере-
ходную зону; βПЗ – коэффициент объемного рас-
ширения переходной зоны (в работе брали βПЗ =
= βкη + (1 – η)βж).

При определении η(i, τ) по уравнению сходно-
му с (28) фактор формы растущих кристаллов

 из-за “врастания” кристаллов друг в друга из-
меняется c изменением  на каждом шаге по
времени и может быть определен расчетно [73–
76] или экспериментально и аппроксимирован,
например полиномом  = 

В зону не полностью сросшихся кристаллов
 –  за счет разности плотностей фаз и

термокапиллярной конвекции идет фильтрация
расплава  c переменной на каждом шаге про-
странства времени скоростью, а перенос теплоты
описывается конвективным уравнением с объем-
ными распределенными источниками:
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Фильтрация расплава в переходную зону на
участках  ≤  и  приводит
к образованию сосредоточенной усадочной поло-
сти, динамика изменения коэффициента кото-
рой  и степени превращения η( ) на участках
ξ2(τ) – ξ3(τ) и  –  определяются зависи-
мостями

(34)

(35)

(36)

Граница зоны “стесненного” роста определя-
ется ориентировочно величиной  ≈ 0.3–0.4
[3, 23] или может быть уточнена вычислительным
экспериментом [43–46].

Скорость течения расплава “всасываемого” в
переходную зону определяется уравнением нераз-
рывности:

(37)

В практических расчетах использован разност-
ный аналог уравнения (37), с помощью которого на
каждом шаге по времени по рассчитанному изме-
нению степени превращения в каждой точке участ-
ка переходной зоны определяют изменение скоро-
сти течения в окрестности этой точки.

Границы переохлажденной зоны  – 
определяли совместным решением уравнения
конвективного переноса теплоты и взаимосвя-
занных уравнений расчета объема переохлажден-
ного расплава  и времени ожидания появления
первого центра кристаллизации 
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(39)

(40)

где βсл – фактор формы слоя расплава.
Результатами итерационного решения систе-

мы (38)–(40) являются положения границ пере-
ходной зоны  –  и поле температур в
ней (т.е. ).

Систему уравнений (24)–(40) необходимо до-
полнить уравнениями зависимости скоростей
зарождения и роста новообразований от термо-
динамического стимула (в данном случае от пе-
реохлаждения ) с заменой переохлаждения на
температурное поле t(i, τ), а далее на простран-
ственно-временные координаты ( ):

(41)

(42)

Взаимосопряженность уравнений кинетики
возникновения и роста новообразований с урав-
нениями переноса энергии, а в многокомпонент-
ных системах и массы позволяет в каждой точке
пространства–времени рассчитать динамику пре-
вращения, структуру и форму новообразований и
сопутствующих им усадочных явлений. Расчет
возможен лишь численно, итерационно с коррек-
цией коэффициентов в ходе итераций на каждом
шаге по времени:

Система (24)–(42) замыкается краевыми усло-
виями:
– начальными:
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(50)

где q(τ) – тепловой поток на внешней границе,
включая конвективный согласно закону Ньюто-
на–Рихмана; f – соответствующие функциональ-
ные зависимости; Gж – массовый расход расплава,
фильтруемого в переходную зону; х, y, z – простран-
ственные координаты, ранее обобщенные индек-
сом i; t(τ), q(τ) – температура и тепловой поток на
границе усадочной раковины открытого типа.

ПОЛУЧЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
ПРИ АНАЛИЗЕ ОБЪЕМНО-

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОГО МЕХАНИЗМА 
ФАЗОВОГО ПРЕВРАЩЕНИЯ

И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ
Приведенное математическое описание вклю-

чает описание последовательного и объемного пре-
вращений, в качестве частных случаев, но, при
этом, исключается априорный субъективный вы-
бор моделей превращения [2, 3].

Неявный нелинейный разностный аналог си-
стемы уравнений (24)–(50) удобно решается по
предложенному алгоритму [2, 3, 33] итерационно, с
явным выделением положения фазовых фронтов и
“ловлей” их в узлах сетки, в пространственных
ячейках которых находятся на данном шаге по вре-
мени фазовые фронты, с решением многомерных
задач на “локально-одномерных” сетках по алго-
ритму последовательного формирования переход-
ной зоны [2, 3].

В расчетах по известным предложенным мате-
матическим описаниям, которые проводились на-
ми, игнорировали: термодиффузию, термокапил-
лярную, концентрационную, гравитационную кон-
векции, анизотропию роста граней кристаллов, их
устойчивость и трансформацию формы кристалла,
влияние кривизны поверхности растущих кристал-
лов на равновесную температуру превращения, не-
устойчивость плоской границы превращения и
дендритный рост в переохлажденной зоне, влия-
ние на ход кристаллизации “дрейфа” кристаллов
в переходную зону с фильтруемым расплавом, яв-
ления газовыделения, кавитации, захвата газовых
пузырьков растущими кристаллами и при порооб-
разовании, изменение распределения пор по раз-
мерам, распределение термонапряжений в кри-
сталлической фазе, процессы перекристаллизации
в переходной зоне. Однако следует заметить, что
предложенная математическая модель может быть
дополнена математическим описанием большин-

ства этих явлений, равно как и распространена на
другие процессы фазовых и формально аналогич-
ных им превращений, т.е. является достаточно
удобной и универсальной оболочкой для оценоч-
ных инженерных расчетов процессов с фазовыми
и формально аналогичными им превращениями.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Предложена расширенная трактовка фазы как
системы, обладающей определенной структурой, и
фазового превращения как процесса перестройки
структуры исходный “старой” фазы. Отмечено, что
вышеназванный процесс может происходить не
иначе, как за счет зарождения в “старой” фазе “но-
вой” фазы и роста центров новообразований. Ки-
нетика этого процесса определяется значениями
скоростей зарождения и роста центров новообра-
зований от термодинамического стимула, а также
явлениями переноса субстанции (вещества и энер-
гии, чаще всего механической и тепловой). Это
позволило считать формально аналогичными про-
цессы со структурной перестройкой в исходной
системы, такие как классические процессы фазо-
вого превращения (кристаллизация – плавление,
энантиотропные полиморфные превращения
и т.д.), и ранее не считавшиеся таковыми процес-
сы: (гранулирование порошка – истирание гра-
нул, коалесценция (коагуляция) – диспергирова-
ние (эмульгирование)).

Наличие отмеченной формальной аналогии
позволяет пользоваться подходами и моделями,
взятыми из хорошо изученных процессов (напри-
мер, кристаллизация – плавление) при работе с
менее изученными процессами, например, гра-
нулирование порошков – истирание гранул и др.,
том числе с классическими фазовыми превраще-
ниями, такими, как энантиотропные полиморф-
ные превращения.

Показано, что для формально аналогичных фа-
зовых превращений с единых позиций, зная кине-
тические параметры (скорости зарождении и роста
центров новообразований от термодинамического
стимула) и грамотно описав явления переноса,
можно определить значимые для инженерных рас-
четов зависимости: изменение во времени степени
превращения, структуры новообразований и со-
путствующих превращению явлений: например,
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усадочной пористости, полей температур, концен-
траций и скоростей.

Показано, что процесс фазового или формаль-
но аналогичного ему превращения может проте-
кать в рамках последовательного (одномерного),
объемного (трехмерного) и объемно-последова-
тельного (трехмерного, вырождающегося в одно-
мерный) процесса, описания которых даны на
примере одного из наиболее изученных класси-
ческих фазовых превращений, кристаллизация–
плавление. Разработки для этого процесса можно
использовать для изучения других фазовых пре-
вращений со структурной перестройкой исход-
ной системы.

Рассмотрено использование для численных рас-
четов разностного алгоритма численного решения
задач с четким выделением фазовых фронтов “лов-
лей их подвижные узлы пространственно-времен-
ной сетки” и экономичный алгоритм итерационно-
го решения нелинейных многомерных разностных
задач на “локально одномерной сетке”.

ОБОЗНАЧЕНИЯ

H высота башни (аппарата), м
i пространственная координата, м
j номера фаз (название фаз)
Nуд число частиц
n параметр роста новообразования (n = 3 – 

трехмерный рост, n = 2 – двухмерный, n = 1 – 
одномерный)

q удельный поток тепла, Вт/м2

R радиус гранулы, м
t температура, °C
V объем, м3

α коэффициент теплоотдачи, Вт/(м2 К); угол, 
град

β фактор формы
∆ приращение физической величины
δ толщина (линейный размер), м
δст толщина стенки кристаллизатора
ε
v
 = Vn/V коэффициент объемной пористости

η степень превращения
λ коэффициент теплопроводности, Вт/(м К)
с теплоемкость, Дж/кг
ξ координата подвижной межфазной границы, м
ρ плотность, кг/м3

σ поверхностное натяжение, Дж/м2

τ время, с
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