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Математические модели неравновесных процессов в распределенных системах описываются диф-
ференциальными уравнениями в частных производных с заданными краевыми условиями и, как
правило, не могут быть решены аналитически. Отсутствие точных решений таких моделей не поз-
воляет найти точные инварианты, т.е. функции строго постоянные на этих решениях. В данной ста-
тье разработан метод определения приближенных пространственно-временных кинетических ин-
вариантов (квазиинвариантов) химических реакций, не учитывающих диффузию, в условиях реак-
тора идеального вытеснения. Пространственно-временные квазиинварианты представляют собой
явные алгебраические выражения, связывающие неравновесные значения концентраций реагентов
и/или температур, измеренных в двух или более экспериментах с различными специально подобранны-
ми начальными и входными условиями (мультиэкспериментах). Подбор подходящих начальных усло-
вий позволяет найти такие функции от решений, которые слабо зависят от времени и длины реактора,
т.е. остаются практически постоянными в течение всей реакции во всем объеме реактора. Показано, что
число квазиинвариантов определяется числом независимых переменных модели (концентраций реа-
гентов и температуры). Применение метода проиллюстрировано на примере одностадийной реакции,
протекающей в реакторе идеального вытеснения. Найденные для этой реакции квазиинвариантные 3D-
поверхности сопоставлены с 3D-графиками изменения концентраций и температуры в ходе реакции.
Показано, что квазиинварианты изменяются в меньшем диапазоне (по оси ординат), чем соответству-
ющие им концентрации и температуры в разных экспериментах, т.е. являются пространственно-вре-
менными приближенными инвариантами. Такого рода квазиинварианты можно “наблюдать” на зави-
симостях переменных модели (концентраций, температур) от времени и длины реактора в виде различ-
ных сплющенных трехмерных структур (“лежачих” волн). Метод расширяет инструментарий анализа
нестационарной кинетики химических реакций в распределенных системах идеального вытеснения.
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вытеснения, мультиэксперименты, квазиинварианты
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ВВЕДЕНИЕ

Реальные физико-химические и биологиче-
ские системы, как правило, неоднородны (рас-
пределены во времени и пространстве). Различ-
ные подходы к моделированию распределенных
и сосредоточенных систем для анализа процессов
в химических реакторах изложены в ставших
классическими монографиях Д.А. Франк-Каме-
нецкого, Р. Ариса, М.Г. Слинько, Д. Перлмутте-
ра, Б.В. Вольтера, И.Е. Сальникова, В.С. Бескова,
Ю.Ш. Матроса, Г.М. Островского, Г.С. Яблон-
ского, В.И. Быкова и др. (см., например, [1–12]). В
этих работах показано, что при описании таких мо-
делей дифференциальными уравнениями в част-
ных производных могут воспроизводиться различ-
ные нестационарные эффекты (стоячие, бегущие,
квазистохастические волны, синхронные автоко-
лебания и др.) и стационарные неоднородные

распределения (диссипативные структуры). Од-
ной из недавно обнаруженных нестационарных
характеристик химических систем являются кон-
центрационные инварианты, которые представля-
ют собой комбинации неравновесных концентра-
ций реагентов, остающиеся строго постоянными в
течение всей реакции. Впервые на них обратили
внимание Г.С. Яблонский с соавторами [13–20],
предложившие и развившие метод граничных ду-
ал-экспериментов (МДЭ) для нахождения точных
концентрационных инвариантов линейных и не-
которых нелинейных реакций. Недавно получено
и экспериментальное подтверждение существова-
ния таких инвариантов в нелинейной реакции [21].
Однако результаты этих работ применимы только в
закрытых системах при использовании граничных
взаимно-обратных (термодинамических) экспери-
ментов, проводимых при полном отсутствии про-
дукта или полном отсутствии исходного реагента.
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В общем случае, т.е. для произвольных нелиней-
ных реакций, эти результаты не применимы и
точные инварианты найти не возможно, но мож-
но найти приближенные концентрационные и
температурные инварианты (квазиинварианты),
т.е. комбинации неравновесных концентраций
реагентов или температур, остающиеся практиче-
ски постоянными в течение всей реакции. Обна-
ружить их можно методом мультиэкспериментов
(ММЭ), применимым для сложных реакций и
любых (не только граничных) экспериментов в
сосредоточенных системах в условиях реактора
идеального смешения (РИС) [22–24]. Целью дан-
ной работы является обобщение ММЭ на нели-
нейные реакции, протекающие в распределенных
системах в условиях реактора идеального вытесне-
ния (РИВ). Обобщенный ММЭ позволяет рассчи-
тать две новые характеристики распределенных
систем – пространственно-временные концентра-
ционные и температурные квазиинварианты.

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ
Пусть реакция с участием веществ Aj протекает

через стадии

(1)

где aij ≥ 0, bij ≥ 0 – стехиометрические коэффици-
енты; i = 1,…, s – номер стадии; j = 1,…, n – номер
реагента. Динамика реакции (1) в РИВ, с учетом
изменений концентраций реагентов и температу-
ры во времени и по длине реактора, при отсут-
ствии диффузии описывается уравнениями [1–12]

(2)

(3)

где Aj – текущие концентрации реагентов, мол. д.;
t – время, с; q – линейная скорость потока, м/c;
ri =  − скорости стадий по зако-
ну действующих масс, 1/с; k±i = k±i0exp(−E±i/RT) −
константы скоростей стадий, 1/с; k±i0 и E±i −
предэкспоненты и энергии активации стадий;
R − газовая постоянная; l и L – безразмерные те-
кущая и общая длины реактора; T – текущая тем-
пература, К; Tx − температура стенки реактора, К;
Qi − тепловые эффекты стадий, Дж; β ≡ 1/(SρCp),
(К с2)/(кг м); γ ≡ αβF/L, 1/с; S – площадь попереч-
ного сечения потока, м2; ρ – плотность теплоно-
сителя, кг/м3; Ср – удельная теплоемкость тепло-
носителя, Дж/(кг К); α – коэффициент теплопе-
редачи, Вт/(м2 К); F – площадь поверхности
теплообмена, м2. Зададим следующие начальные
и входные условия (НУ):

(4)
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где Aj0(l), T0(l), Aj0(t), T0(t) − заданные функции.
Система (2)–(5) не решается аналитически и ее
точные инварианты не известны. Найдем для этой
системы временные и пространственные квазиин-
варианты.

Временные квазиинварианты. Разложим неиз-
вестные решения системы (2)–(5) в ряд по двум
переменным t и l:

(6)

(7)

Перепишем эти соотношения с учетом (2)–(5):

(8)

(9)

Вычислим эти выражения для двух неравно-
весных НУ Aj01, T01 и Aj02, T02:

(10)

(11)

где ri01= , ri02 =  –

‒ . Исключим t из каждой пары (10)–(11)
и найдем n + 1 основных временных квазиинва-
риантов

(12)

(13)
где Rj0 ≡ ∑i(bij − aij)ri01/ri02, RT0 ≡ [γ(Tx – T01) +
+ βΣiQiri01]/[γ(Tx –T02) + βΣiQiri02]. Очевидно, что
линейные комбинации выражений (12)–(13) так-
же являются квазиинвариантами. Квазиинвариан-
ты (12)–(13) можно “улучшить” с помощью крите-
рия улитки [22], т.е. требований

(14)

где Aj∞ = Aj1∞ = Aj2∞ и T∞ = T1∞ = T2∞ − равновес-
ные значения при ∂Aj/∂t + q∂Aj/∂l = ∂T/∂t + q∂T/∂l =
= 0. Нетривиальные решения уравнений (14)
определяют НУ для возможного дополнительно-
го сжатия поверхностей квазиинвариантов.

Пространственные квазиинварианты. Выберем
вместо (5) другие входные условия ∂Aj(t,0)/∂t = 0,
∂T(t,0)/∂t = 0 и подставим их в (6)–(7), тогда соот-
ношения (8)–(9) примут вид

(15)
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Вычислим эти выражения для тех же НУ (4),
исключим из них l и получим n+1 основных про-
странственных квазиинвариантов, которые сов-
падают по форме с (12)–(13), но получены из дру-
гих уравнений. Таким образом, выражения (12)–
(13) являются пространственными и временными
квазиинвариантами.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ
Применим полученные соотношения к реакции

(1.1)
Для этой реакции система (2)–(3) примет вид

(1.2)

(1.3)
где A и B – концентрация исходного вещества А и
продукта B; r1 = k1A − k−1B; k±1 = k±10exp(−E±1/RT).
Функции НУ Aj0(l), T0(l), Aj0(t), T0(t) в (4)–(5) при-
мем постоянными. Из (1.2) следуют два неравно-
весных закона сохранения (ЗС) для реакции (1):
A + B = exp(l−qt) и A + B = exp(qt−l), которые следу-
ет учитывать при планировании экспериментов.
Пространственно-временные квазиинварианты
(12)–(13) для системы (1.2)–(1.3) запишутся как

(1.4)

(1.5)

=А B.
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(1.6)

где RA0 = r101/r102, RB0 = r101/r102, RT0 = [γ(Tx–T01) +
+ βQ1r101]/[γ(Tx–T02) + βQ1r102)], r101 = k101A01 −
‒ k−101B01, r102 = k101A02 − k−101B02, k±101 =
= k±10exp(−E1/RT01), k±102 = k±10 exp(−E1/RT02).
Критерий улитки (14) соответственно примет вид

(1.7)

(1.8)

Линейные комбинации выражений (1.4)–(1.6) то-
же являются квазиинвариантами.

Рассчитаем условия экспериментов для “на-
блюдения” квазиинвариантов. Пусть константы
скоростей и энергии активации стадий k10 = 2,
k−10 = 1 и E1 = E−1 = 2, температуры T0 = 300, Tx = 200
и R = 2, β = γ = 1, q = 1; Q1 = 1, A0 = 1, B0 = 0. Вы-
берем, с учетом ЗС, для пары экспериментов НУ,
например: A01 = 1, B01 = 0, T01 = 300 и A02 = 0, B02 = 1,
T02 = 310, тогда KA0 = 1, KB0 = 2, KT0 ≈ 26 и KA∞ = 1,
KB∞ = 2, KT∞ ≈ 36,  ≈  ≈  ≈ 2. Зависимости кон-
центраций реагента А от времени и длины реактора
для этих экспериментов приведены на рис. 1 и 2.

Пространственно-временные квазиинвариан-
ты для реагента A (1.4) и температуры (1.6) для
этой пары экспериментов показаны на рис. 3 и 4.
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Рис. 1. Зависимость A1(t, l) для первого эксперимента с НУ A01 = 1, B01 = 0, T01 = 300.
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Рис. 2. Зависимость A2(t, l) для второго эксперимента с НУ A02 = 0, B02 = 1, T02 = 310.

1.0

0

40

20
10

50

30
0.5

1.0

0

t, с I

0.8

0.6

0.4

0.2

0

A2(t, l) 

Рис. 3. Концентрационный пространственно-временной квазиинвариант IA(t, l) для двух экспериментов с НУ A01 = 1,
B01 = 0, T01 = 300 и A02 = 0, B02 = 1, T02 = 310.
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Рис. 4. Температурный пространственно-временной квазиинвариант IT(t, l) для двух экспериментов с НУ A01 = 1,
B01 = 0, T01 = 300 и A02 = 0, B02 = 1, T02 = 310.
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Из этих рисунков видно, что пространствен-
но-временные квазиинвариантные зависимости
практически постоянны во времени и по длине
реактора и изменяются значительно меньше, чем
соответствующие неравновесные концентрации
реагента или температуры. Визуально подобные
квазиинварианты могут представлять собой и бо-
лее сложные сплющенные трехмерные структуры
(“лежачие” волны, улитки, подушки и т.д.).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Разработано обобщение ММЭ для химических

реакций, протекающих в распределенных неизо-
термических системах, в условиях РИВ с кинети-
кой закона действующих масс. Метод не требует
знания точных решений дифференциальных урав-
нений в частных производных, а основан на анали-
зе приближенных решений этих уравнений, соот-
ветствующих любым начальным условиям (необя-
зательно граничным как в МДЭ). Метод позволяет
обнаруживать два типа пространственно-времен-
ных квазиинвариантов (концентрационные и тем-
пературные) для химических реакций в РИВ и рас-
считать условия проведения соответствующих экс-
периментов. На графиках зависимости от времени
и длины реактора пространственно-временные
квазиинварианты напоминают “лежачие” волны,
дополняя список известных ранее нестационарных
эффектов (стоячие, бегущие и другие волны). Тео-

ретическая и практическая значимость метода со-
стоит в следующем: улучшение понимания законо-
мерностей неравновесных химических процессов в
реакторах идеального вытеснения; возможность
обнаруживать множество (по числу реагентов) но-
вых неравновесных квазиинвариантных характе-
ристик химических процессов; возможность апри-
ори предсказывать, обнаруживать и исследовать
неизвестные кинетические закономерности в ре-
акциях, протекающих в распределенных систе-
мах без учета диффузии; появление новых ин-
струментов идентификации механизмов химиче-
ских реакций; возможность поиска новых путей
повышения эффективности режимов работы хи-
мических реакторов.

Автор выражает благодарность В.Х. Федотову
за внимательные и полезные обсуждения резуль-
татов работы.

ОБОЗНАЧЕНИЯ

Aj концентрации реагентов, мол. д.
aij, bij безразмерные стехиометрические коэффици-

енты
Ср удельная теплоемкость, Дж/(кг К)
E±i энергии активации стадий
F площадь поверхности теплообмена, м2
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l безразмерная текущая длина реактора
Qi тепловые эффекты стадий, Дж
q линейная скорость потока, м/c
R газовая постоянная
ri скорости стадий, 1/с
S площадь поперечного сечения, м2

T текущая температура, К
Tx температура стенки реактора, К
t время, с
α коэффициент теплопередачи, Вт/(м2 К)
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0 начальное значение
i номер стадии
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