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Показано, что при расчете траекторий движения полидисперсных твердых частиц в двухфазных по-
токах необходимо учитывать время их динамической релаксации. Получена универсальная зависи-
мость времени релаксации для скорости осаждения частицы от ее размера и плотности, а также от
параметров дисперсионной среды. Проведен анализ относительных погрешностей аппроксимации
табличных данных кривой Рэлея формулами Адамова и Розенбаум–Тодеса, который показал сред-
нее отклонение аппроксимаций 7–9%. Предложены новые формулы с оптимизированными эмпи-
рическими коэффициентами, показывающие среднюю относительную погрешность менее 1%.
Проанализировано влияние скорости вертикального потока среды на время динамической релак-
сации твердых частиц. Отмечено, что для частиц, движущихся в областях скоростей, близких к ско-
рости витания, их время релаксации стремится к нулю. Предложено для движущегося дисперсного
потока строить обобщающий график относительного времени от относительной скорости и из него
находить время динамической релаксации частиц.
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за, двухфазный поток, траектория, кривая Рэлея, эксперимент

DOI: 10.31857/S0040357120040119

ВВЕДЕНИЕ
В основе расчетов процессов переноса твердых

частиц в двухфазных потоках (гравитационная
классификация, сушка в кипящем слое, пыле-
улавливание, пневматический транспорт и др.)
лежит определение скоростей их движения [1–5].
Довольно часто модели этих процессов основы-
ваются на квазистационарности скоростей ча-
стиц дисперсной среды, в то время как в зависи-
мости от размера зерен, плотности и вязкости
дисперсионной среды время, в течение которого
частица начинает двигаться с постоянной скоро-
стью, может превышать время самого процесса
[6–8]. В ряде работ [9, 10] практикуется примене-
ние формулы для времени динамической релак-
сации, рассчитанной для ламинарного режима, в
переходной или турбулентной области движения
частиц, что не совсем корректно.

Целью данной работы является получение
аналитического описания времени релаксации
скоростей осаждения и транспортирования твер-
дых шарообразных частиц в неподвижной и дви-
жущейся дисперсионной среде.

ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ

Временем релаксации частицы в потоке газа
принято считать время, в течение которого части-
ца перейдет в стационарное состояние и начнет
двигаться с постоянной скоростью [11, 12].

В работе [13] предлагается определять время
динамической релаксации следующим образом.
Сила инерции приближенно определяется как
произведение скорости относительного движе-
ния частицы на ее массу, отнесенную к времени
ее релаксации:

(1)

Для процесса осаждения частиц относитель-
ная скорость |u| = |vdep|.

Если приравнять силу инерции к силе потока
(силе аэродинамического сопротивления)

(2)
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нетрудно определить величину времени релак-
сации

(3)

Для сферических круглых частиц в области
Стокса (Re < 0.4 и λ = 24/Re) выражение примет
вид

(4)

для автомодельной области (Re > 1000 и λ = 0.44)

(5)

Для переходной области нужно знать величи-
ну коэффициента аэродинамического сопротив-
ления.

Коэффициент аэродинамического сопротив-
ления λ для промежуточной области Re можно
определить по ряду общеизвестных формул [14–
17], например по выражению Адамова [18]

(6)

Имея табличные данные кривой Рэлея [19],
нетрудно оценить среднюю относительную по-
грешность применения формулы (6), в диапазоне
Re = 0.4–1000 она равна около 9%.

После компьютерной оптимизации эмпири-
ческих коэффициентов отклонение расчетных и
табличных данных составило 1.0%, а формула
приобрела следующий вид:

(7)

После преобразований время динамической
релаксации для переходной области можно вы-
числить как

(8)

Здесь

(9)

Для области Стокса [17] конечная скорость
осаждения

(10)

для автомодельного режима
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Одним из способов определения стационар-
ной скорости осаждения для переходной области
чисел Рейнольдса является решение критериаль-
ного уравнения [17]

(12)

например, с использованием формулы Розенба-
ум–Тодеса [9, 17]

(13)

При сравнении формулы (11) с модифициро-
ванными данными кривой Рэлея [19] средняя от-
носительная погрешность ее применения в диа-
пазоне Re = 0.4–1000 составила около 7%.

После оптимизации эмпирических коэффици-
ентов удалось снизить погрешность до 0.6%. Зави-
симость с новыми коэффициентами выглядит сле-
дующим образом:

(14)

а скорость осаждения определяется как

(15)

КОМПЬЮТЕРНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ
Осаждение твердых частиц в неподвижной среде.

Для оценки правильности рассуждений решим
дифференциальное уравнение осаждения частицы
[17] в поле сил тяжести, Архимеда и аэродинамиче-
ского сопротивления среды:

(16)

Так как при гравитационной классификации,
пылеулавливании, пневматическом транспорте и
подобных процессах участвуют частицы крупно-
дисперсной и зернистой твердой фазы, будем
рассматривать размеры частиц от 10 до 1000 мкм с
плотностью от 1000 до 8000 кг/м3.

Решая уравнение (16) методом Рунге–Кутты
4-го порядка с начальными условиями v = v0 = 0;
t = t0 = 0, можно найти значение vn + 1 при tn + 1 = tn +
+ δt по итерационной формуле

(17)
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k4 = δt(vn + k3); δt – величина шага сетки по t.
На каждом шаге дифференцирования фикси-

ровалось время процесса и текущая скорость ча-
стицы. Вычисления прекращались при выполне-

нии условия , т.е. при остаточной

погрешности приближения к теоретической ско-
рости осаждения по формулам (12), (13), (15) ме-
нее 1%.

Движение твердых частиц в вертикальном вос-
ходящем потоке. В отличие от неподвижной среды,
в движущемся потоке необходимо решать два диф-
ференциальных уравнения движения частиц – в
случае, когда вектор начальной скорости частицы
противоположен вектору скорости потока:

(18)

и когда векторы начальной скорости частицы и
потока совпадают по направлению:

(19)

при этом скорость движения частиц через опре-
деленное время должна приблизиться либо к ста-
ционарной скорости осаждения или транспортиро-
вания, либо к смене направления ее вектора и даль-
нейшему движению согласно уравнению (18).
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При решении методом Рунге–Кутты уравне-
ния (17) скорость частицы будет вычисляться как

 при движении по

уравнению (18);

 при движении по

уравнению (19).

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ
Осаждение твердых частиц в неподвижной сре-

де. В табл. 1 приведены теоретические значения
времени динамической релаксации с учетом чис-
ла Re по формулам (4), (5), (8) и результаты чис-
ленного решения.

Из таблицы видно, что имеется существенное
отличие расчетных данных от теоретических, при-
чем с уменьшением размера частиц это различие
увеличивается. Можно предположить, что τdep = Cτ.

Нетрудно найти аппроксимационный коэф-
фициент, приближающий теоретические и рас-
четные данные, представленные в табл. 1:

(20)
С учетом этого время динамической релакса-

ции скорости осаждения частиц можно опреде-
лить как

( )−  Δ= λ Δ − − ρ ρ 

2
3 1
4n

w
g

d
v

v

( )−  Δ= λ Δ + − ρ ρ 

2
3 1
4n

w
g

d
v

v

−= 0.13.C d

Таблица 1. Время релаксации скорости осаждении частиц в неподвижной среде

d, мкм
ρ = 1000 кг/м3 ρ = 2700 кг/м3 ρ = 5000 кг/м3 ρ = 7800 кг/м3

τth τcal τth τcal τth τcal τth τcal

10 0.000 0.001 0.001 0.004 0.002 0.006 0.002 0.010

20 0.001 0.004 0.003 0.012 0.006 0.027 0.010 0.041

30 0.003 0.011 0.008 0.031 0.014 0.061 0.021 0.093

50 0.008 0.032 0.020 0.075 0.035 0.123 0.051 0.170

75 0.016 0.062 0.039 0.132 0.067 0.216 0.096 0.306

100 0.026 0.080 0.061 0.192 0.102 0.318 0.144 0.450

150 0.049 0.150 0.108 0.336 0.174 0.540 0.240 0.730

200 0.074 0.232 0.156 0.496 0.243 0.750 0.331 0.960

300 0.122 0.380 0.246 0.740 0.373 1.125 0.500 1.400

500 0.213 0.645 0.407 1.200 0.602 1.640 0.793 2.000

750 0.314 0.901 0.582 1.590 0.848 2.160 1.109 2.700

1000 0.405 1.120 0.739 1.960 1.068 2.640 1.391 3.440
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(21)

В работе [20] был использован другой подход к
вычислению времени релаксации, которое опре-
деляется по конечной скорости осаждения vdep ча-
стиц:

(22)

На рис. 1 представлены данные компьютерно-
го эксперимента и графики, полученные по зави-
симостям (21), (22).

Из рис. 1 следует, что полученная аппроксима-
ция (21) хорошо согласуется с компьютерным
экспериментом, а формула (22) показывает неко-
торую погрешность в переходной области чисел
Рейнольдса.

Движение твердых частиц в вертикальном вос-
ходящем потоке. При вводе частицы в несущий

вертикальный поток возможны три варианта ее
движения.

1. При начальной скорости движения частицы,
имеющей направление противоположное скоро-
сти потока, она начнет опускаться или подни-
маться, в зависимости от того если ее конечная
скорость осаждения больше или меньше скоро-
сти потока. В этом случае через промежуток вре-
мени τ ее относительная скорость будет равна v =
= w – vdep.

2. При начальной скорости движения части-
цы, имеющей направление, совпадающее со ско-
ростью потока, она начнет замедляться и через
промежуток времени τ ее скорость также примет
значение v = w – vdep.

3. Если конечная скорость осаждения частицы
равна скорости потока (скорости витания), она

( )
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Рис. 1. Изменение времени релаксации скорости осаждении частиц в воздухе в зависимости от их размера: точки –
данные компьютерного эксперимента при ρ = 1000 (1), 2700 (2), 5000 (3) и 7800 (4) кг/м3; пунктирная линия – формула (12);
сплошная линия – формула (13).
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теоретически будет находиться в состоянии по-
коя v = 0, при этом время релаксации τ = 0.

На рис. 2 показана зависимость времени ди-
намической релаксации частиц плотностью
2700 кг/м3 от скорости восходящего воздушного
потока.

Если в качестве абсциссы принять относи-
тельную скорость vrel = w/vdep, а за ординату – от-
носительное время релаксации τrel = τ/τdep, можно
построить обобщающий график.

На рис. 3 показан такой график для частиц
плотностью 7800 кг/м3, при этом зависимость
времени динамической релаксации от относи-

тельной скорости потока можно аппроксимиро-
вать, например, как

(29)

Для частиц с плотностью 2700 кг/м3 эта зави-
симость приобретает следующий вид:

   
 τ − ≤      
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Рис. 2. Зависимость времени динамической релаксации от скорости воздушного потока и размеров частиц: 1 – d = 200 мкм;
2 – 500; 3 – 1000; 4 – d = 3000 мкм.
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Рис. 3. Зависимость относительного времени динамической релаксации от относительной скорости потока для частиц
плотностью 7800 кг/м3 в воздухе.
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(30)

Рассмотрим для примера процесс фракциони-
рования частиц полевого шпата в многорядном
воздушном классификаторе [21]. В данной работе
ставилась задача удалить из исходного материала
фракцию менее 0.125 мм.

Высота разделяющих колонок классификато-
ра составляла около 2 м, скорость воздушного по-
тока через аппарат 1 м/с. Принимая кажущуюся
плотность шпата 2700 кг/м3 и плотность воздуш-
ного потока 1.2 кг/м3, число Архимеда для частиц
размером 0.125 мм составит Ar = 188. Скорость
осаждения по уравнению (15) vdep = 0.81 м/с, при
этом число Redep = 14900.

Применяя выражение (21), для неподвижной
среды получим τdep = 0.93 с. При скорости воздуш-
ного потока в классификаторе 1 м/с частицы шпата
размером 0.125 мм перейдут в стационарный режим
согласно уравнению (30) через τ = 0.45 с.

Относительная скорость этих частиц w – v =
= 0.19 м/с. Соответственно, за время τ они прой-
дут расстояние около 85 мм, что значительно
меньше высоты колонны классификатора, и про-
цесс разделения для этих частиц происходит в
стационарном режиме. Это позволяет использо-
вать существующие методики расчета, не прини-
мая во внимание нестационарность процесса.

Однако при выходе из классификатора части-
цы попадают в транспортный воздуховод и систе-
му пылеулавливания. Рекомендуемая скорость
воздушного потока в аспирационных трубопро-
водах не менее 15 м/с. Время релаксации частиц
0.125 мм для такой скорости составит по уравне-
нию (30) τ = 0.49 с.

Так как относительная скорость движения ча-
стиц w – v = 14.19 м/с, до выхода на стационарный
режим они пролетят расстояние 6.9 м. С учетом
рекомендаций монтажа пылеулавливающих агре-
гатов по возможности ближе к классификатору,
такие частицы будут транспортироваться практи-
чески в нестационарном режиме. Действительная
скорость их движения не совпадает с расчетной,
что требует корректировки расчетов диаметра
транспортирующего воздуховода.

   
 τ − ≤      
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  τ ≥

  +    

5.46
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Из опыта проектирования воздушных грави-

тационных классификаторов и пылеулавливаю-
щего оборудования время пребывания твердой
фазы в этих процессах составляет от 0.2 до 5 с.
Проведенные компьютерные исследования пока-
зывают, что при такой продолжительности про-
цессов в нестационарном режиме движения мо-
гут находиться частицы уже крупнее 50 мкм. Это
нужно учитывать при расчете траекторий их дви-
жения и проектировании оборудования.

Понимание динамики изменения времени ди-
намической релаксации позволяет находить бо-
лее простые решения расчета движения двухфаз-
ных сред. Например, при гравитационном фрак-
ционировании сыпучих материалов для расчета
границы разделения можно не учитывать время
динамической релаксации для частиц, движу-
щихся в областях, близких к скоростям витания.

Оригинальность данной работы заключается в
разработке методики оценки времени релакса-
ции частиц сыпучего материала в двухфазных по-
токах и новых, более точных формул расчета ко-
эффициентов сопротивления шарообразных ча-
стиц и скоростей их осаждения.

Считаем, что проведенные исследования будут
полезны специалистам, разрабатывающим про-
цессы движения крупнодисперсных и зернистых
материалов в дисперсионных средах.

ОБОЗНАЧЕНИЯ

A дополнительная переменная
C эмпирическая переменная
F сила инерции частиц, Н
g ускорение свободного падения, м/с2

k члены уравнения Рунге–Кутты
m масса частицы, кг
S площадь миделевого сечения частицы, м2

t время, с
δt временной интервал, шаг сетки в уравнении 

Рунге–Кутты
u относительная скорость движения частицы в 

потоке, м/с
v скорость движения частицы, м/с
w скорость движения среды, м/с
Δ плотность среды, кг/м3

λ коэффициент динамического сопротивления 
частицы

μ динамическая вязкость среды, Па с
ρ истинная плотность частицы, кг/м3
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dep осаждение
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