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ВВЕДЕНИЕ
Экстракционные процессы постоянно совер-

шенствуются на всем протяжении существования
человеческого общества, поскольку тесно связа-
ны с улучшением благосостояния людей. Это до-
стигается в основном путем прямого использова-
ния развивающихся возможностей химии и фи-
зики в течение всего периода существования
цивилизации [1]. В частности, проблема экстрак-
ции органических и неорганических веществ из
растворов получает постоянное обогащение но-
выми аппаратурными решениями и теоретиче-
скими моделями [2–19], среди которых особый
интерес представляют гибридные и совмещенные
процессы [7–9, 15]. Задача извлечения и разделе-
ния металлов [15–19] занимает в этом ряду особое
место и требует для своего успешного решения
привлечение современных методов интенсифи-
кации. К ним можно отнести, прежде всего, ис-
пользование ультразвука, воздействие которого
способно оказать существенное влияние на ре-
зультаты самых различных экспериментов от
очистки почв от нефтепродуктов [20] до упрочне-
ния металла [21]. Способность ультразвука ин-
тенсифицировать разнообразные физико-хими-
ческие процессы опирается на его возможности
изменять те или иные характеристики рассматри-
ваемого явления и поэтому регулируемым спосо-

бом влиять на конечный продукт. В частности, в
работе [22] разработана методология ультразву-
ковой очистки почвы от неорганических загряз-
нений, а в [23] исследована зависимость сонохи-
мических реакций от частоты ультразвукового
воздействия на основе учета особенностей кави-
тационного процесса. К последним достижениям
можно отнести и успешное применение ультра-
звукового облучения [24] для увеличения коэф-
фициента адсорбции различных токсичных орга-
нических красителей и тяжелых металлов с помо-
щью наночастиц, нанесенных на углеродную
основу. Тем же методом последовательного отбо-
ра были выявлены также оптимальные условия
использования ультразвука для осуществления
непрерывной жидкостной экстракции ряда име-
ющих существенную практическую значимость
органических веществ [25, 26]. На процессы экс-
тракции можно повлиять в нужном направлении
путем создания условий для реализации механиз-
мов нелинейной акустики, как это показано в ра-
ботах [27–32]. Но и в самом простом случае обык-
новенного облучения рабочего объема экстракто-
ра относительно слабым ультразвуковым
излучением можно выявить определенные осо-
бенности, вносимые внешним воздействием, ко-
торые способны существенно изменить эффек-
тивность процесса. В настоящей работе такая
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важнейшая характеристика экстракции, как мас-
сообмен, реализуемая в условиях дробления исход-
ного раствора, содержащего целевой компонент,
на капли, исследуется для случая, когда внешнее
ультразвуковое излучение непосредственно влияет
на этот процесс, вынуждая жидкие шары совер-
шать радиальные колебания и тем самым суще-
ственно изменяя картину извлечения целевого
компонента по сравнению с традиционной схемой
обработки жидкости. На основе полученного не-
линейного уравнения для радиуса капли исследо-
ваны параметры вынужденных колебаний сфери-
ческой поверхности при наличии резонансного
воздействия ультразвука и выполнен анализ осо-
бенностей процесса массообмена через осцилли-
рующую границу раздела сред. В результате этого
выявленная специфичность зависимости концен-
трации экстрагируемого соединения от времени и
интенсивности акустического излучения может
оказаться решающим ориентиром при выборе ра-
ционального режима применения ультразвуковой
интенсификации экстракционного процесса.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
И ИСХОДНЫЕ СООТНОШЕНИЯ

Получение достаточно обоснованной оценки
влияния ультразвука на массообмен в условиях
применения схемы дробления поступающей жид-
кой фракции связано с решением задачи о пульса-
циях капли, находящейся в другой несмешиваю-
щейся с ней жидкости, в которой давление меняет-
ся со временем t под воздействием ультразвука.
В результате решения такой задачи становится воз-
можным описание колебаний радиуса R(t) капли,
с помощью которого вычислить изменение пло-
щади ее поверхности, на которой происходит
массообмен.

Состояние равновесия между каплей и окружа-
ющей жидкостью, имеющих соответственно плот-
ности ρ1(r, t) и ρ2(r, t), определяется балансом всех
сил, действующих на ее сферической поверхности.
С учетом вязкости, характеризуемой коэффициен-
тами η1 и η2, соответствующее соотношение может
быть записано в следующем виде [33]:

(1)

Здесь Р1(t) – внутреннее давление капли на ее по-
верхности, а Р2(t) – соответствующее значение со
стороны окружающей жидкости, α – коэффициент
поверхностного натяжения, u(r, t) – скорость пере-
мещения жидкости по радиусу, зависящая от ради-
альной координаты r в системе, начало которой на-
ходится в центре капли. Это движение описывается
уравнениями [33]

(2)
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Локальное значение давления p = p(r) опреде-
ляется уравнением состояния для этой области
пространства, в которой находится сфера с ради-
усом r. Если при радиусе R0 капля находится в со-
стоянии покоя вместе с окружающей ее жидко-
стью с гидростатическим давлением P0, то это
условие равновесия в соответствии с (1) прини-
мает вид

(4)

А уравнение состояния жидкости достаточно хо-
рошо описывается формулой Тэта [34], которую в
рассматриваемом случае можно записать в следу-
ющей форме

(5)

Здесь σ, А1 – константы, определяемая опытным
путем для конденсированных сред.

Пренебрегая сжимаемостью жидкости, учет
которой практически не меняет конечный ре-
зультат, из (3) для скорости движения поверхно-
сти капли U(t) = dR/dt можно записать следующее
выражение:

(6)

Вводя потенциал скорости ϕ(r, t) (u = ∂ϕ/∂r),
уравнение (2) можно проинтегрировать по радиу-
су r в диапазоне от r до ∞ и представить в виде

(7)

Ввиду того, что для r → ∞ имеют место равенства
ϕ = 0, u = 0 и p(r → ∞) = P∞, а плотность связана
с давлением уравнением состояния, а из (6) сле-
дует, что ϕ = –UR2/r, то из (7) на поверхности кап-
ли получается с учетом (5) уравнение

(8)

Поскольку P∞ складывается из гидростатиче-
ского P0 и акустического давления Pmsinωt с ам-
плитудой Pm и частотой ω, то с учетом (1) и очевид-
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ного соотношения P10 = P0 + 2α/R0 уравнение (8)
на поверхности сферы приобретает вид

(9)

Уравнение (9) описывает движение сфериче-
ской поверхности капли жидкости, помещенной в
несмешивающуюся с ней жидкую среду, которая
находится под воздействием осциллирующего аку-
стического давления. С особенностями динамики
этого процесса могут быть связаны разнообразные
проявления возможностей интенсификации экс-
тракции с помощью ультразвука.

Существование у капли жидкости сфериче-
ской формы собственных радиальных колебаний
представляет определенный интерес для прямого
использования при решении проблемы интенси-
фикации процессов массообмена в жидких сре-
дах под ультразвуковым воздействием, хотя это и
связано иногда с решением некоторых достаточ-
но сложных вопросов. Дело в том, что примене-
ние ультразвука большой мощности приводит к
целому ряду нежелательных побочных эффектов,
таких как нагрев, кавитационное перемешива-
ние, турбулизация и хаотизация потоков и т.д. Но
простой ввод в жидкость ультразвуковых колеба-
ний слабой интенсивности также не приводит к
ожидаемым результатам. Вместе с тем хорошо из-
вестно [27, 34], что с помощью параметрического
резонанса на собственных частотах любой коле-
бательной системы можно сравнительно неболь-
шим внешним усилием добиться больших ампли-
туд собственных колебаний. Поэтому изучение
особенностей и условий реализации такого резо-
нансного процесса могут представлять опреде-
ленный интерес для успешной разработки эф-
фективных ультразвуковых схем экстракции.

Анализ параметрического резонанса сфериче-
ской капли, помещенной в несмешивающуюся с
ней жидкость, которая находится под воздействием
ультразвука, можно выполнить с помощью уравне-
ния (9). Считая ультразвуковое воздействие сла-
бым, а отклонение радиуса капли δR(t) от равно-
весного значения R0 небольшим, можно перепи-
сать уравнение (9) в виде разложения по малым
нелинейным слагаемым:
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(10)

Здесь штрихом обозначена производная по вре-
мени и приняты следующие обозначения:

(11)

Линеаризация уравнения (10) позволяет полу-
чить (в условиях, когда ультразвук отсутствует)
частоту и декремент затухания собственных ради-
альных колебаний капли, которые оказываются
равными величинам Ω и γd соответственно, пред-
ставленными формулой (11).

В линейном приближении радиус капли, по-
мещенной в несмешивающуюся с ней жидкость,
которая находится под воздействием ультразвука
с частотой ω = 2Ω, может быть представлен в виде

(12)

Как это уже подчеркивалось выше, наиболее ин-
тересным представляется случай, когда воздей-
ствие ультразвука на процессы массообмена про-
являются при относительно малых интенсивно-
стях его применения, исключающих создание
нежелательных побочных явлений силового харак-
тера (нагрев, кавитация и пр.), т.е. когда R0  δR0,
δRm. При этом на начальной стадии параметриче-
ской неустойчивости δR0  δRm, а на стадии ее на-
сыщения, когда δRm перестает зависеть от време-
ни и обретает постоянное значение δRS, эти ам-
плитуды могут иметь произвольное соотношение
друг к другу по величине.

Гармонический анализ уравнения (10) для вто-
рой гармоники собственной частоты позволяет
получить в линейном приближении, достаточном
для вычисления инкремента неустойчивости на
начальной стадии ее развития слабым внешним
воздействием, следующее выражение для ампли-
туды δR0 накачки:

(13)

На начальной стадии развития параметриче-
ского резонанса, когда возбуждаемые на частоте Ω
колебания экспоненциально быстро нарастают во
времени от малых начальных значений амплитуд,
можно, используя известную методику [27, 34],
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получить из (10) следующее значение для инкре-
мента γ неустойчивости:

(14)

По мере нарастания интенсивности колебаний их
инкремент уменьшается и становится равным ну-
лю на стадии насыщения неустойчивости, когда
амплитуда на частоте Ω достигает предельного
значения δRS, определяемого нелинейностью ис-
ходного уравнения (10):

(15)

Пороговое значение амплитуды накачки δRth, в
случае превышения которого (δR0 ≥ δRth) развива-
ется параметрическая неустойчивость, определя-
ется результатом выполнения требования равен-
ства нулю инкремента (14):

(16)

С учетом (13) из формулы (16) можно получить
соответствующее пороговое значение для ампли-
туды внешнего акустического давления.

Таким образом, капля жидкости радиусом R0 и
частотой Ω собственных радиальных колебаний
испытывает экспоненциально быстрое нараста-
ние их амплитуды в случае, когда она подвергает-
ся акустическому облучению на частоте 2Ω с ин-
тенсивностью, превышающей некоторое порого-
вое значение (16), (13). При этом отклонение
частоты внешнего воздействия от резонансного
значения, когда параметрическая раскачка еще
возможна, пропорционально, как показывает
анализ [34], величине ΩδR0/R0, что соответствует
допустимой девиации ΔR радиуса капли величине
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δR0. Поэтому для достижения ощутимой эффек-
тивности рассматриваемого механизма ультразву-
ковой экстракции требуется обеспечить достаточ-
но высокую однородность дробления исходной
жидкости, т.е. идентичность капель по размеру
должна иметь малые отклонения от стандарта.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

Жидкость жидкостная экстракция обладает не-
которыми характерными особенностями, которые
можно использовать при проведении ориентиро-
вочных оценок на основе построения упрощенной
модели процесса. Такой центральной особенно-
стью является массообмен через поверхность раз-
дела несмешивающихся жидкостей. Использова-
ние ультразвука приводит к тому, что площадь этой
поверхности осциллирует во времени. Поэтому
вполне естественно ожидать, что его влияние на
параметры экстракции может оказаться весьма за-
метным. Для выполнения соответствующих расче-
тов следует рассмотреть жидкую каплю сфериче-
ской формы, находящуюся в несмешивающейся с
ней жидкости, в которой среди действующих сило-
вых факторов присутствует осциллирующее во вре-
мени акустическое давление. Важнейшие упроща-
ющие предположения связаны при этом с требова-
нием пространственной однородности плотности
извлекаемых соединений (далее частиц) в объеме
капли и с условием мгновенности их извлечения
в тот момент, когда соединение касается поверх-
ности раздела сред. В результате этих предполо-
жений весь ход экстракции моделируется факти-
чески дискретным процессом, когда мгновенная
экстракция всех частиц из приповерхностного
слоя капли толщиной L, равной их характерному
размеру, обеспечивает изменение без экстрагиро-
вания радиуса капли R(t) на величину L за время
Δt. Введение этой дискретности позволяет вос-
пользоваться результатом деятельности переход-
ных процессов, приводящих к равномерности
пространственного распределения извлекаемых
частиц, без детального рассмотрения их сущности.
На рис. 1 представлена схема, поясняющая в рам-
ках дискретной модели взаимосвязь между про-
должительностью цикла дискретности Δt и глуби-
ной L зоны извлечения частиц.

Обозначив через N число частиц в капле, кото-
рые подлежат извлечению, для их плотности n0 про-
странственного распределения, которое должно,
по предположению, быть однородным за счет
возникающих ультразвуковых потоков, можно
записать очевидное определение n0 = .
Необходимо также отметить, что в отсутствие уль-
тразвука время Δt заполнения частицами припо-
верхностного слоя определяется скоростью диф-
фузионных процессов. Поэтому обсуждаемая
схема описания динамики экстракции примени-

3
03 4N pR

Рис. 1. Взаимосвязь параметров модели дискретной
экстракции частиц с характерным размером L из кап-
ли жидкости при изменении во времени ее радиуса
R(t) под воздействием ультразвука. Извлекаемые ча-
стицы схематично изображены в виде случайно рас-
положенных шариков.

L

R(t)

R(t + Δt)
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ма и в случае, когда ультразвука нет. Но в случае
быстрых (по сравнению с диффузией или други-
ми процессами установления равновесия) осцил-
ляций, когда именно они определяют скорость
экстракции, это время легко рассчитать с помо-
щью представления (12):

(17)

В формуле (17) использовано абсолютное значе-
ние прироста радиуса капли, поскольку интерес
представляет только размер приповерхностного
слоя, а направление движения поверхности кап-
ли может быть произвольным. Для ωΔt < 1 из (17)
получается следующая оценка периода Δt дис-
кретности процесса экстракции:

(18)

Из (18) видно, что величина Δt в рассматриваемой
модели существенно зависит от того момента
времени от начала текущего периода ультразву-
ковых колебаний, когда произошел акт извлече-
ния частиц из капли. Строгий учет этой особен-
ности ультразвуковой пульсации капли усложня-
ет вычисления, но не приводит к существенной
коррекции конечного результата. Поэтому выра-
жение (18) можно усреднить по периоду ультра-
звуковых осцилляций Т = 2π/ω. В результате из
(18) можно приближенно записать

(19)

Пусть dn – количество циклов экстрагирования,
произошедших за промежуток времени dτ =
= Δtdn. В этом случае число частиц dN, извлечен-
ных из капли, определяется очевидной формулой

(20)

Из (20) после интегрирования получается сле-
дующее выражение для изменения во времени
числа частиц в капле:

(21)

Из (21) видно, что число частиц экспоненциально
быстро убывает со временем от начального значе-
ния N0, и характерный период этого изменения
зависит от амплитуды и частоты ультразвука. Вид
этой зависимости определяется типом колеба-
ний, который заставляет осциллировать радиус
капли и устанавливается в результате решения
уравнения (10). В случае параметрического резо-
нанса, когда частота этих осцилляций равна ча-
стоте собственных колебаний Ω, их амплитуда
связана с накачкой формулами (13), (15). Если па-
раметрического резонанса нет (например, вели-
чина расстройки  превышает границу диа-
пазона, в которой резонанс возможен [34]), но

= δ ω( + Δ − ωm sin ) sin .L R t t t

Δ ≅
δ ω ωm

.
cos

Lt
R t

πΔ ≅
2δ ωm

.Lt
R

= − π ≡ − π τ
Δ

2 2 0
04 ( ) 4 ( ) .ndN R t Ln dn R t L d

t

τ ≅ − δ ωτ π0 m 0( ) exp{ 6 ( )}.N N R R

ω Ω– 2

ω ≈ 2Ω, то на этой частоте амплитуда осцилляций
радиуса капли соотносится с внешним акустиче-
ским давлением по формуле (13). Наконец, при
выполнении условий линейного резонанса, когда
ω ≈ Ω, для амплитуды δRm из (10) можно получить
следующее приближенное выражение:

(22)

Сравнение результатов экстракции, полученных
при одинаковой интенсивности ультразвука, но
для разных частот его воздействия, можно полу-
чить с помощью формулы (21), из которой для ме-
няющейся во времени плотности δn(τ) вещества,
извлекаемого из капли (или одновременно из ка-
кого-то множества капель), вытекает следующая
очевидная формула:

(23)
Здесь D – максимальная плотность экстрагируе-
мой субстанции, которая может быть извлечена с
применением задействованных методов очистки.

Таким образом, подставляя значение амплиту-
ды колебаний поверхности капли для каждого из
трех выбранных выше диапазонов частот внеш-
него ультразвукового воздействия с помощью
формул (13), (15) и (22) в (23), можно реально про-
следить динамику процесса ультразвуковой экс-
тракции на примере поведения отдельного элемен-
та дробления исходного раствора в экстракторе.
Результаты соответствующих расчетов представле-
ны на рис. 2.

Кривые, изображающие на рис. 2 функцию
δn(τ) в соответствии с выражением (23), получены

2
δ  ≈  

 ω

1 3
Sm

0

1 .
3

PR
R

[ ]δ τ ≅ − − δ ωτ πm 0( ) 1 exp{ 6 ( )} .n D R R

Рис. 2. Сравнительные результаты экстракции под
воздействием ультразвука для разных типов колеба-
ний радиуса капли: 1 – колебания на частоте Ω в
условиях линейного резонанса ω = Ω; 2 – колебания
на частоте Ω в условиях параметрического резонанса
ω = 2Ω; 3 – колебания на частоте 2Ω в условиях отсут-
ствия параметрического резонанса в окрестности
диапазона ω ≈ 2Ω.
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ГРАДОВ и др.

для амплитуды ультразвука Рm = 0.1 Па и следую-
щих значений параметров жидкости: α = 0.075 кг/с,
μ = 0.5 × 10–3 (Н с)/м2, ρ = 103 кг/м3, Ω = 300 кГц,
D = 1.

Из полученных расчетов видно, что в условиях
резонанса (ω = Ω или ω = 2Ω) скорость извлече-
ния частиц значительно превышает соответству-
ющее значение, характеризующее экстракцию в
отсутствие резонанса. Следует отметить, что кри-
вая 3 на этом рисунке близка к описанию поведе-
ния функции δn(τ) во всем ультразвуковом диа-
пазоне частот за исключением узких окрестно-
стей резонансов ω = Ω и ω = 2Ω. Вследствие
малой ширины областей резонансов довольно
сложно обеспечить попадание в них одновремен-
но множества капель, находящихся в рабочей зо-
не экстрактора, поскольку в этом случае их раз-
меры должны были бы практически точно совпа-
дать друг с другом. Тем не менее при наличии
приемлемого разброса по величине радиусов ка-
пель можно варьированием частоты ультразвука с
правильно подобранной скоростью добиться ре-
зонансной ультразвуковой экстракции от боль-
шинства из них, обеспечив нужную быстроту из-
влечения частиц.

Если оптимальное время обработки τ0 ультра-
звуком определять по количеству извлеченных
частиц εN0 (0 < ε < 1), то из (21) можно записать

(24)

Из (24) следует, что, задавая уровень концентра-
ции извлекаемых частиц, который требуется в
конце ультразвуковой обработки, можно опреде-
лить необходимое время акустического воздей-
ствия для выбранной интенсивности и частоты
ультразвука. При этом оно оказывается обратно
пропорциональным амплитуде акустического дав-
ления, обращаясь формально в бесконечность с
уменьшением к нулю внешнего воздействия. На
самом деле такое развитие событий никогда на
практике не реализуется, и экстракция осуществ-
ляется за конечное время из-за диффузии и кон-
векции, которые были исключены из настоящего
рассмотрения. Формула (24) указывает также на
сокращение времени обработки с уменьшением
размера капли и ростом частоты ультразвука. В
условиях резонанса время τ0 задает скорость ва-
рьирования частотой ультразвука, обеспечивая
пребывание частоты ω(t) в диапазоне значений,
находящихся в границах области существенного
увеличения амплитуды колебаний.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Результаты настоящей работы позволяют сфор-

мулировать несколько заключений, обобщающих
важнейшие итоги выполненных исследований.

( )0
π 1τ =
δ ω ε

0

m

ln .
6

R
R

Выполненный анализ особенностей воздей-
ствия ультразвукового излучения на отдельную
каплю показывает, что механизм ультразвуковой
экстракции, основу которого составляют осцилли-
рующие потоки жидкости в исходной капле дроб-
ления, может обеспечить многократное ускорение
экстракции в окрестности частот линейного ω = Ω
и параметрического ω = 2Ω резонансов. Несмотря
на то, что обеспечить полную идентичность по раз-
мерам всех капель в рабочем объеме экстрактора,
необходимую для одновременного их вовлечения в
резонансный процесс, практически невозможно,
тем не менее, варьирование частотой ультразвука
позволяет максимально полно использовать пре-
имущества резонанса. К последним относятся,
прежде всего, высокая скорость экстракции и ма-
лая интенсивность внешнего воздействия, когда
параметры системы остаются фактически неиз-
менными после подключения ультразвукового об-
лучения.

Полученные выражения для времени ультра-
звукового облучения рабочего объема экстракто-
ра, амплитуды колебаний поверхности капли, по-
рогового значения интенсивности ультразвуковой
накачки и других характеристик позволяют создать
определенные схемы ультразвуковой обработки,
которые способны значительно повысить эффек-
тивность применения ультразвука путем использо-
вания резонансного характера экстракционных
процессов. Выявленные связи параметров ультра-
звука с показателями экстракции открывают пер-
спективы внедрения новых методов регулируемого
динамики межфазного распределения.

Резонансное использование ультразвука су-
щественно снижает требования к мощности со-
ответствующих установок и дает определенные
преимущества по отношению к компактности
конструкции, возможности оптимального раз-
мещения узлов и обеспечения легкости необходи-
мого регулирования и корректирования парамет-
ров. Применение резонансных схем ультразвука
при экстракции имеет все возможности оказаться
существенно более экономичным, эффективным,
удобным и перспективным способом интенсифи-
кации экстракционных процессов.

Работа выполнена в рамках государственного за-
дания ИОНХ РАН в сфере фундаментальных науч-
ных исследований и при финансовой поддержке
Российского фонда фундаментальных исследова-
ний в рамках научного проекта № 18-29-24170.

ОБОЗНАЧЕНИЯ

А1 константа, входящая в уравнение состояния 
Тэта

L характерный размер частиц, извлекаемых из 
жидкости, м
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ИНДЕКСЫ

N число частиц, экстрагируемых из капли
P0 гидростатическое давление в жидкости, Па
Р1(t) внутреннее давление капли на ее поверхно-

сти, Па
Р2(t) внешнее давление на поверхность капли, Па
Pm амплитуда акустического давления, Па
p(r) локальное значение давления, Па
R(t) осциллирующий радиус капли жидкости, м
R0 равновесный радиус капли жидкости, м
δR(t) отклонение радиуса капли от равновесного 

значения, м
δR0 амплитуды параметрической накачки, м
δRm амплитуда колебаний радиуса капли, м
r радиальная координата в цилиндрической 

системе, м
t время, с
U(t) скорость движения поверхности капли, м/с
u(r, t) скорость перемещения жидкости по радиусу, 

м/с
α коэффициент поверхностного натяжения, 

Дж/м2

γ декремент затухания собственных колебаний 
капли или инкремент неустойчивости, Гц

η1 вязкость жидкости в капле, кг/(м с)
η2 вязкость жидкости, окружающей каплю, 

кг/(м с)
ρ1 плотность жидкости в капле, кг/м3

ρ2 плотность жидкости, окружающей каплю, 
кг/м3

σ константа, входящая в уравнение состояния 
Тэта

τ суммарная продолжительность ряда циклов 
экстрагирования, с

τ0 длительность экстрагирования заданного 
числа частиц из капли, с

ϕ(r, t) потенциал скорости собственных колебаний, 
с–1

Ω круговая частота собственных колебаний 
капли жидкости, Гц

ω круговая частота ультразвуковых колебаний, 
Гц

0 начальное, амплитудное или экстремальное 
значение

с критический предел
е относится к внешнему воздействию
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