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ВВЕДЕНИЕ

Линейные законы сохранения (ЛЗС) пред-
ставляют собой комбинации нестационарных
значений концентраций реагентов, температу-
ры и других параметров реакции, сохраняющие
постоянные значения в течение всей реакции
(автономные инварианты). К настоящему вре-
мени известно [1–6], что в закрытом неизотерми-
ческом реакторе идеального смешения (НРИС)
всегда выполняются концентрационные сте-
хиометрические ЛЗС (ЛСЗС), число которых
равно числу различных (независимых) атомов
реагентов. Кроме ЛСЗС, в закрытом реакторе
могут выполняться и более сложные концентра-
ционные кинетические ЛЗС (ЛКЗС), зависящие
от особенностей кинетики химической реакции.
В закрытых системах могут выполняться и темпе-
ратурные ЛЗС (ЛТЗС). В открытых идеальных си-
стемах, из-за переменного потока реагентов, эти
закономерности нарушаются и ЛЗС могут вооб-
ще отсутствовать. Поэтому, обнаружить ЛЗС, в
особенности – температурные, в открытых систе-
мах сложнее и в настоящее время механизмы их
формирования и методы установления не извест-
ны. В связи с этим целью данной работы является
разработка метода установления концентрацион-
ных и температурных ЛЗС в сложных химических
реакциях, протекающих по линейным и нелиней-
ным механизмам в открытом НРИС. Идея метода
состоит в использовании двух или более диффе-

ренциальных соотношений, которые являются
обобщением аналогичных ЛЗС в закрытых си-
стемах. Эти соотношения представляют собой
обыкновенные линейные дифференциальные
уравнения, которые интегрируются аналитиче-
ски и позволяют получать новые концентраци-
онные и температурные законы сохранения.

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ
Пусть химическая реакция протекает через не-

линейные стадии вида

(1)
где aij, a−ij – стехиометрические коэффициенты
реагентов Аj, j = 1, …, n в левых и правых частях
стадии i. Динамика такой реакции в открытом и
закрытом неизотермическом реакторе идеального
смешения в рамках закона действующих масс опи-
сывается системой нелинейных обыкновенных
дифференциальных уравнений (ОДУ) [7–12]:

(2)

где Aj = Aj(t) – концентрации реагентов, мол. до-
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=  r−i =  – скорости стадий в
прямом и обратном направлениях, 1/с; ki =

−Σ ⇔ Σ = …А А , 1, , ,j ij j j ij ja a i s

( )
− −

−

= Σ − − + = …

= βΣ − + α +

0 0

  0 0

' – , 1,( )( , ,

*' – – ,

)

( )

j i ij ij i i j j

i i i i x

A a a r r q A qA j n

T r r Q T T q T qT

Π ,aij
i j kk A −

− Π a ij
i j kk A

УДК 541.124/128



ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ХИМИЧЕСКОЙ ТЕХНОЛОГИИ  том 55  № 2  2021

ЛИНЕЙНЫЕ КОНЦЕНТРАЦИОННЫЕ И ТЕМПЕРАТУРНЫЕ ЗАКОНЫ СОХРАНЕНИЯ 211

= ki0exp(–Ei/RT), k−i = k−i0exp(–E−i/RT) − кон-
станты скоростей стадий, 1/с; ki0, k−i0 – предэкспо-
ненты, 1/с; R ≈ 8.314, Дж/(моль К); Ei, E−i − энергии
активации стадий, Дж/моль; Aj0, T0 – начальные
условия (н. у.); q0, q – начальная и текущая ско-
рости потока реакционной смеси в реакторе,

1/с;  – тепловые эффекты стадий, Дж/моль;
β ≡ 1/Cp, моль К/Дж; Ср – удельная теплоемкость
реакционной смеси, Дж/(моль К); α ≡ βγSM/(ρV),
1/с; γ – коэффициент теплопередачи, Дж/(с м2 К);
S – площадь поверхности теплообмена, м2; M –
молекулярная масса, кг/моль; ρ – плотность реак-
ционной смеси, кг/м3; V – объем реактора, м3. Пе-
репишем эту систему в безразмерном виде (аналог
классических моделей [7–10]):

(3)

здесь θ = T/T0 – безразмерная температура; ri =

= ki0exp(–Ei/RθT0)  r−i = k−i0exp(–E−i/RθT0) ×

×  – скорости стадий; θx = Tx/T0; θ0 = 1; Qi =

=  При q = q0 = 0 эти уравнения описывают
закрытый НРИС и позволяют найти точное число
независимых концентрационных ЛЗС для закры-
тых систем N = n – P [1–4] и их конкретный вид
[5, 6]:

(4)

где P – ранг матрицы стехиометрических коэф-
фициентов (a−ĳ – aij); αmj – константы, зависящие
от стехиометрии стадий; Cm – константы норми-
рования. Если при этом и α = 0 (идеальный за-
крытый НРИС), то могут также выполняться и
независимые температурные ЛЗС вида

(5)

где βkj – константы, зависящие от температурных
параметров стадий реакции; Ck – константы нор-
мирования.

При q ≠ q0 уравнения (1)–(3) перестают опи-
сывать закрытый НРИС, и алгебраические ЛЗС
вида (4)–(5) не выполняются и замещаются более
общими дифференциальными соотношениями

(6)

(7)

Эти соотношения являются линейными ОДУ
относительно комбинаций реагентов и темпера-
туры, и, поэтому, интегрируются аналитически
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Эти равенства, рассмотренные попарно (обо-
значим номера этих пар индексами mj1, mj2), поз-
воляют исключить из них время и получить не за-
висящие от времени новые концентрационные и
температурные ЛЗС для открытого реактора

(10)

(11)

Эти ЛЗС зависят только от стехиометрии и
тепловых эффектов стадий, концентраций реа-
гентов и температуры, но не зависят от констант
скоростей стадий. Это позволяет использовать их
для решения обратных задач по идентификации
механизмов химических реакций [13–19].

На практике ЛЗС (10)–(11) удобнее использо-
вать в следующем эквивалентном виде (с посто-
янными правыми частями)

(12)

(13)

Для экспериментальной проверки этих ЛЗС
достаточно измерить значения нестационарных
концентраций реагентов и температуры в различ-
ные моменты времени и подставить их в выраже-
ния (12)–(13). Если при этом будут получены тож-
дества (с учетом ошибок измерений), то предпо-
лагаемый механизм реакции может быть принят
как возможный.

ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ
Применим приведенные выше результаты к

конкретным реакциям.
Пример 1. Пусть реакция А ⇔ С + D протекает

по схеме
(1.1)

Найдем ЛЗС вида (12)–(13) для этой реакции в
открытом НРИС. Запишем для нее модель (3):
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КОЛЬЦОВ

(1.4)

где r1 = k1A, r−1 = k−1B, r2 = k2B, r−2 = k−2CD, ki =
= ki0exp(–Ei/RθT0), k−i = k−i0exp(–E−i/RθT0). От-
сюда следует, что в закрытом НРИС (q = q0 = 0)
выполняются два независимых концентрацион-
ных стехиометрических ЛЗС вида (4):

(1.5)
Если при этом α = 0 (идеальный закрытый

НРИС), то выполняется еще один независимый
температурный ЛЗС вида (5):

(1.6)
В открытом НРИС (q ≠ q0) ЛЗС (1.5)–(1.6) на-

рушаются, но выполняются более общие диффе-
ренциальные соотношения вида (6)–(7):

(1.7)

(1.8)

(1.9)

Проинтегрируем эти уравнения и получим со-
ответственно

(1.10)

(1.11)

(1.12)

Исключим из (1.10)–(1.12) время t и получим
один независимый концентрационный ЛЗС в
форме (10):

(1.13)

и один независимый температурный ЛЗС в фор-
ме (11):

(1.14)

Эти же ЛЗС удобно переписать в форме (12)–(13):

(1.15)

(1.16)

Графическая иллюстрация этих ЛЗС при q0 = 1,
q = 0.9, A0 = 1, B0 = 0, C0 = 0, D0 = 0, T0 = 300, Tx = T0,
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R = 8.314,  = 10000,  = 20000, E1 = 10000, E−1 =
= 20000, E2 = 10000, E−2 = 30000, α = 0, β = 0.03
приведена на рис. 1.

Покажем, как можно использовать эти ЛЗС
для решения обратных задач. Предположим, что
для реакции, протекающей по схеме (1.1), в мо-
менты времени, например, t = 0.5, 1 и 1.5 по рис. 1
с погрешностью ε = 0.05 (5%) определены неста-
ционарные концентрации реагентов A = (0.95,
0.90, 0.80), B = (0.10, 0.20, 0.30), C = (0.00, 0.00,
0.01), D = (0.03, 0.08, 0.01) и соответствующие
температуры θ = (1.15, 1.30, 1.40). Подставим эти
данные в (1.15)–(1.16) и найдем расчетные значе-
ния концентрационного Kрасч = (–0.03, –0.07,
0.00) и температурного Lрасч = (2.00, 2.00, 1.96)
ЛЗС. Поэлементно сравним их с соответствую-
щими теоретическими (точными) значениями
K = (0.00, 0.00, 0.00) и L = (2.00, 2.00, 2.00). По-
скольку |K – Kрасч| ≤ 0.07, |L – Lрасч| ≤ 0.04, то меха-
низм (1.1) согласуется с концентрационным и
температурным ЛЗС с ошибками 7% и 4% соот-
ветственно.

Рассмотрим для реакции А ⇔ С + D альтерна-
тивный механизм

Запишем для него модель (3):

1
*Q 2

*Q

⇔ + ⇔1 A , 2 B D. (1 *) )) .1B С

−

− −

= + +
= + +
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1 1 2 2 0 0
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= +
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' – – ,
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' – – .
C r r q C qC
D r r q D qD

Рис. 1. Концентрационный и температурный ЛЗС,
зависимости концентраций реагентов и температуры
от времени для реакции (1.1): 1 – K(t), 2 – L(t), 3 – A(t),
4 – C(t), 5 – T(t)/T0.
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где r1 = k1A, r−1 = k−1BС, r2 = k2B, r−2 = k−2D. Про-
интегрируем эти уравнения численно и примем
результаты интегрирования за экспериментальные
данные. “Измерим” в любые моменты времени, на-
пример, те же t = 0.5, 1 и 1.5 с той же погрешностью
ε = 0.05 (5%) концентрации A = (0.90, 0.84, 0.75),
B = (0.05, 0.15, 0.22), C = (0.05, 0.15, 0.25), D =
= (0.00, 0.00, 0.01) и температуру θ = (1.15, 1.30,
1.40). Подставим эти данные в (1.15)–(1.16) и най-
дем Kрасч = (0.05, 0.13, 0.20) и Lрасч = (1.95, 1.61,
1.35). Поэлементно сравним их с теоретическими
значениями K = (0.00, 0.00, 0.00) и L = (2.00, 2.00,
2.00) и получим |K – Kрасч| ≤ 0.20, |L – Lрасч| ≤ 0.65.
Следовательно, механизм (1.1*) согласуется с кон-
центрационным и температурным ЛСЗ (1.15)–(1.16)
с ошибками 20 и 65% соответственно. Поскольку
эти ошибки значительно больше, чем для меха-
низма (1.1), то альтернативный механизм (1.1*)
должен быть отвергнут.

Пример 2. Реакция H2 + 1/2O2 ⇔ H2O протека-
ющая по схеме

(2.1)

в открытом НРИС описывается системой ОДУ (3):

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)

где A = [H2], B = [O2], C = [H2O], D = [H*], E = [O*] –
концентрации реагентов; r1 = k1A, r−1 = k−1D2,
r2 = k2B, r−2 = k−2E2, r3 = k3D2E, r−3 = k−3C, ki =
= ki0exp(–Ei/RθT0), k−i = k−i0exp(–E−i/RθT0). От-
сюда следует, что в закрытом НРИС выполняют-
ся два концентрационных ЛСЗС вида (4):

(2.6)
В идеальном закрытом НРИС выполняется и

температурный ЛЗС вида (5):

(2.7)
В открытом НРИС выполняются соотноше-

ния вида (6)–(7):

(2.8)

(2.9)
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(2.10)

Проинтегрируем эти уравнения и получим со-
ответственно

(2.11)

(2.12)

(2.13)

Исключим время t из уравнений (2.11)–(2.13) и
найдем концентрационный и температурный ЛЗС

(2.14)

(2.15)

Запишем эти ЛЗС в форме (12)–(13):

(2.16)

(2.17)

Эти ЛЗС при q0 = 1, q = 0.9, A0 = 0.5, B0 = 0.5,
C0 = 0, D0 = 0, E0 = 0, T0 = 300, Tx = T0, R = 8.314,

 = 10000,  = 10 000,  = 10 000, E1 = 10 000,
E−1 = 20 000, E2 = 10 000, E−2 = 20 000, E3 = 10 000,
E−3 = 20 000, α = 0, β = 0.03 приведены на рис. 2.

Применим ЛЗС (2.16)–(2.17) и данные рис. 2
для решения обратной задачи. Определим в мо-
менты времени, например, t = 0.5, 1.0 и 1.5 с по-
грешностью ε = 0.1 (10%) значения концентраций
реагентов A = (0.50, 0.45 и 0.40), B = (0.50, 0.50 и
0.50), C = (0.00, 0.00 и 0.01), D = (0.10, 0.20 и 0.25),
E = (0.00, 0.05 и 0.10) и температуру θ = (1.10, 1.20
и 1.30). Подставим эти значения в (2.16)–(2.17) и
найдем расчетные значения концентрационного
Kрасч = (1.10, 1.0476, 0.9640) и температурного
Lрасч = (0.4151, 0.4000, 0.3863) ЛЗС. Поэлементно
сравним их с теоретическими значениями K =
= (1.00, 1.00, 1.00) и L = (0.40, 0.40, 0.40) и получим
|K – Kрасч| ≤ 0.10, |L – Lрасч| ≤ 0.02. Следовательно,
механизм (2.1) согласуется с концентрационным
и температурным ЛЗС (2.16)–(2.17) с ошибками
10 и 2% соответственно.

Рассмотрим для той же реакции H2 + 1/2O2 ⇔
⇔ H2O альтернативный необратимый механизм
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КОЛЬЦОВ

Динамика этой реакции описывается уравнени-
ями (2.2)–(2.5) при r−1 = r−2 = r−3 = 0. Проинтегри-
руем эти уравнения численно и примем их реше-
ния за экспериментальные данные. “Измерим” в
моменты времени t = 0.5, 1 и 1.5 с погрешностью
ε = 0.01 (10%) концентрации A = (0.50, 0.45, 0.40),
B = (0.50, 0.50, 0.50), C = (0.00, 0.00, 0.00), D =
= (0.10, 0.20, 0.25)), E = (0.00, 0.05, 0.10) и темпе-
ратуру θ = (1.10, 1.20, 1.30). Подставим эти данные
в (2.16)–(2.17) и найдем Kрасч = (1.09, 1.04, 0.95) и
Lрасч = (0.41, 0.41, 0.39). Поэлементно сравним их
с теоретическими значениями K = (1.00, 1.00,
1.00) и L = (0.40, 0.40, 0.40) и получим |K – Kрасч| ≤
≤ 0.09 (9%), |L – Lрасч| ≤ 0.01 (1%). Следовательно,
механизм (2.1*) лучше согласуется с концентра-
ционным и температурным ЛСЗ (2.16)–(2.17), чем
механизм (2.1).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Приведен метод определения новых типов ли-

нейных концентрационных и температурных за-
конов сохранения химических реакций, которые
можно наблюдать в открытом реакторе идеального
смешения. Методы установления и исследования
таких законов для открытых систем в литературе
не описаны. Новизна предлагаемого в данной ста-
тье метода состоит в возможности получения точ-
ных аналитических выражений для линейных
концентрационных и температурных законов со-
хранения химических реакций. Нахождение таких
законов позволяет априори получать новую ин-
формацию о нестационарных характеристиках

 

+ 

2 2

2

1 H 2H*, 2 O 2O*,
(2.1*)

3 2H* O* H O.
) )

)

изучаемого процесса, которая может быть про-
верена экспериментально. Найденные с помо-
щью предложенного в работе метода законы со-
хранения зависят только от стехиометрических и
тепловых, но не зависят от кинетических пара-
метров реакции. Полученные результаты расши-
ряют набор инвариантных и релаксационных ха-
рактеристик реакций и могут быть использова-
ны при решении обратных задач химической
кинетики, связанных с идентификацией меха-
низмов химических реакций.

Автор выражает благодарность В.Х. Федотову
за обсуждение работы.

ОБОЗНАЧЕНИЯ

Aj концентрации реагентов, мол. д.
концентрации реагентов на входе реак-
тора, мол. д.

aij безразмерные стехиометрические коэф-
фициенты прямых стадий

a−ij безразмерные стехиометрические коэф-
фициенты обратных стадий

Cm, Ck безразмерные константы нормирования
Ср удельная теплоемкость реакционной 

смеси, Дж/(моль К)
Ei энергии активации прямых стадий, 

Дж/моль
E−i энергии активации обратных стадий, 

Дж/моль
Km безразмерные концентрационные ЛЗС
ki константы скоростей прямых стадий, 1/с
k−i константы скоростей обратных стадий, 

1/с
ki0 предэкспоненты констант скоростей 

прямых стадий, 1/с
k−i0 предэкспоненты констант скоростей 

обратных стадий, 1/с
Lk безразмерные температурные ЛЗС
M молекулярная масса, кг/моль
N число независимых реагентов
n число реагентов
P ранг матрицы стехиометрических коэф-

фициентов
Qi тепловые эффекты стадий, Дж/моль
q скорость потока реакционной смеси, 1/c
R газовая постоянная, Дж/(моль К)
ri скорости прямых стадий, 1/с
r−i скорости обратных стадий, 1/с
S площадь поверхности теплообмена, м2

0
jA

Рис. 2. Концентрационный и температурный ЛЗС,
зависимости концентраций реагентов и температуры
от времени для реакции (2.1): 1 – K(t), 2 – L(t), 3 –
A(t), 4 – B(t), 5 – C(t), 6 – T(t)/T0.
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T температура реакционной смеси, К
Tx температура стенки реактора, К
t время, с
V объем реактора, м3

α ≡ 
≡ βγSM/(ρV)

комбинированный параметр, 1/с

αmj безразмерные константы, зависящие от 
стехиометрии стадий

β величина, равная 1/Cp, (моль К)/Дж
βkj безразмерные константы, зависящие от 

температурных параметров стадий реак-
ции

γ коэффициент теплопередачи через 
стенку реактора, Дж/(с м2 К)

ε погрешность измерений
θ безразмерная температура реакционной 

смеси
θx безразмерная температура стенки реак-

тора
ρ плотность реакционной смеси, кг/м3

0 начальное значение
i номер стадии
j номер реагента
k номер температурного ЛЗС
m номер концентрационного ЛЗС
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